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Vorbemerkung

Das Skriptum zum Analysis-Teil (und auch zur komplexen Rechnung im Teil zur Diskre-
ten Mathematik) ist aus den Aufzeichnungen eines Studenten hervorgegangen und trégt
damit einen anderen Charakter als der Teil zur Diskreten Mathematik, der als Liicken-
skript konzipiert ist.

Nach Beendigung der Behandlung der Diskreten Mathematik wird in der Vorlesung die
Kenntnis der Abschnitte § 1.1 - § 4.5 (ohne den Fundamentalsatz der Algebra und den
Wurzelsatz von Vieta in § 4.1.2) vorausgesetzt. Die dort eingefiihrten Bezeichnungen wer-
den auch in den sich anschlieBenden Kapiteln verwendet. In Kapitel 2 werden einige der
in § 1.3 des Teiles zur Diskreten Mathematik eingefiihrten Begriffe fiir Funktionen einer
reellen Verdnderlichen spezifiziert.
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1 Grundlagen

1.1 Die reellen Zahlen

uneingeschrankt durchfithrba-
re Rechenoperationen

N=1{1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen 4, -
Ny = NU{0}
Z ={0,+£1,42,...}  Menge der ganzen Zahlen +, -, -

Q= {E|p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen  +, -, -, /
q

Jeder periodischen Dezimalzahl entspricht ein Bruch und umgekehrt jedem Bruch eine

periodische Dezimalzahl,
z.B.

1015 - 1 31
10.15=——, 03==, 0.03] = — .
010= 50 U9 =5 0031=15g

Durch Hinzunahme der nichtperiodischen Dezimalzahlen erhilt! man die Menge R der
reellen Zahlen.

NCZcCcQcCR

1.2 Anordnung der reellen Zahlen, Intervalle, Betrag

Je zwei reelle Zahlen a,b € R stehen stets genau in einer der folgenden drei Beziehungen
zueinander: a < b, a =0, a>b. Es gilt

a<b & a<bVa=b

a>b < a>bVa=0b

'Hierbei werden allerdings noch alle Dezimalzahlen mit 9er-Periode geeignet identifiziert, z.B. 0.49 mit
0.5.



1 Grundlagen

Die folgenden Teilmengen von R werden Intervalle genannt und wie folgt geschrieben
(dabei sei a,b € R und a < b)?:

{reRla<z<b} = a0 abgeschlossenes Intervall

reRla<z<b} = Ja,b rechtsoffenes Intervall

}x cR I a<z< b% = Ea, b% linksoffenes Intervall } halboffene Intervalle
{reR|a<z<b} = (a,b) offenes Intervall

{r eR|a <z} = [a,00)

{r eRla <z} = (a,00)

{r eR|x <b} = (=00,

{r eR|a <z} = (—o0,b)

g
g

Damit 1a8t sich R auch als (—oo, 00) schreiben.

Der Betrag einer reellen Zahl ist definiert durch:

a a>0
la| = 0 a=0 .
—a a<0

Eigenschaften des Betrags: Fiir alle a,b, € R gilt

1.
la| <b & —-b<a<b
la| <b & —-b<a<b
2.
|ab| = la| [b]
Folgerung: |a"| = |a|",n € N
a| _ la|
I L A
3 o 070
3.

la £b] < la| + |b] 7Dreiecksungleichung” .

2 Anstelle der runden Klammern werden oft nach auBen gedffnete eckige Klammern geschrieben, z.B.
Ja,b[= (a,b) .



1 Grundlagen

1.3 Gleichungen

1.3.1 Quadratische Gleichungen

Die quadratische Gleichung ax? 4+ bx + ¢ = 0,a,b,c € R mit a # 0 besitzt die Losun-
gen

—b £+ +/b? — 4ac
2a '

Ti/2 =

Die Anzahl der Losungen hiingt vom Vorzeichen der Diskriminante D = b*—4ac ab.
1. D > 0: zwei verschiedene reelle Losungen
2. D = 0: eine reelle Losung
3. D < 0: keine reelle Losung

In den Féllen 1. und 2. kann man die linke Seite der quadratischen Gleichung in R in
sogenannte Linearfaktoren zerlegen:

ar® +br +c=a(r — 1) (x — 23) = a(2® — (z1 + 22)T + 2122) .
Hieraus folgt

b= —a(ry +x3), ¢=arirs.

Kubische Gleichungen vom Typ ax® + ba? + cx = 0:

1’1:0

2 _
x(ax® +bxr+c¢)=0 { w1+ b4 e — 0

Kubische Gleichungen ax® + bz? + cx + d = 0 — Formel von CARDANO (s. Literatur)

Biquadratische Gleichungen: az' +bx*> + c=0 (a #0)
Substitution z = 22 = az’+bz+c=0

Beispiel:

=622 4+8=0 = 22-624+8=0 = z=4, 2,=2
= @yp=E2, w34 =+V2



1 Grundlagen

1.3.2 Wourzelgleichungen

Durch (wiederholtes) Auflosen der Gleichung nach einer Wurzel und anschlieendes Po-
tenzieren konnen die Wurzeln eventuell beseitigt werden.

Aber Achtung:

Eventuell werden zusétzliche “Losungen” eingeschleppt; daher, falls erforderlich, Kontroll-
rechnung mit den erhaltenen Werten durchfiihren.

Bei einer dquivalenten Umformung bleibt die Losungsmenge einer Gleichung unveréandert
(Symbol ”<”). Umformungen, die zu einer Verinderung der Losungsmenge fiihren kénnen,
heiflen nichtiquivalent.

Beispiele:

1. V9+22—-1=2
VI+ar2—-1 = =z

& VI+az = 1+ (Wurzel isolieren)

= 9422 =(142)*> = 1+2zx+2* (Quadrieren)

& 20 = 8 (Losen der wurzelfreien Gleichung)
& r = 4

Kontrolle: v/25 -1 =4,/ = L= {4}
2. 24+2vV/r—2=1
r+2vVr—2 = 1

& 2Ver—2 = 1—=x

= dr —8 = 1—2z+ 22
& 2> —6x+9 = 0

= T2 = 3

Kontrolle: 3+2#1 = L=1

Beim Quadrieren ging die Information {iber das Vorzeichen der Wurzel verloren
(x = 3 ist Losung der Gleichung x — 2v/z —2 = 1).

1.3.3 Betragsgleichungen

Beispiel :|z+1|=32z-1

10



1 Grundlagen

1. Moglichkeit (Anwendung der Betragsdefinition)
lLLFalbz>—-1: z4+1=3r—-12r=2c2x=1 (>-1)
22Falliz<—-1: jz+ll=—2—-1=3z—-14dr=0c2=0 (£-1)
= L= {1}

2. Moglichkeit (Quadrieren)
z+1 =Bz 12 +20+1=92>-6r+1 8 =82r=0V z=1
Kontrolle zeigt, dafl nur x = 1 Losung ist.

1.4 Ungleichungen

Aquivalente Umformungen bei Ungleichungen:
1. Addition eines Termes auf beiden Seiten

2. Beide Seiten diirfen mit einem Faktor ¢ # 0 multipliziert werden.
¢ > 0: Anordnung bleibt erhalten
¢ < 0: Anordnung ist zu éndern:

wird
by

aus
”

IV VIA A
IN NIV V

Lineare Ungleichungen

Beispiel:
3r—2 < bx+1 |-3zx-1
& -3 < 2z |: 2
& -3/2 < =z

= L = (—3/2,00)

Quadratische Ungleichungen

Beispiele:
1. 22 +22-3<0

1. Moglichkeit (quadratische Ergiinzung): 2> +2r -3 <0< (z+1)?-4<0&
(r+1)P<dez+l]<2e 3<r<lsL=(-31)

11



1 Grundlagen

2. Moglichkeit: Gesucht ist die Menge aller x € R, fiir die das Schaubild von
f(z) = 2? + 22 — 3 unterhalb der x-Achse verliuft.
?+22-3=0=>12,=-3, 1,=1 =L=(-3,1)

2. (z—1)% < |z

a) Fall x < 0:
P -2r4+1< <z —2+1<0& (v —1/2)2+3/4<0
& (r—1/2)> < -3/4
Widerspruch!

b) Fall z > 0:
P —2r+1<re1’-32+1<0& (z-3/2)2<5/4& |v—-3/2|<1/2V5
= —1/2V/5<x-3/2<1/2V5 & 3/2-1/25<x<3/2+1/2V/5

1.5 Binomialkoeffizienten und binomischer Satz

1.5.1 Summenzeichen

Definition:
n m + Qi1+ -+ a, falls n>m
Z ap = 4 Qn " n=m
k=m 0 " n<m

1.
n ni n
ap = ar + Z ag

k=m k=m k=n1+1
2.

Z(ak—l—bk) = ZakJerk

k=m k=m k=m
3.

Z(oak) =c Zak

k=m k=m

12



1 Grundlagen

1.5.2 Fakultat

Definition: 0!':=1, n!l:=1-2---n, neN

Folgerung: n!=(n—-1)-n

Beispiel: 31=6, 5!=120, 10!= 3628800, 20!~ 2.4-10'8

1.5.3 Binomialkoeffizienten

Definition: In Hinblick auf die Behandlung der binomischen Reihe in Teil II definieren

wir
(n>::1, (Z>::n(n—1)-.l.€'(n—k+1)’ nERkeEN.

Fiir Teil I geniigt die unter 1. gegebene Darstellung mit Hilfe der Fakultéten.

Folgerungen:

Fiir n € N gilt
1.

n\ nn-1)---(n—k+1)(n—k) n!
(k) k! (n—Fk)!  El(n—E)

2. Ersetzen von k durch n — k in 1.) liefert

( nﬁk ) B (n—k)!(nni (n—k) (n—n]!{:)!k! B < Z )

3.
n _(n\ n! B
n—1)"\1 ) -1 "
Beispiele:
1.
6 6 6!
(4)‘(2)‘@‘15
2.

1.5\ 1.5-05-(-05)
( 3 )— G = —0.0625

13



1 Grundlagen

Rekursionsformel:

(Z):n(n_l)(‘k”_[nl)_!(k_m]'n_(:_l):(l{;ﬁ1>'n_:+1

1.5.4 Binomischer Satz

(a+b)° = 1

(a+b)' = a + b

(a+b)* = a2 +  2ab  + P

(a+b)? = a@ +  3d* 4+ 3ab* + VP
(a+b)*= a* + 4d® + 6a%* + dab® + V*

(a+b)4:<g)a4b0—l—(le)agbl+<;l)a2b2—l—<g>a1b3+<i)aob4

Binomischer Satz:

Fiir jedes n € N und a,b € R gilt

(a+b)":zn:<2)a"—’“b’f

k=0

Beispiele:

1. (102)* = (100 + 2)* = 100* +4-100% - 2 + 6 - 100% - 22 +4 - 100 - 23 + 2*
= 100" + 8- 100% 4+ 24 - 1002 4+ 32 - 100 + 16 = 108243216

2. (3u—2)3 = (3u)® + 3(3u)*(—=2) + 3(3u)(—2)? + (=2)® = 27u® — 54u? + 36u — 8

14



2 Funktionen einer reellen
Veranderlichen

2.1 Funktionsbegriff

Die grundlegenden Definitionen entnehme man § 1.3 des Teils zur Diskreten Mathema-
tik.

Beispiele:

l.y=2> D=R, W=]0,00)

4 —

15



2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

2. y=a2>—4, D=R, W =[-4 )

12

16



2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

4 oy 2 —4 2<|z|<3 D
YT e -2 2] < 2 W = [-2,5]

-2

5. Durch die Gleichung 2 + y? = r? werden zwei Funktionen beschrieben:
y= fi(z) =vr?—a? oberer Halbkreis
y = fa(r) = —v/1r? — 22  unterer Halbkreis
Dy, = Dy, = [—r, 7]
Wfl = [0,7‘], Wf2 = [_Tv O]

(maximaler) Definitionsbereich

6. f(x)=v—-224+4r—-3: -2 +40-3>0 & 22 —4x+3<0
s (z-2P<1 & [z-2|<1l & —-1<z-2<1 & 1<x<3
=

D=[1,3]
T ) =y

0<z-2AN0<4—z=uz€l2,4)
r—2<0A4—2<0 Widerspruch! = D;=[2,4)

Essei f: D — R, DCR, und es gelte D; C D.
Dann bezeichnet f|p, : D1 — R

17



2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

mit f|p,(z) = f(x) Va € D, die Einschrinkung von f auf D;.

Beispiel:
f(z) = v/r? — 22 oberer Ursprungshalbkeis vom Radius r

fi[-r,r]—R
flios] 1 [0,7] = R rechter oberer Viertelkreis

2.2 Grundlegende Eigenschaften

Esseif:D—-R, DCR, MCD

Monotonie:

f heifit monoton wachsend (i.Z. /) bzw. fallend (i.Z. \,) in M, falls gilt:

flx) < f(x)
flz1) = fla)

f heifit streng monoton wachsend bzw. fallend in M, falls gilt:

flx1) < f(zg) str. /
flx) > flza) str.\,

Bemerkung: Falls M = D gilt, lafit man haufig den Zusatz “in M” fort.

Ve, 20 € M@ 21 <29 = {

\V/l’l,l'QEMI ZL’1<1'2:>{

Symmetrie:

f heifit gerade bzw. ungerade, falls gilt:

—xED/\f(—x):{_f(xx) Vo e D

18



2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

Beschranktheit:
f heiBt beschrinkt nach oben bzw. nach unten, falls gilt:

dkeR VeeD: k> f(x)bzw. k < f(2)
(k heiBt obere bzw. untere Schranke fiir f);

f heifit beschrinkt, falls gilt: 3k € R Ve e D: |f(x)| <k.

Periode:

P € R heifit Periode von f und f periodisch (mit der Periode P), falls gilt:

VeeD: (z+4+p) €D AN flr+p) = f(v)

Beispiele:

1. y = 2? ist streng monoton wachsend in [0, 00), streng monoton fallend in (—oo, 0] .
2. y =% + 32% + 5 ist eine gerade Funktion.

3. y = sinz ist streng monoton wachsend in [—7/2, 7/2], ungerade,
beschrankt (k = 1), Periode: 27
Nullstellen: k7, k € Z .

GauBklammer
Definition:

Unter [x] mit z € R versteht man die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.

Beispiel: [7] =3, [-15/4] = —4

Es sei k € Z. Dann gilt [x] = k fiir x € [k, k + 1)

19
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2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

2.3 Verkniipfung von Funktionen

Gegeben: Dy, D, CR, f:Dy—R, ¢g:D;,—R

Definitionen:

1. Dgof:{$€Df|f(l’) EDQ}, g(f):gOfIDgofﬁR
= g(f(z))

heifft Hintereinanderausfithrung oder Verkettung von f und g. (Reihenfolge
ist wesentlich!)

f heiBt innere Funktion,

g heifit &uBBere Funktion.

+
2. Dﬁg:DfﬁDg, f~g:DfJ_.,g—>]R

v f2) " gla)

heiffit Summe, Differenz bzw. Produkt von f und g.

5. Dy = {re DN D,jgle) 20}, LD, R
f(z)
R

heifit Quotient von f und g

Beispiel:
g; n 1[;)9 O:O)[b, {>(:8 o, f)’: ggf 1\7?1}’ 1=

U9 =it o = 2 Lw - vE -y
Dy = Dy Dy N {z € Dy|f(z) # 0} = (0,1) U (1, 00), %(x)—ﬁ_(;_l)

Doy = {z € [0,00)[f () %11} = [0, 1)1U (1,00)

g(f(f))zgof(x):(\/5)2_1:;;;—1

21



2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

Dfog = {z € R|(z # £1) A (g9(x) 2 0)} ={z € R|(f€17é F)A(2? > 1)}
= (—o0, 1)U (L,00), flg(x)) = (foyg)(z)=
Es gilt also go f # fog.

2 —1

22



2 Funktionen einer reellen Verdnderlichen

2.4 Umkehrfunktion

Definition:
Eine Funktion f : D — R heifit umkehrbar eindeutig (auch: eineindeutig, injektiv),

falls gilt
\V/l’l,l’g eD: a2 7é To = f(l’l) 7é f(l’g)

Beispiele:

L. Yy = f(l’) :x2|[0,2]7 Df = [072]7 Wf = [074]

4

1. Schritt: Auflésen nach z: z = f~'(y) = /y, Dy-1 =1[0,4], W;-1 = [0,2]

2. Schritt: Vertauschen von x mit y: y = f~'(2) = /&
2. y=f(z) = 2:;6:31, Dy =1[-1,2]

1. Schritt: y = 25;31 S ry—2)=-1-3y = %

2. Schritt: y = f~(z) = %

Bemerkung:

1. Jede streng monotone Funktion ist umkehrbar.

2. fTlof(z)=a Vax €Dy
fofHz)=a VeeW,;
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

3.1 Definition und Eigenschaften von Zahlenfolgen

Eine Folge ist eine auf N definierte Abbildung. Eine Folge ordnet also jeder natiirlichen
Zahl n einen Wert f(n) zu.

Hier: Reell- (oder komplex-) wertige Folgen.

J N—=R (C)
f{nHﬂm

Schreibweise: a, b statt f, a, statt a(n)

Definition:
Eine Folge {a,} heifit alternierend, falls gilt:

VneN a, a1 <0

Beispiele:
l.a,=n: 1,2,3,... str. /
2. a,=1/n: 1,1/2,1/3,... str.\,
3. a,=(=1)": —1,1,—1,1,... alternierend
4. ay =c,ayy1 = ap, +d, n € N, arithmetische Folge

lc,e+d,c+2d,...,c+(n—1)-d,...] d>0str. /", d<0str.\,
—— —

=an
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

5. a1 = ¢, Qi1 = q - ay, n € N, geometrische Folge
[c,c-qe-q?...,c-q" ]

=an

1.-3. sind explizite Vorschriften, d.h. a, = f(n) ;
4. und 5. sind Beispiele fiir rekursive Vorschriften, d.h. das n-te Folgeglied wird aus
gewissen Vorgéangern bestimmt.

3.2 Konvergenz von Folgen

Definition: Konvergenz einer Zahlenfolge gegen einen Grenzwert

Die Folge {a,} konvergiert gegen A € R, wenn es fiir jedes beliebige ¢ > 0 eine Zahl
N = N(¢e) gibt mit |a, — A| <e Vn> N.

Schreibweise:

. n—oo
lim a,=A oder a, — A

n—oo

Beispiel: (Forts.)
Die Folgen unter 2. und 4. fir c=1, ¢ =—1/2: 1,-1/2,1/4,—1/8,... konvergieren
gegen 0, sie bilden Nullfolgen. Die Folgen unter 1. und 3. sind divergent (s.u.).

Satz:

Ist die Folge {a,} monoton wachsend (bzw. fallend) und nach oben (bzw. unten) be-
schrénkt, so ist sie konvergent.

Konvergenzkriterium von Cauchy:
Eine Folge {a,} konvergiert genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ ein N

gibt, so daf} gilt:
la, —an| <e fir n,m> N.
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

Definition: Divergente Folgen, uneigentlicher Grenzwert

1. Die Folge {a,} heiit bestimmt divergent mit dem uneigentlichen Grenzwert
+00, wenn zu jedem K € R eine Zahl N(K) existiert mit a, > K ¥n > N.
Schreibweise: a,, — +oo fiir n — oo oder lim a,, = +00

Entsprechend definiert man lim a, = —o0

n—oo

2. Eine Folge, die weder konvergiert noch bestimmt divergent ist, heiffit unbestimmt
divergent.

Beispiel:

Die Folge unter 1. ist bestimmt divergent mit dem uneigentlichen Grenzwert oo, die
Folge unter 3. ist unbestimmt divergent.

26



3 Grenzwert einer Zahlenfolge

3.3 Rechnen mit Grenzwerten von Folgen

Grenzwertsatze:

Es seien A, B € R
1. a,— A, b,—B =
a) (ap+0b,) = A+ B
b) Aa, — A, AeER
c) a,-b,—A-B
d) a,/b, - A/B (b, #0, B#0)
2. a,—0,a,>0(a,<0) VYneN :>i—>+oo(i—>—oo)

an an

3. a,—G, ¢, —>G, a,<b,<c¢, YneN = b,—-G

Achtung! Umkehrung gilt nicht:
Wiéhle a,, = b, = (—=1)", {a,} ist divergent, aber a,, - b, — 1!

“Gebrochenrationale” Folgenglieder

1. Zahlergrad < Nennergrad = a,, —> 0

n?+5n—7 14+3-5
= — 0

“T U 218 -1+ 5

2. Zihlergrad = Nennergrad = a,, — A

Ay, = = _ ——
—3n?+2n+1 -3+2+% 3

3. Zéhlergrad > Nennergrad = a,, — 00

P +5n? =7  n+5— 5
anp = = — —00
—3n*+2n+3 -3+2+3
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

Wourzelausdriicke

e Jn2(1+ 1 \/1+— \/1+— —

n =

n+1 n+1 n-+1 1+—

Vn5+n3 1+n2 1+ \/7 1+n2
2. ay =

 n242n n2 +2n n2+2n 1+—

28
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4 Grundlegende Eigenschaften von
wichtigen Funktionsklassen

4.1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

4.1.1 Definition und Eigenschaften

Definition:

Die Funktionen f,(r) = a,2" +a, 12" '+ +a;x+ap, mit ; € R (C), i =0,1,---

heiflen ganzrationale Funktionen oder Polynome.
Falls a,, # 0, so heifit f,, Polynom vom Grad n, n € Nj.

Satz von der “Eindeutigkeit” der Polynomdarstellung

Es seien n,m € Ny mit n < m, ag, -+ ,an, b, , b € R.

Fiir alle z € R gelte:

n m
E a;r" = E bja’.
i=0 3=0

Dann folgt
aZ:bZ7 7':07 Y n?
bj=0; j=n+1, ..., m.

29
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Anwendung: Koeffizientenvergleich

Es gilt: f, ~ a,z" fur || — 00 (a, # 0)
1. n gerade: f, ist nach unten oder nach oben beschrénkt.

2. n ungerade: f, ist weder nach unten noch nach oben beschrinkt.

4.1.2 Nullstellen und Faktorzerlegung

fi(z) = ag + a1z (a; # 0) besitzt die Nullstelle 21, d.h. ag + a;21 = 0 = ag = —ay1y
fi(z) =ai(x — ) .

Gesucht ist die Menge aller quadratischen Funktionen mit den Nullstellen
T = —1, To = 2
Losung: fo(z) = a(z +1)(z — 2) = ax® — ax — 2a .

Definition:

Die Darstellung f,,(x) = a(z —21)(x — x2) -+ - (x — ) (a # 0) heiit Zerlegung von f,
in Linearfaktoren.

Abspalten von Polynomnulistellen mit Hilfe der Polynomdivision

Gegeben ist eine Nullstelle 1 von f,,.
Gesucht ist f,,_1(z) in fu(x) = (v — 1) fu_1(2).

Beispiele:

1. f3(z) = 2% — 670 — 126, xz; = —2
(2% — 672 —126) : (v +2) = 2® — 22 — 63

— (23 + 22?)
(=222 — 67x)
— (—22% — 4x)
(—632 — 126)
(637 — 126)

0
= fi(x) = (x+2)(z+7)(x—9)
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

2. fulw)=a"—22+ 222 — 22 +1, =z =1
(2t =223 422 =202+ 1): (x—1) =23 -2’ + 2 — 1= f3(2)
—(z* — %)

(—23 + 22?)
— (—2*+ 27
(2?2 — 2x)
— (2% — x)
(—z+1)
—(—z+1)
0
= fulx)=(z—1)@3—2>+2—1)

Exi—x)jtx—l) (x—1)=224+1= folx) = (2 + j)(z — j)
—(z—-1)
0

= fa(z) = (z = 1)*(z + j)(z — j)
x7 ist doppelte Nullstelle!

Definition:

x1 heiBt p-fache Nullstelle von f,, falls f,(z) = (z — 21)P - fr—p(x) und f,—,(z1) #
0.

Fundamentalsatz der Algebra

Ein Polynom n-ten Grades f,(xz) = a,2" + --- 4+ a1x + ao besitzt (in der Menge der
komplexen Zahlen genau n und damit) in der Menge der reellen Zahlen hochstens n
Nullstellen.

Bemerkungen:

1. Nullstellen werden entsprechend ihrer Vielfachheit gezéhlt (so z.B. eine doppelte als
zwei Nullstellen).

2. Der Satz gilt sogar fiir a; € C.
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

3. Sind alle a; € R, so treten komplexe Nullstellen stets als Paare konjugiert komplexer

Zahlen auf, d.h. mit z; ist auch x} Nullstelle.

4. (Folgerung aus 3.) Jedes Polynom von ungeradem Grad besitzt mindestens eine

reelle Nullstelle.

Wourzelsatz von Vieta

Gegeben sei f,(z) = a2” + -+ a1z +ag (a, #0)
=ay(r—z1)( —22) -+ (T — T)

Dann gilt (Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich)

an(—1)"z129 -+ -, = ag

n 40
an

T1xo -y = (—1)

Falls il € 7, teste man die Teiler von :i:@, ob sie Nullstellen von f,, sind.
Ay Qp,

Beispiel: fi(z)=a2'—23 -T2 +2+6 (n=4,a,=1) 1797314 =6
Zu betrachten sind die Kandidaten £1, 42, +3, +6.
Durch Einsetzen findet man zy =1, xo = —1, 23 = =2, x4 = 3.

4.1.3 Das Horner-Schema

Polynomauswertung
naiv geschachtelt
fo(z) = ap + a1z + agzx = ag + z(a; + azx)
f3(x) = ap + a1z + asxrx + azzr(zx) = ag + z(a1 + z(az + azx))
fa(z) = ap + a1 + agrx + azx(zx) + agx(zax) = ag+ x(ay + x(as + x(as + &x)))
b3
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Anzahl der benttigten Multiplikationen

n | naiv | geschachtelt
2 3 2
3 5 3
4 7 4
n|2n—1 n
Hornerschema fiir f4(z) = ay2* + azx® + as2® + a1 + ag fa(z) =7
Q4 as a2 ai Qg
bg[i’ bgf blff bof
T ay az +b3T as + b a;+biT ag+ byT
= bg = bg = bl = bo == f4(f)
Beispiel:

fa(z) =22* — 23 + 322 — 22 — 4
f4(2) =7

2 -1 3 2 4
4 6 18 32
212 3 9 16 28= f4(2)
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Hornerschema fiir f,(z) = a 2" + -+ + a1x + ag, fn(T) =7

e Die erste Zeile enthilt die Koeffizienten a,, a,_1,---,ao (bei fehlendem z™ ist
@y, = 0 einzutragen).

e Multiplikation von a, (= b,_1) mit Z, Addition des Produktes zu a,_1 — b,_»

e Multiplikation von b,,_ mit 7, Addition des Produktes zu a,,_o — b,,_3

e nach n derartigen Schritten erhélt man f,(z) = byT + ao.

Abspalten von Polynomnulistellen mittels Horner-Schema

Wihlt man als T eine Nullstelle von f,,, so erscheint in der letzten Zeile rechts eine Null
(Rechenkontrolle) und die restlichen Werte in der letzten Zeile sind der Reihe nach die

Koeffizienten b,,_1, b,_2, - -+, by des reduzierten Polynoms
. fn()
fn—l(x) - T — :Z"
Beispiele:

1. fs(z) =23 — 672 — 126, x; = —2

1 0 -67 -126
-2 4 126
-2/1 -2 -63 0

T
f3(z) = (v + 2)(z* — 22 — 63)
2. fs(x) =4x® — 621 — 1323 + 322 — 2 — 159 f5(3) =0

8

4 -6 -13 3 -1 -159
12 18 15 54 159
=314 6 5 18 533 0

f5(z) = (x — 3)(4a* 4 62 + 52 4+ 18z + 53)
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

4.2 Gebrochenrationale Funktionen

4.2.1 Definitionen

Eine gebrochenrationale Funktion ist der Quotient zweier ganzrationaler Funktionen,

Zn(x)  apa" 4+ a1w +ag
No(x) b+ -+ by + by’

R(zx) = a, # 0, b, # 0.

Sie ist definiert fiir alle z € R mit Ausnahme der Nennernullstellen (Nullstellen des
Nennerpolynoms).

Sonderfille und Bezeichnungen:
m =0: R ist ganzrational
n > m: R heifit unecht gebrochenrational
n <m: R heifit echt gebrochenrational
Ist R unecht gebrochenrational, so 148t sich R (etwa mittels Polynomdivision) darstellen

als Summe aus einer ganzrationalen Funktion vom Grade n — m und einer echt gebro-
chenrationalen Funktion.

Beispiel:
R(z) = 22482l o R(z) =22 — 1+ 55

x+2 42

Die Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion sind gerade die Zahlernullstellen.

4.2.2 Verhalten bei Definitionsliicken

1. Fall: N(.To) =0 A Z(l’o) % 0:

1. Beispiel:
2r —5
R(z) = =3
(.CL’) r—3 ) Zo
xr — 3+ (Anndherung von rechts her):

N(z),Z(z) >0 Vx >3 = R(z) — 400
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

r— 3— (Anndherung von links her):
Ve € (2.5,3): Z(x) >0,N(z) <0 R(x) —» —0

Definition:

Eine Stelle, bei der in unmittelbarer Umgebung die Funktionswerte unter /{iber alle Schran-
ken fallen oder wachsen, heifit Pol.

2. Beispiel:
1
R(z) = T xg = —1 ist doppelte Nennernullstelle.
r— —1£: R(x) — 400, Pol ohne Vorzeichenwechsel, Gerade x = —1 ist senkrechte
Asymptote
Satz:

Ist xo eine p-fache Nenner-, aber keine Zahlernullstelle von R, so besitzt R an der Stelle
xo einen Pol, und zwar, falls p gerade ist, einen Pol ohne Vorzeichenwechsel, und falls p
ungerade ist, einen Pol mit Vorzeichenwechsel.

Die Gerade x = xq ist senkrechte Asymptote.

Beweis:
_ Zn(7) _ 1 ‘ Zn(x)
Nu@) ~ =200 N yla)

Zn(x) #0, Npy_p(x) # 0 in einer hinreichend klein gewéhlten Umgebung von xy,
d.h.

Zn ()
Np—p(@)
weist in einer hinreichend kleinen Umgebung von z( keinen Vorzeichenwechsel auf.

p gerade: (z — xo)? ist in jeder Umgebung um z, stets nichtnegativ.
p ungerade: (x — z)? besitzt in jeder Umgebung um xy einen Vorzeichenwechsel.

2.Fall: N(zp) =0A Z(xy) = 0:

3. Beispiel:
2 —1
R(z) = =1
(ZIZ’) r—1 ) Zo
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

_ (x —1)(xz+1)

@—1) =x+1, x#l1

Schaubild von R ist die Gerade y = = + 1 ohne dem Punkt (1, 2).

Durch Hinzunahme dieses Punktes erhélt man die stetige Ergénzung R von R

B R(x) fir o # 1
N 2 firz=1"

Man nennt zo = 1 eine (stetig) (be)hebbare Definitionsliicke der Funktion R.

4. Beispiel:
2
—1
R(x) = m, r? —2r 4+ 1= (z —1)%, 29 = 1 ist doppelte Nennernullstelle
T+
R =
(@) = —

ro = 1 ist Pol mit Vorzeichenwechsel. Die Definitionsliicke z¢y = 1 143t sich durch Kiirzen
nicht beheben.

Satz:

Ist oy sowohl Zéhler- als auch Nennernullstelle von R, so sind zwei Flle moglich:
1. R kann (durch Kiirzen) stetig ergénzt werden.

2. R besitzt an der Stelle xq einen Pol.

4.2.3 Verhalten fiir |z| — oo

Das Verhalten von

A" + Q12" - a1z + ag
bpx™ + by x™ L 4 - 4 by + by

R(z) = (@, b # 0)

. " R -
fiir groBe Werte von |z| hangt ab von = —
byx™ b,
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Beispiele:

1. R(z) = —~—,  R(z) "==°0

(z+1)2>
Die z-Achse ist waagerechte Asymptote.

2. R(w) =25~ 2 =9 R(z) =22

Die Gerade y = 2 ist waagerechte Asymptote.

3. R(z) = &=l x 2 — 97 R(z) =F o0, R(z) "= -0
genauer: R(x) =2x—1 + m Die Gerade y = 2z — 1 ist schiefe Asymptote.
+

_ oz _ 1 A | 4
LR =g =5 am = (@ —20+4) - 5oy

Satz:

Fiir |z| — oo gilt:

e n < m: R(x) — 0, d.h. die z-Achse ist waagerechte Asymptote,

e n=m: R(x) — 3 und y = ;™ ist waagerechte Asymptote,

e n > m: R(z) — £oo und die asymptotische Néherungskurve ist das Schaubild einer
ganzrationalen Funktion vom Grad n —m
Sonderfall: n = m + 1: Schiefe Asymptote.
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

4.3 Potenzfunktionen

Unter einer Potenzfunktion versteht man eine Funktion f mit f(z) = 2"

(r € R).

Die Potenzfunktion x” wird fiir € Q in 4.3.3 und fiir » € R in 4.4.2 erklart.

4.3.1 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

Sonderfall y = 2% =1 (2 #0)

neN y=a" y=x"=1/a"

n gerade n ungerade n gerade n ungerade
Def.-Bereich R R R\ {0} R\ {0}
Wertebereich [0, 00) R (0, 00) R\ {0}
Symmetrie gerade ungerade gerade ungerade
Monotonie \, in (—o0, 0] /' in R /" (—00,0) \ (—00,0)
(jeweils str.) /" in [0, 00) . (0,00) . (0, 00)
gemeinsame (0,0),(1,1),(-1,1) | (0,0),(1,1),(-1,-1) | (1,1),(-1,1) (1,1),(-1,-1)
Kurvenpunkte
Asymptoten - - x- u. y-Achse | z- u. y-Achse

4.3.2 Wurzelfunktionen

Firn=2,3,4,...

Definition:

sind die Funktionen x"|[o’oo) str. /', also umkehrbar.

Fiir n =2,3,4,... heifit (2", )~ n-te Wurzelfunktion.
Sie wird mit {/z bezeichnet.

Achtung: Die Wurzelfunktionen sind nur fiir x € [0, 00) definiert, wohingegen fiir unge-

rades n " str. /" in R, also auf R umkehrbar ist.

Beispiel:

Die Umkehrfunktion f~! zur Funktion f(x) = 2 lautet

ORI R

firx >0
fiirz <0
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4.3.3 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten
Es seien m € Z, n € N, n > 2, dann wird definiert 2™/ := /o™, x € (0, 00).
Es gilt:

1. Fiir f(z) = 2™ gilt f~'(z) = 2™/™.

2. Fir m € N kann der Definitionsbereich zu [0, 00) erweitert werden.

Potenzregeln:

Fir a,b € R, a,b >0 und r,s € R gilt:
1 a - af =a+s

2.a"-b = (a-b)

3. (a")° = (a®)" = a*"

Wo steckt der Fehler?
1= VI = VIR = (C1D2)2 = (1P = (-1 = -1
1= V1= /(1P = (FD)V = (1P = ()2 = VT

4.4 Exponential- und Logarithmusfunktionen

4.4.1 Alligemeine Exponential- und Logarithmusfunktionen
Definition:

Die Funktion y = a® mit a > 0,a # 1, heif}t allgemeine Exponentialfunktion
zur Basis a.

Eigenschaften:
1. D=R, W = (0,00)

2. Streng monoton

a>1:
a<l:

3. Linkskurve
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4. Kurvenpunkt (0,1)
5. x-Achse ist Asymptote

Definition:

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basis a, a # 1, heifit Logarithmus-
funktion zur Basis a und wird mit log, z bezeichnet.

Eigenschaften (a > 1):

1. D=(0,00), W =R
Streng monoton wachsend
Rechtskurve
Kurvenpunkt (1,0)

AT R S

r—o00: log,r— 00
x— 0+: log,z — —00

6. y-Achse ist senkrechte Asymptote

Besondere Logarithmen:

logigx =lgx Zehnerlogarithmus, dekadischer Logarithmus
logoz=1bx Zweierlogarithmus, Bindrlogarithmus
Wechsel der Basis: log, * = —— - log,

log, b

Logarithmusgesetze (beliebige Basis):

log(u-v) = logu-+logv
log(u/v) = logu—logv »Vu,v>0, Va € R
log(u®) = «a-logu
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4.4.2 Exponential- und Logarithmusfunktion zur Basis ¢

Definition:
. \"
e = lim (1 + —) = 2.7T182818.. .. Eulersche Zahl
n—oo n
y=log.z=Inz natiirlicher Logarithmus

y = €” = exp(x) die Exponential-/ e-Funktion

In(u®) =a-Inu
u® = exp(In(u®)) = exp(a - Inw)

Definition: Allgemeine Potenzfunktion
" =exp(rinz), x € (0,00),r € R

Exponential- / Logarithmusgleichungen
Beispiele:

l. e —e =2 Subst.: z = ¢e*
z—1=2 |.z

2 =22-1=0 = zp=1%V2
Losung: z; = In(1 + v/2) In(1 — v/2) entfillt!

2. L 4+ 2 _—1 Subst.: z=Inxz

5—z 142
1+2410—-22=5+5z—2— 2

22—5246=0 = 2 =3, zp =2
:>l'1:63, 1'2:62

4.5 Trigonometrische Funktionen

4.5.1 Grundlegende Eigenschaften

Der Definitionsbereich von sin z und cos x ist R, der Wertebereich ist [—1, 1]. Beide Funk-
tionen sind periodisch mit der Periode 27; sin x ist ungerade und besitzt die Nullstellen
km, k € Z; cosw ist gerade und besitzt die Nullstellen § + k7, k € Z.

Die Funktionen tanz = % und cot z = % = tafm sind definiert auf R mit Ausnahme
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der Nennernullstellen § + km bzw. km, k € Z; an diesen Stellen liegen Pole mit Vorzei-
chenwechsel vor. Der Wertebereich beider Funktionen ist R, sie sind periodisch mit der
Periode 7, ihre Nullstellen sind die Zéhlernullstellen km bzw. 5 + k7, k € Z; als Quotient
einer geraden und einer ungeraden Funktion sind sie gerade.

Ferner gelten die Beziehungen:

Pythagoras: cos?x +sin*zr =1,
Additionstheoreme: sin(z +y) = sinxcosy + coszsiny ,
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny .

Hieraus 148t sich folgern:

2

2y —sin’zx

sin2x = 2sinxcosx , cos2x = cos
=1-2sin’z =2cos’z — 1,

sinz = (1 —cos2x) , cos’z = 1(1+ cos2z) ,
sinf =44/3(1 —cosz), cosi=4,/3(1+cosz),
sinz - siny = 1[cos(z — y) — cos(z +y)], cosx-cosy = t[cos(x —y) + cos(z + y)] ,

sinz - cosy = 1[sin(z — y) + sin(z + y)] .

4.5.2 Allgemeine Sinus- und Cosinusfunktionen

Betrachtet wird die Funktion y = a - sin(bz + ¢) mit a,b,c € R, a # 0, b > 0 . Die
Eigenschaften der allgemeinen Cosinusfunktion ergeben sich entsprechend.

Funktion Amplitude | Periode | Nullstellen (k € Z)
y =sinx 1 2m km
y=a-sinz |al 2 km
2 k
y = a - sin(bx) |al % %
y =a-sin(bx + ¢) 1l 2w km —c
= a-sin(b(z + §)) “ b b

Geometrische Bedeutung der Parameter a, b, c:

a: Streckung der Kurve in y-Richtung um den Faktor a
b: Streckung der Kurve in z-Richtung um den Faktor 1/b
¢: Verschiebung der Kurve in z-Richtung um —c/b
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Beispiel:
y=goin (o + 5) = oin (3 (5+ 5))

Amplitude: 5/2

Periode: 3m

Verschiebung;: —c/b=—-m/6-3/2=—7/4
Nullstellen: k-3/2r—m/4, kel
Maximumstelle: 23xr+7/6=7/2 = x=m/2
Minimumstelle: 2/3x+7/6=—-7/2 = x=—-7

4.6 Die Arcusfunktionen

4.6.1 Auflosung der Gleichung y = sinx nach x
Gegeben: yy € [—1,1]
Gesucht: Samtliche x € R mit sinx = yj

Einschrankung auf [—7/2,7/2], dort ist sinx streng monoton wachsend (also umkehr-
bar).

Definition:

arcsin x := sin x|[__17r/2 /9]

1. Grundlosung

xy = arcsinyy (€ [-7/2,7/2])

2. Grundlésung
Falls « das Intervall [—7/2, 7/2] durchléuft, so durchlauft 7 — z das Intervall [r/2,3/27].

Wegen sin(m — x) = sinz erhélt man die 2. Grundlésung im Intervall [7/2,3/27] in der
Gestalt 9 = 7 — 27.
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Ergebnis:
Die beiden Grundlésungen der Gleichung sin x = g sind:

Ty = arcsinyg, To = T — 1.
Samtliche Losungen erhélt man in der Gestalt x; + 2knw, k € Z, i = 1, 2.

Spezialfille:

Yyo=1: 21 =n/2, xo=n1—7/2=7/2=14

Yyo=—1: 2, =—7/2,z0=7—(—7/2) =3/27

arcsin 1 = /2

4.6.2 Auflosung der Gleichung y = cosx nach x
Gegeben: yy € [—1,1]

Gesucht: Samtliche x € R mit cosz = yo
Einschrankung auf [0, 7], dort ist cos z streng monoton fallend (also umkehrbar).

Definition:

arccos T 1= cos | [Blﬂ

1. Grundl6sung

xy = arccosyy (€ [0, 7))

2. Grundl6sung
Falls z das Intervall [0, 7] durchlauft, so durchliuft 27 — 2 das Intervall [, 27]. Wegen

cos(2m — x) = cosx erhdlt man die 2. Grundlosung im Intervall [, 27] in der Gestalt
To = 2T — x4.
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

Ergebnis:
Die beiden Grundlésungen der Gleichung cosz = g sind:

T1 = arccos Yy, To = 2T — I7.
Samtliche Losungen erhélt man in der Gestalt x; + 2kw, k € Z, i = 1, 2.

Spezialfille:

Yyo=1: 21=0, 29 =27 —x; =27
Y=—1l:oy=mr=2n—T=T=n

4.6.3 Auflosung der Gleichung y = tanx nach x
Gegeben: yp € R

Gesucht: Samtliche x € R mit tanz = yg
Einschrankung auf (—m /2, 7/2), dort ist tan x streng monoton wachsend.

Definition:

arctan x := tan \(__17T/2 ©/2)

Ergebnis:

Die Gleichung tan = = yy mit yo € R hat in (—x/2,7/2) genau eine Losung:
xr1 = arctan yy. Samtliche Losungen erhélt man in der Gestalt x1+km, k € Z.

Es gilt:  arctan1 = 7/4, lim, 4. arctanx = +7m/2
Bemerkungen:

1. Die Gleichung cot x = yo 16st man mittels der Gleichung tanz = 1/yj.

2. Bei der Umkehrung der trigonometrischen Funktionen liefern Taschenrechner i. d.
R. die mit x; bezeichneten Werte.
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4 Grundlegende FEigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

4.6.4 Trigonometrische Gleichungen
Lésungsweg:

(A) Vereinfachung der Argumente

B) Zuriickfiihrung auf eine Gleichung fiir eine einzige trigonometrische Funktion

Auflésung nach den betreffenden Argumentwerten

)
)
C) Auflosung nach dieser Funktion
)
E)

(

(
(D
(E) Falls erforderlich, Kontrolle durch Einsetzen der erhaltenen Werte in die Ausgangs-
gleichung

Beispiele:

1. cosx +cos2x =0 (x)
Losung:
(A), (B) cos2z = cos’x — sin®x = 2cos’x — 1
Eingesetzt in (x): 2cos®>x +cosz — 1 =0
(C) Subst. z =cosa: 222+2—-1=0 = 2, =1/2, zp=—1
(D) 2y =cosa =1/2:  x1 =n/3+2knm, xoy =5/37+ 2km, k € Z
zp=cosx=—1: azp=02k+1)m, keEZ
Kontrolle zeigt: x; 5, k € Z, i = 1,2,3, sind Losungen von (x).

Da sowohl cosx als auch cos2z 2m-periodisch ist und nach cosx aufgelost wird,
hétte man die Diskussion auch auf das Intervall [0, 27) beschrinken kénnen.

2. sinx +cosx =1 (xx)
cosw = +v/1 —sin?z = sinz ++/1—sin’r =1
Subst. z =sinx:  +V1—22=1—2 = 1—22=1-2z+ 2?
& 22(z2—1)=0 = 2=0, z0=1
zp=sine =0 = z1, =km, k€ Z
zm=sinzx=1 = xop=7/2+2kn, kEZ
In (*x) eingesetzt:
21k sinkm 4 coskm = (—1)
Tg g sin((1/2 4+ 2k)m) 4+ cos((1/2 + 2k)m) =1
= Ty9p = 2km und xoy = w/2+ 2knm, k € Z, sind Losungen von (k) .

k
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

4.7 Hyperbelfunktionen (*)

4.7.1 Definition

1
Sinus hyperbolicus: y =sinhz = 5 (e —e™™)
1
Cosinus hyperbolicus: y = coshz = 3 (e +e™™)
3 h T __ —T
Tangens hyperbolicus: y = tanhx = Sy _ € T ¢
coshz e*+e®
h xT —T
Cotangens hyperbolicus: 3y = cothx = Cf)s rT_cte
sinhz e* —e™®
4.7.2 Eigenschaften
sinh cosh tanh x cothx
Definitionsbereich R R R R\ {0}
Wertebereich R [1,00) (—1,1) R\ [-1,1]
Nullstellen 0 keine 0 keine
Asymptotik x — oo ~1/2-¢e” ~1/2-¢" — 1 —1
Asymptotik x — —o0 | & —1/2- e ~1/2-e7" — -1 — —1
: wachsend (—00,0] fallend | wachsend | (—o0,0), (0, 00)
Monotonie (str.) 0, 00) wachsend fallend
Extremwerte keine Minimum in (0, 1) keine keine
Wendepunkte (0,0) keine (0,0) keine
Symmetrie unger. gerade unger. unger.
1 —1
Ableitung cosh x sinh 5 —
cosh” z sinh® z
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionsklassen

4.8 Areafunktionen (*)

4.8.1 Definition und Darstellung mit Hilfe der Logarithmusfunktion

Die Area-Funktionen sind die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen (im Fall des cosh
x beschrankt man sich auf die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen).

Darstellung mit Hilfe der Logarithmusfunktion

Area sinus hyperbolicus: arsinhx = In(x + V22 +1) firz e R

Area cosinus hyperbolicus: arcoshz = In(x + a2 — 1) fir z > 1

1
Area tangens hyperbolicus: artanh z = 5 In (%) fir |z| < 1
. 1 r+1
Area cotangens hyperbolicus: arcothz = 3 In 1 fir |x| > 1
x —
4.8.2 Eigenschaften
arsinh = | arcoshz | artanhz arcoth z
Definitionsbereich R [1,00) (—1,1) R\ [-1,1]
Wertebereich R 0, 00) R R\ {0}
Nullstellen 0 1 0 keine
lim 00 00 - 0
lim —00 - - 0
Monotonie (str.) | wachsend | wachsend | wachsend | fallend - (=00, 1)
in (1,00)
Wendepunkte (0,0) keine (0,0) keine
Symmetrie unger. — unger. unger.
1 1 1 1
Ableit -
eltung N N 1 2 1— .2
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5 Grenzwert von Funktionen

5.1 Definitionen und Beispiele

Fiir stetige Funktionen gilt bekanntlich (s. § 6.1) lim f(x,) = f(x), wenn {z,} eine

beliebige Folge aus Dy mit lim z,, = x¢ ist und x¢y € D;. Wir interessieren uns daher hier

n—oo

fiir das Verhalten von f in der Nédhe von Definitionsliicken.
Beispiel:
1 f(z)y=222 Dy =R\{0}, 20 =0, z, =27

T, | 1 | 1/2 | 1/4 | 1/8 | 1/16
0.84... |0.95... [ 0.98... |0.997... | 0.9993... -1 (n — o0)

sin Ty,

Tn

Definition: Funktionsgrenzwert

Die Funktion f hat an der Stelle xy den Grenzwert G € R, wenn fir jede gegen xg
konvergierende Folge {x,} aus dem Definitionsbereich von f die Folge der zugehorigen
Funktionswerte {f(z,)} den Grenzwert G besitzt.

Man schreibt dann

lim f(z) =G  oder flz) - G fir = — x
T—T(
Beispiele:

2. f(x) =sin(r/x), Dy=R\{0}, 2o=0

Nullstellen von f:1,1/2,1/3,..., z,=1/n z, —0 (n— o0)
f(x,)=0¥neN= f(x,) =0 (n— o)
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5 Grenzwert von Funktionen

Maximumstellen von sinx: 1/27,5/27,9/2x, ..., {v,} ={2,2/5,2/9,...} =
v, =0 (n— o0)
fon) =1¥neN = f(v,) =1 (n— o0)

Minimumstellen von sinz: 3/27,7/27,11/2x, ..., {w,} = {2/3,2/7,2/11,...} =
w, — 0 (n— o0)

fw,)=—-1VneN = f(w,) - -1 (n— o0)

Ergebnis: f besitzt an der Stelle 7o = 0 keinen Grenzwert!

3. f(z) =x-sin(r/z), Dy=R\{0}, =0
[f(2)] = |2 - sin(m/z)| = [z] |sin(7/z)| < ||
—|z| <z -sin(n/x) < |z|
= ii_)r%xsin(ﬁ/x) =0

1 fiirz >0
4. f(z) =sgn(z) = 0 fiir x =0 Vorzeichen- oder Signum-Funktion
—1 fir x <0
Es gilt f(x) = Tt o # 0.

|z]

Die Funktion f besitzt fiir o = 0 keinen Grenzwert, es existieren jedoch die einsei-
tigen Grenzwerte G = —1 und G = 1.

Definition: Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert

Die Funktion f hat an der Stelle xy den linksseitigen Grenzwert G, (rechtsseitigen Grenz-
wert Gr), wenn bei beliebiger Anndherung an die Stelle xy von links her (von rechts her)
die Folge der Funktionswerte konvergiert:

lim f(z)=Gr  (lim f(z)=Gg)

T—T0— Tr—x0+

2 )

Dabei bedeutet "z — xy—" ausfiithrlicher "oz — zy und x* < xy” eine Anndherung von
links an die Stelle xy. Entsprechend bedeutet "z — x¢+" eine Anndherung von rechts.

Aus den Definitionen folgt unmittelbar, dafl die Funktion f an der Stelle xq den Grenzwert
G genau dann besitzt, wenn linksseitiger Grenzwert G und rechtsseitiger Grenzwert G g
existieren und gleich sind: G = G = Gp .
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5 Grenzwert von Funktionen

: . sinz
Beweis zu lim =1:
. z—0 X
sinz | . o
f(z) = ist gerade, es geniigt also, das Verhalten fiir x — 04 zu untersuchen.
x

Flachenbetrachtung am Einheitskreis:

D
B
x Winkel im Bogenmafl
tan @
sin x|
0 CoS T A C
OB=0C=1, sinz=AB, cosz=0A, tanz=CD
Apoap < Asektor < Aaocp
1/2sinzcosx < 1/2x < 1/23ms
Colsz > g > cosw (Ubergang zu den Kehrwerten)
cosr < gz < = (Grenziibergang = — 0+)
1 < limg 922 < 1

T

Definition: Uneigentlicher Grenzwert einer Funktion

Die Funktion f hat an der Stelle 2 den linksseitigen (rechtsseitigen) uneigentlichen Grenz-
wert +00 bzw. —oo, wenn fiir jede von links (von rechts) gegen z konvergierende Folge
{z,} die Folge der Funktionswerte {f(z,)} den uneigentlichen Grenzwert +oo bzw. —oco
besitzt.

Beispiel:

2 _
5. R(x) = o= 35,

x — 3+ : {z,} beliebig gewahlt mit x,, > 3 und =z, — 3 fiir n — oo
Z(x,) — 1, N(z,) — 0+ = R(z,) — oo (nach GWS)

1'0:3

x — 3—: {x,} beliebig gewdhlt mit 2.5 < z,, < 3 und z,, — 3 fiir n — o
Z(xn) — 1, N(z,) — 0— fiir n - o0 = R(z,) — —oo (nach GWS)
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5 Grenzwert von Funktionen

R Besitzt an der Stelle 2y = 3 den uneigentlichen rechtsseitigen Grenzwert oo und
den uneigentlichen linksseitigen Grenzwert —oo.

Verhalten fiir |z| — oo
Definition: Grenzwert fiir ¢ — +oo
Die Funktion f hat fiir x — oo den Grenzwert GG, wenn zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl

M (e) existiert, so daB |f(x) — G| < € fiir alle x > M .
Schreibweise: lim f(z) = G oder f(z) — G fir v — oo

(fiir x — —oo entsprechend)

Esgilt |[f(z) -G <e & G—e< f(x) <G +¢

Beispiele:
¥
6. mm’ T — 00
sin x | sin z| 1
wegen = S
‘ |z |z
gilt lim s =0

r—oo I

7. lim e *sinz =0

Tr—00

wegen |e “sinz| < e und e — 0 (z — 00) .

5.2 Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen

Grenzwertsatze:

Es sei g € RU{—00, 00} ; uwund v seien Funktionen mit lim u(x) = U und lim v(z) =V,
T—x0 T—xT0
U,V € R . Dann gilt:
1. lim [u(z) £v(z)] = lim u(z) £ lim v(x) =U £V

T—T0 T—xT0 T—T0
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5 Grenzwert von Funktionen

2. lim [u(z) -v(x)] = lim u(z) - im v(z) =U -V

Beispiele:

lim 3z — 1
3r—1 lin
1. lim 22— = &0 ——1/2
z—0 20 + 2 hn%2x+2

2 tim L g 32 UE 4
=00 2 +2  z—00 24 2/x

Ergdnzungen zu den Grenzwertsdtzen

Regel:

Falls u(x) — a und v(z) — oo fiir x — xy, dann gilt:
u(x) + v(zr) — oo fir —oo < a < oo

u(x) -v(r) = oo fir 0 <a < oo

Diese und weitere Regeln lassen sich in suggestiver Kurzform notieren als:
at+oo=200+a==00,fallsae R,

00 + 00 = 0

a-(£o0) = too, fallsa >0,

a- (£oo) = Foo, falls a < 0,

00+ 00 = (=00) - (—00) = o0,

00 - (—00) = (—00) - 00 = —00 ,

i%.o =0 und é =+00 .

0 00 «

Unbestimmte Ausdriicke wie ——, —2—, “0o — 00”, “0 - 00” siehe Kapitel 11 (Regeln
von Bernoulli und de L’Hospital)

hier: Abhilfe durch geeignete Umformungen.

Beispiele:

o o4t —dxr—4
1. lim
z——1 2 —1

Abhilfe: Linearfaktor x 4+ 1 in Z&hler und Nenner abspalten und kiirzen.
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5 Grenzwert von Funktionen

. 4 a?—dxr—4 . (1) (2* —4) . oat—4
lim = lim = lim
z——1 2 —1 z——1 (ZIZ' + ].)([E — ].) z——1 7 —1

—3/2

2. lim (Va2 + 2 — Va2 + 32)

Tr—00

Abhilfe: Erweitern mit , / +/ gibt:

(Va2 +2—Va?2 +32)(Va? +2+ Va2 +3z) 2*+2—a2* -3z
Va2 +2+ V22 + 3z VR r2+ Vet 3
2 -3z 2/x—3

o122 +a/1+3/c J1+2/2++/1+3/x

— —=3/2 fir z — o0

5.3 Asymptotisches Verhalten von Funktionen

Senkrechte Asymptoten

Existiert fiir eine Funktion f an der Stelle xy ein rechts- oder linksseitiger uneigentlicher
Grenzwert

lim f(z) € {+o00,—00} bzw. lim f(z) € {+o00,—c0} ,

r—x0+ r—xro—

so ist o eine Unendlichkeitsstelle von f; die Funktionskurve hat die Gerade x = x( als
senkrechte Asymptote.

Polstellen

Eine Unendlichkeitsstelle, an der sowohl der rechts- als auch der linksseitige Grenzwert
uneigentlich ist, heifit Polstelle oder Pol. Man unterscheidet Pole ohne und mit Vorzei-
chenwechsel, je nachdem ob die uneigentlichen Grenzwerte gleiches oder verschiedenes
Vorzeichen haben.

Asymptotische Ndherungskurven fiir x — oo
Existiert fiir eine Funktion f die Darstellung
f(x) =g(x) + r(x) mit r(x) - 0 firz —» +oo (v — —o0) ,

so ist y = g(z) Gleichung einer asymptotischen Ndherungskurve der Funktion f fir =z —
+00 (z — —o0). Man schreibt f ~ g .
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5 Grenzwert von Funktionen

Waagrechte Asymptoten

lim f(xr) =c,c€R <& y=c ist waagrechte Asymptote fiir t — Fo00

r—+00

Beispiele:
20 — 5 20 —6+1 1
1. f(x) = ’ = il =2+ — 2 firx — oo
r—3 r—3 T —
2 =3z +5 7
2. = " = 2 2 1 PE—
f(z) p— 5+ 2r + +x—2
33 5
%%f#—Qx—l—lfﬁr T — Fo00o
x_
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6 Stetigkeit

6.1 Definitionen und Beispiele

Definition:

Es sei D C R mit xy € D. Dann heifit die Funktion f : D — R stetig in x(, wenn
lim f(z) = f(x) gilt. Die Funktion f heifit stetig in M, M C D, wenn sie in jedem
T—x0

x € M stetig ist. Gilt M = D, so heifit f (global) stetig.
Beispiele:
1. f(x) =|z| ist stetig

Y

y = |z|
T
_J 1fallsz#0 . .
2. f(z) = { 0 falls ¢ — o 15t stetig auf R\ {0}
Y
1

T

3. flx) =, 22, 2%, ..., /&, ¥z, ... sind stetig
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6 Stetigkeit

Satze iiber stetige Funktionen

Es seien Dy, Dy C R, xy € Dy N Dy; die Funktionen f: Dy — R, ¢ : D, — R seien
stetig in xg.

Dann sind die Funktionen f 4+ ¢, f-g¢g und / (g(xo) # 0 vorrausgesetzt) stetig in z.

Folgerung: Die ganz- und gebrochenrationalen Funktionen sind stetig.

Die Funktionen sin und cos sind stetig.
Folgerung: Die Funktionen tan = 2% und cot = 22 sind stetig.

Die Funktionen a” und log, = (a > 0, a # 1) sind stetig.

Stetigkeit verketteter Funktionen

Es seien Dy, Dy C R, xg € Dy, f: Dy — R sei stetig in zp und f(xg) € Dy, g: Dy — R
sei stetig in f (o).
Dann ist g o f stetig in xg.

Beispiel:

f(z) = sin(z® +62) ist stetig, f(z) = In(1—2?) ist stetig auf (-1,1).

6.2 Unstetigkeitsstellen

Die Funktion f sei an der Stelle x( definiert, aber dort nicht stetig; man sagt dann, f sei
unstetig (in zy).
Dies kann u.a. folgende Griinde haben:

1. lim f(x) existiert in R, ist aber verschieden von f(zg). Durch Abéndern des Funk-

T—xo

tionswertes bei xg zu lim f(z) wird f stetig in xy (hebbare Unstetigkeitsstelle).
T—T0

2. Die einseitigen Grenzwerte lim f(z) und hm+ f(x)
T—x0— T—T0

a) existieren in R, sind aber verschieden (Sprungstelle)

b) sind beide uneigentlich (Pol).
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6 Stetigkeit

Beispiele:

1. Siehe 6.1 Beispiel 2: f ldf3t sich an der Stelle 7y = 0 stetig ergénzen.
f(z) = 1Vz € R ist die stetige Ergénzung zu f.

2. Oft werden auch Definitionsliicken félschlicherweise als Unstetigkeitsstellen bezeich-
net. Dort ist aber die betrachtete Funktion gar nicht definiert, die Frage nach der
Stetigkeit stellt sich also an einer solchen Stelle gar nicht! Natiirlich kann man auch

hier nach der stetigen Ergénzung fragen:
sin

flx) = , Dy =R\ {0}
2oy [ EEfire e R\ {0} . . : .
f(x) = { 17 firr—0 ist die stetige Ergidnzung zu f
224 .. z—0+
xQHI‘fﬁrx;«éO H=r+1 firz>0 "— 1
3. = @ =< 0 firz =0
f(l') { 0 firt =0 o ! ;.1" T <0 e 1
=x— ir x —

|4

xg = 0 ist Sprungstelle

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz:

Die Funktion f: D — R sei stetig in [a, b]. Dann gilt:
1. f ist beschrankt;
2. f nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an;
3. gilt f(a)- f(b) <0, dann hat f mindestens eine Nullstelle in [a, b];
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6 Stetigkeit

4. f besitzt in [a,b] einen grofiten (absolutes Maximum) und einen kleinsten Wert
(absolutes Minimum).

Voraussetzung [a, b] abgeschlossen ist wesentlich!
f(z) = 1/x stetig in (0, 1], aber nicht beschrénkt.
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

7.1 Ableitung einer Funktion

Beispiel:
Gegeben sei y = f(z) = z°.
Gesucht: Steigung der Kurventangente im Kurvenpunkt P(0.5, 0.25)

1. Schritt:

Wihle @ # P in der Umgebung von P auf der Kurve.

Ax: Abszissendifferenz, Ay: Ordinatendifferenz

Die Sekante durch die Punkte P und @) besitzt die Steigung

Ay (05+Ax)* —05> Az + (Az)?

=14+ Az

s Ax Az Ax

2. Schritt:
() — P auf der Parabel, d.h. Az — 0

. Ay .
mu = tant = lim 70 = lim (14 Az) =1

Allgemein:

y = f(x). Gesucht: Steigung der Tangente an der Kurve der Funktion f an der Stelle
Zo-

1.
A Ax) —
m = 2V f(@o + A) = f(20) “Differenzenquotient”
Ax Ax
> (@ + Aa) — J(ao)
B _ . Ay To + Azx) — J(xo
my =tanT = Alglcrilo Az Algilo Ax
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

Definition:

Existiert der Grenzwert lim % = lim M = A in R, so heiit A Ableitung
Az—0 Ax  z—zo X — X

der Funktion f an der Stelle z(y; die Funktion f heifit dann differenzierbar an
der Stelle xy. A ist die Steigung der Kurventangente im Punkt Py(zo, f(x0)); es gilt:
A=m; =tanr.

Bezeichnungen und Schreibweisen

df dy . Ay
— f! —yy = — = — g —_—
A= fwo) =y(r0) = dx 20 dx 20 AI}UIEO Az 20
~ lim f(x) — f(xo) ~ lim f(wg+h) — f(x)

r—x0 xr — X h—0 h

A
Die Sekantensteigung A—y heifit Differenzenquotient, der Grenzwert (Tangentenstei-
x

d
gung) % heifit Differentialquotient.

Ableitungsfunktion

Ist y = f(x) fiir alle z im Intervall I = (a,b) differenzierbar, so heifit f differenzierbar
im Intervall I. Die Ableitungsfunktion oder kurz Ableitung y' = f’(z) ordnet den
Argumenten x € I die Werte der Tangentensteigung der Kurve y = f(z) im Kurvenpunkt

P(x, f(z)) zu.

Differenzierbarkeit einer Funktion f an der Stelle zy bedeutet, dal die Bildkurve an dieser
Stelle eine eindeutig bestimmte Tangente mit endlicher Steigung besitzt.

7.2 Grundformeln und Beispiele

Beispiele:
B B Ay  flr+Az)—f(r) a—a ;o
1. y=f(x) =a (a const.), Ap = Ay = =0=y =0
Ay zx+Ar—=x ;L
2. y=f(x)=u, A Ao =1= 1y =1
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

3 y= flo) a2, D _(@HAn 2" 20hs+(Ae)

Az Ax Ax
nx”‘le+(Aa?)2(< " ) ")
. A x4+ Azx)" — 2"
Ly=f)=ar, R = EHADZT

Az Az Ax
= ng"! + A.CL’( . ) = y/ = na" L
N —’

=2r+Axr = y =2

—0
Potenzregel: Die allgemeine Potenzfunktion y = %, a € R, ist differenzierbar auf
ihrem Definitionsbereich und es gilt:

($a)/ — axa_l

5. y=f(x) =22 D;=10,00)
3/2
fAn) = f0) _ . (Aw)¥ =

lim ————~ =
Ar—0+ Ax Azr—0+ Ax Azr—0+

f(Az) — f(0) i VAz ~ lim 1
Az—0+ Az Ar—0+ Az Az—0+ /Ax
d.h. die Quadratwurzelfunktion besitzt im Ursprung eine senkrechte Tangente.

:—|—OO

7. y = f(x) = |z| ist stetig auf R, 27 =10

f(Az) — f(0) Az
I T VY T P
f(Az)—f(0) . Az
A!cIE%H Ax - AQIEIE%H Ar !

= Die einseitigen Grenzwerte sind verschieden, also ist die Funktion y = |x| nicht
differenzierbar an der Stelle zq = 0.

Folgerung: Nicht jede stetige Funktion ist auch differenzierbar.
Die Umkehrung gilt jedoch: Ist f an der Stelle xy differenzierbar, so ist f an der Stelle x

stetig.
Beweis:
f@) — flag) = PO (g =g
T — Xo ———
—0
—f'(z0)

d.h. f ist stetig in xg.
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

7.3 Hohere Ableitungen

Bezeichnung und Schreibweisen:

y=f(a)=fO(x)

y = f'(z) = ;l—f _ 1. Ableitung, die Ableitung
x dxd2 2y
(W) =y"=f"(x) = 75 =55 2 Ableitung

ef &Py :
y/// _ fm<.7}) _ @ — @ 3. Ableltung
o — g S _

y" = == n-te Ableitung
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

Beispiele:

1.y =z2", neN
y/ — nxn—l
y" =n-(n—1)z"?2
y"” =n-(n—1)(n—2)2"3
y bV =nn—-1)- ... -2z
y™ =n!

2. y=cosz, y = —sinz, y' =—cosz, y" =sinz, y* =cosz, y® = —sinz , ...

Definition: Eine Funktion f : D — R, heifit stetig differenzierbar auf (a,b) C D,
falls f auf (a,b) differenzierbar und f’ auf (a,b) stetig ist.

In der Physik
x(t)  (t Zeit)
z(t) = dx

— gg
. X
) =i
Beispiel:

Ein Massepunkt bewege sich léngs einer Geraden:
. o As  s(t+ At) — s(t)
ttl hwindigkeit: v = — =
mittlere Geschwindigkeit: v A7 At

e L s .. s(t+At) —s(t)
(Momentan-) Geschwindigkeit: v(t) = AI%I—I}O N Alir—I}O As
dh v=35(t) =%

dt

A At) —
mittlere Beschleunigung: a = K: — v(t + Ati v(t)
(Momentan-) Beschleunigung:
o Av ot A — (1)
alt) = A, At Ay At

= o(t) = 5(1)

Anwendung freier Fall:
Weg-Zeit-Gesetz: s(t) = 1/2gt*, g Erdbeschleunigung
o(t) =$(t) = g-t, a(t) = 0(t) = 5(t) = g
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

7.4 Ableitungsregeln

7.4.1 Faktor-, Summen-, Produkt- und Quotientenregel

a) [cf] =cf’ Faktorregel
b) [u+v] =u+ Summenregel

c) [u-v)=u-v4+u-v Produktregel

u u-v—u-v
d) [-]'= ——53——  Quotientenregel
v v
Beispiele:

e’) = —6- (") = —6e”
az® + bz +¢) = (az?) + (bz) + (¢)' = a(2?) + b(x) = 2az + b

1. (=6

2. (

3. (sinzcosx) = (sinw) cosx + sinx(cosz) = cos’z — sin*x
4. (

tanx ( ) _ cos?azsin®z 1

! /
Speziell: (1) = —U—2
v v

7.4.2 Kettenregel

cos? x cos? x

Die Ableitung von y = flu(x)] nach x erhélt man in Differentialschreibweise in der
Form
oy o _dy du_ i du
YW =0 T du dz du dz
(Produnkt aus duflerer f'(u) = % und innerer Ableitung u'(z) = %).

Beispiele:

1. y = f(u(x)) = tan(3z)
Subst.: © = u(x) = 3z, innere Funktion v = u(z) = 3z, u'(z) =3
1
y = f(u) = tanu, duBere Funktion y = f(u) = tanw, f'(u) =
df df du 1 3 3

dr — du dr  coslu ~  cos?(3x)
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

2. y=(bz*—=7)%  Subst. u(x) =5z*—7
innere Funktion: u = u(z) =52* = 7, u/(z) = L =10z
duBere Funktion: y(u) = u”, ¢’ = 9u®

f(z) =10z - 9u® = 10z - 9(52% — 7)® = 90z (52* — 7)®

Mehrfach verkettete Funktionen

df (u(v(z))) _ df du dv

dx T du dv dx

denn: setze f(u(v)) = g(v), % — % . Z_Z
df (uw(v(z))) dg(v(z)) dg dv _df du dv

dx dx T dv dx  du dv dx

Beispiel:

y = In(sin(2z — 3))
1. Subst.: v = v(x) =2z — 3, y = In(sinv)

2. Subst.: u(v) =sinv, y=Inu

dy _ 1 du L b _
du ~— w’ v — COSY, d:c_2

dy __ 2cosv __ ocosv __ _
o= 20 = 2988 = D cot(2r — 3)

7.4.3 Anwendungen der Kettenregel
Allgemeine Potenzregel

(xa)l — (6aln:c)/ — ealn:c -a- % — axa_l

Ableitung der allgemeinen Exponential- und Logarithmusfunktion

(a:v)/ — (6:v1na)/ _ 6mlna .lna=1na-a*

Inz\" 1 1
l /: _ = — . —
(log, ) (111@) Ina =z
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

Ableitung der Umkehrfunktion

Gegeben: Die Funktion f sei differenzierbar und umkehrbar.
Gesucht: Ableitung der Umkehrfunktion f~*(z) = g(z)

y= f(z), Auflésen nach x: z = f~(y) = g(y)

wegen fo f~'(y) =y gilt

flaw) =y = f'l9(y)g'(y) =1

1
= ¢(y) = ———, falls f'(z) #0
) f'(9(y)) (=)
Vertauschen der Variablen liefert:
1 1

U@ = 5@y = 7o @)

Beispiele:

1. Herleitung der Ableitung des In aus der Ableitung der e-Funktion.
y=f(x)=¢€", [flz)=¢"

r=g(y)=Iny '
/ o _ - _ =
TG T Ty
dlnx_l
dr  «x

2. Ableitung des arctan

v 1) = s, o) (
x = g(y) = arctany

——2:1+tan2x
Ccos” x

. / .
sin x sin? z + cos®
COS

,( )_ B 1 B 1
TN = fl(x)  1+tanz 142
darctanx_ 1

dx 1+ 22

7.5 Anwendungen

7.5.1 Ganzrationale Funktionen

= f(z) = apa™ + ap_ 12" '+ -+ a1x +ayg, a, #0
) = na, 2" ' +(n— Da, 12" 2+ +

£0
f"(x) =n(n — 1)a,a™ 2 + - + 2ay
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7 Differenzierbarkeit und Ableitung

f(n'H)(Z' =0

7.5.2 Gebrochenrationale Funktionen

_ Z(@)
— N(@)
nernullstellen differenzierbar, R’ ist wieder eine gebrochenrationale Funktion, denn:

20\ Z(@)N() - Z(@)N(x)
i ‘( ) - N2(2)

ist fiir alle x € R mit Ausnahme der Nen-

Jede gebrochenrationale Funktion R(x)
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8 Charakteristische Kurvenpunkte

8.1 Monotonie- und Kriimmungsverhalten

Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen

1. f'(xg) >0 = f nimmt zu und Kurve von f steigt in einer Umgebung von z
2. f'(x9) <0 = f nimmt ab und Kurve von f fillt in einer Umgebung von
3. f

'(9) =0 < Kurve von f besitzt waagrechte Tangente

Gilt 1. bzw. 2. fiir alle x in einem Intervall I, so ist f streng monoton wachsend bzw.
streng monoton fallend im Intervall I.

Beispiele:
x? 1+2%—-1 1
1y= — —1-
14 2?2 14 2?2 1+ a2
1 / o >0 fallsz >0 streng mon. wachsend
= (1 - ﬁ) =TT 0 fallsz =0 waagerechte Tangente

T (1 +a?) <0 fallsz <0 streng mon. fallend

2.y = e~ e/2

<0 fallsx >0 streng mon. fallend
2
Yy =—xe /2 =0 fallsz=0 waagerechte Tangente
>0 fallsx <0 streng mon. wachsend

Kriimmungsverhalten differenzierbarer Funktionen

1. f"(xg) > 0 = f nimmt zu, Kurve von f hat eine Linkskriimmung in einer
Umgebung von xg

2. f"(xg) < 0 = f" nimmt ab, Kurve von f hat eine Rechtskriimmung in einer
Umgebung von z
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8 Charakteristische Kurvenpunkte

Gilt 1. bzw. 2. fiir alle  in einem Intervall I, so verlduft die Funktionskurve in I als
Linkskurve bzw. als Rechtskurve.

Beispiele (Forts.):

Ly = 2 — 622
' (14 22)3
Y'=0 & 2—62°=0 & x=+/1/3~ 0577
, [ >0, falls|z| </1/3 Linkskurve
{ <0, falls |x| >+/1/3 Rechtskurve

v o ya—atje [ > 0, falls|z|] >1 Linkskurve
2.y (z e { <0, falls |z|] <1 Rechtskurve

8.2 Lokale (relative) Extrema
Definition:

1. Die Funktion f besitzt an der Stelle zy ein lokales Maximum, wenn gilt:
f(x) < f(zg) fir alle x aus einer Umgebung von zy mit x # zy.
Der zugehorige Kurvenpunkt H(zy, f(zy)) ist ein Hochpunkt.

2. Die Funktion f besitzt an der Stelle x1 ein lokales Minimum, wenn gilt:
f(z) > f(xzr) fur alle x aus einer Umgebung von z7p mit x # .
Der zugehorige Kurvenpunkt T'(zr, f(zr)) ist ein Tiefpunkt.

Beispiele (Forts.):

1.2

L. 2p =0, f(zr) =0< T2 (x) VxeR, z#0
x
d.h. f besitzt an der Stelle x7 = 0 ein relatives Minimum.

2. —12/2<0 VzeR, 240 = f(z) =e ™2 < f0)=1
d.h. f besitzt an der Stelle xy = 0 ein relatives Maximum.
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8 Charakteristische Kurvenpunkte

Extrema bei differenzierbaren Funktionen

f'(xg) = 0 und Vorzeichenwechsel von f’ bei xp < lokales Extremum bei xp
2 Falle:

1. Vorzeichenwechsel von f’ von + nach -, Ubergang von Steigen zu Fallen = Hoch-
punkt

2. Vorzeichenwechsel von f’ von - nach +, Ubergang von Fallen zu Steigen = Tiefpunkt

[’ wechselt an der Stelle zq mit f'(x¢) = 0 das Vorzeichen, falls die Kurve von f an der
Stelle zy Links- bzw. Rechtskriimmung besitzt. Dieser Sachverhalt liefert das folgende
hinreichende Kriterium:

Hinreichende Bedingung fiir Extrema

f'(zg) =0und f"(zg) # 0 = lokales Extremum bei zg

2 Falle:
1. f(xg) =0 und f"(xg) < 0, waagr. Tangente, Rechtskurve = Hochpunkt bei zp
2. f(xg) =0und f"(zg) > 0, waagr. Tangente, Linkskurve = Tiefpunkt bei xp

Beispiele (Forts.):
1. f/(0) =0 und f”(0) >0 = f besitzt an der Stelle zp = 0 ein relatives Minimum

2. f/(0) = 0und f"(0) = =1 < 0 = f besitzt an der Stelle g = 0 ein relatives
Maximum

Ein Extrempunkt (Hoch-/ Tiefpunkt) ist ein Kurvenpunkt P(xg, yo).
Ein Extremstelle (Minimum-/Maximumstelle) ist seine Abszisse x.
Ein Extremwert (Minimum/Maximum) ist seine Ordinate yj.

8.3 Wendepunkte

Definition:

Die Funktion f besitzt an der Stelle 2y einen Wendepunkt, wenn die zugehorige Kurve
auf beiden Seiten von xy, unterschiedliches Kriitmmungsverhalten zeigt.
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8 Charakteristische Kurvenpunkte

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir Wendepunkte

f"(xw) = 0und Vorzeichenwechsel von f” bei 2y < Wendepunkt bei zy,

Hinreichende Bedingung fiir Wendepunkte

f"(zw) =0und f"(xw)#0 = Wendepunkt bei zy

Definition: FEin Wendepunkt mit waagerechter Tangente heifit Sattelpunkt.

8.4 Vorgehensweise zum Auffinden relativer Extrema

1. Bestimmung aller Kurvenpunkte mit waagerechter Tangente aus der notwendigen
Bedingung f'(zq) =0,

2. Priifen anhand
a) des Vorzeichenwechsels von f’ bei zy (notwendig und hinreichend) oder

b) des Vorzeichens von f”(x¢) (hinreichend),

ob und welche Art von Extremwert bei z( vorliegt.
Falls f"(x9) = 0 und f"(x¢) # 0, so liegt bei z( ein Sattelpunkt vor.

8.5 Allgemeines Kriterium fiir relative Extremwerte

Gegeben:
Funktion f mit f®)(z¢) =0, k=1,2,...,n—1, und f™(zq) # 0
n gerade: bei xq liegt ein Extremwert vor, und zwar ein relatives

Minimum, falls £ (zq) > 0
Maximum, falls ™ (zy) <0,
n ungerade: bei xy liegt ein Sattelpunkt vor.

Beispiele:
f(x) =2 f®W(x) =4!> 0= im Ursprung liegt ein relatives Minimum vor.
f(x) =2 fO(z)=5!> 0= im Ursprung liegt ein Sattelpunkt vor.
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8 Charakteristische Kurvenpunkte

8.6 Extremwerte bei nicht differenzierbaren Funktionen

Satz:
Es sei f an der Stelle x( stetig und in einer Umgebung von x, (eventuell mit Ausnahme
der Stelle z;) differenzierbar.

1. Besitzt f’ bei 2y einen Vorzeichenwechsel von - nach + (bzw. + nach -), so hat f
an der Stelle z ein relatives Minimum (bzw. ein relatives Maximum).

2. Besitzt f’ keinen Vorzeichenwechsel bei zg, so liegt bei z( kein relativer Extremwert
VOr.

Beispiel:

f(z) = Va2 ist stetig
f ist bei xg = 0 nicht differenzierbar
f(z) =+2/3 ll (+ fir > 0, — fiir 2 < 0)

f besitzt an der Stelle 2y = 0 ein relatives Minimum.

3 SC|

Definition:

Eine Funktion f : D C R — R besitzt an der Stelle xo € M mit M C D ihr absolutes
Maximum (bzw. Minimum) auf M, falls gilt:

flz) < f(xg) Ve e M (bzw. f(z) > f(xo) Vx € M )
Bemerkung: Falls M = D 14t man haufig den Zusatz “auf M” fort.

Bezeichnung;: max f(z), min f(z)
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O Kurvendiskussion

Inhalt der Kurvendiskussion:

Definitionsbereich, Wertebereich
Symmetrie der Kurve

Schnittpunkte mit den Achsen

Ll

Asymptotisches Verhalten
(Verhalten fiir |z] — oo; Unendlichkeitsstellen)

ot

Extrempunkte
6. Wendepunkte

7. Schaubild (eventuell Berechnung zusétzlicher Kurvenpunkte)

9.1 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

Beispiel:

y=f(z)=1/42® +1/42®> =22 -3, D; =R, W;=R
Schnitt mit der y-Achse: f(0) = —3

Nullstellen: x/p = -2, 23=3

Asymptotisches Verhalten: © — +oo: f(z) — +o0
Extremstellen: f'(z) = 3/42? + 1/2x — 2

fl(x)=0: x4=-2 x5=4/3

f'(x)=3/2x+1/2

f"(=2) <0 = HP(-2,0)

£7(4/3) > 0 = TP(4/3,—125/27)

Wendepunkte:

(1) =0 w5=—1/3 = WP(—1/3,—125/54)
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9 Kurvendiskussion

Allgemein gilt: Jede kubische Funktion y = az® + bx? + cz + d ist punktsymmetrisch in
bezug auf ihren Wendepunkt als Symmetriezentrum.

9.2 Kurvendiskussion gebrochenrationaler Funktionen

Beispiele:

223 — 2% + 2x -2+
3+ (22 +1)
z(2* + 1) hat einzige Nullstelle bei 0 = D; =R\ {0}
Schnittpunkte mit der x-Achse: x(z?> —z+1) = 0= x; =0,
?—r+1=(x-1/2)2+3/4>0
x1 = 0 ist (einfache) Zahler- und Nennernullstelle und damit stetig behebbare De-
finitionsliicke.

1
[ (z) =2- 7let ist die stetige Erganzung zu f. Im folgenden wird mit der
x2

Funktion f* weitergerechnet. f*(0) = 2

2
xl_l)rﬁoo ff(x)y=2- :cl—l>r:£1c>o 1 _11#/— xl_/l_xlz/ S RN waagerechte Asymptote y = 2
y’zQ-ﬁ, Y =0 = 2= -1, z3=1
gy ST F(=1) <0 = HP(—1,3)
v (22 +1)% ’
f*” 1)>0 = TP(1,1)
Y'=0 z4=—V3 z5=13
r+V3|x|x—3|VZ

T < —V3 - - - -
—V3<z<0| + - - +
0<z <3 + + - -

V3<ua + |+ o+ +

= WP(V3,1.13...) WPy (—/3,2.86...)

x3 x3

2y = /@)= 22—z-2 (z4+1)(z—2)
Nullstelle: 2y = 0
Pole: x1 = —1, x5 = 2 Pole (mit Vorzeichenwechsel)
r— —1—: f(z) = —00, x—2—: f(x) > —oc0
xr— —1+: f(x) = +oo, z—2+: f(z) — +©
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9 Kurvendiskussion

3

ﬁ =z+1+ @ —|—3f)j(;2— %) = schiefe Asymptote y =z + 1

fiir x — oo erfolgt die Anndherung an die Asymptote von oben.

fiir v — —oo erfolgt die Anndherung an die Asymptote von unten.

Extrema: f'(z) = (2’ — 20— 6) Fl@)=0 = 234 =0, 2556 =1 £V7
: 2 —z—2? 3/4 = U, T5/6

An der Stelle x5 liegt kein relatives Extremum vor, da f(z) — oo fir x — —1+

und f(x) — —oo fir x — 2—; an der Stelle x5 ~ —1.65 (bzw. x4 ~ 3.65) liegt

ein relatives Maximum (bzw. Minimum) vor, da f(z) — —oo fiir + — —oo und

r — —1— (bzw. f(z) — oo fir x — 24 und x — o0); denn andernfalls miifite

es in den Intervallen (—oo, —1), (—1,2) und (2, 00) noch eine weitere Stelle x* mit

f'(z*) = 0 geben.

9.3 Kurvendiskussion weiterer Funktionenklassen

Beispiele:
x
l.y=f(x)=—, D;y=(0,1)U(1,00)
111{1_ f(z) = —o0, lir{1+f(x) =00 = Pol mit VZW bei 1
Inz—1 1 1 1 2-1
) = B2 (1-55) r@=7 i

Inz :ln:c _E x In®

f(z)=0 =lhae=1 =z=e¢

f"(e)=1/e >0 = TP(e/e)

f(2)=0 =Ihz=2 =x=¢ = WP(e */2) (VZW von f” bei e?)
lim f(x) = Vo 0, liI(I]l+ () =0

r—04+ — 0
d.h. die Funktionskurve néhert sich tangential der x-Achse fiir x — 0+.

2. y=f(x) =cos2x —cosz, D;=R
Periode 27, daher kénnen wir auf uns auf ein Intervall der Lénge 27, also etwa auf
0, 27), beschranken.
Symmetrie: f(—z) = cos(—2x) — cos(—z) = cos2x — cosx = f(x), d.h f ist gerade
Nullstellen: cos 2z — cosz =0 = x; = 0, 29 = 2/37, 23 = 4/37 (s. frithere UA)

Yy = —2sin2x +sinz = —4sinzcosz +sinz = sinx - (1 — 4 cosx)
y" =cosz- (1 —4cosx) +4 sin®zy = —8cos’x + cosx + 4
1—cos?

Extrempunkte: 4/ =0:sinx =0 x2,=0, 25=7

cosx =1/4, x¢=1.318..., x7 =21 — x5 = 4.965. ..

f(x4) = f"(0) = =3 = HP(0,0), [f"(x5)=f"(7)=-5 = HP(m,?2)

f"(x6/7) = —8/16+ 1/4+4>0 = TP(1.318...,—1.125), TP(4.965. .., —1.125)
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9 Kurvendiskussion

1+v129
16

Wendepunkte: y” =0, 8cos?z —cosx —4 =0 = cosx =
cosxr =0.772... = 23 =0.688..., 19 =5.594 ...

cosr = —0.647... = x190=2274..., ;1 =4.008...

" (xs), f"(x9), f"(x10), f"(x11) # 0 = Wendepunkte:
W,(0.688...,—0.579...), Wa(5.504...,—0.579...),
Wy(2.274...,0.485...), Wi(4.008...,0.485...)

3. Gedampfte harmonische Schwingung

d
z(t) = e coswt, t >0 6w > 0 sind Konstanten
z(0) = 1, Nullstellen: z(t) =0 : coswt =0 = wt =7/2+ km, k € Nyg
lz(t)| = e coswt| = e%| coswt| < e
tlirglo e coswt =0

Die Kurve verlduft zwischen den beiden Hiillkurven e’

Fiir coswt = +£1 beriihrt die Kurve die obere bzw. untere Hiillkurve;

oben: wt = 2k7, unten: wt = (2k + 1)7, k € Ny

In diesen Punkten hat die Kurve eine gemeinsame Tangente mit der jeweiligen
Hiillkurve, die Tangente ist nicht waagerecht, d.h. die Beriihrpunkte sind keine
Extrempunkte.

Extremstellen: i (t) = e (—6 cos wt — w sin wt)

#(t) =0 © wsinwt +dcoswt =0 < tanwt = —J/w

= wt = arctan(—0/w) + kr, k € N

wt = km — arctan 6 /w

d.h. die Extremstellen liegen um arctan ¢ /w links von den Beriihrstellen.

Aufgabe

Es ist die Funktion

y = f(r) = cos® x + sin® x

zu untersuchen.

a) Die Funktion f ist

- symmetrisch bzgl. x =7 , d.h. es gilt

f(G—2)=f(§+z) firallex € R,

- punktsymmetrisch bzgl. x = %w , d.h. es gilt
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9 Kurvendiskussion

Weisen Sie eine der beiden angegebenen Symmetrien nach. Auf welches Intervall
la, b] konnen Sie sich daher bei der Untersuchung der Funktion f beschrianken?

b) Bestimmen Sie die Nullstellen, die Hoch- und Tiefpunkte sowie die Wendepunkte von
f im Intervall [a,b] (aus Teil a)).

c) Skizzieren Sie das Schaubild von f iiber dem Intervall [—m, 7 | .
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10 Extremwertaufgaben

Sei f differenzierbar im Intervall (a, b) und stetig in [a, b], dann gilt:
e f nimmt ein absolutes Maximum bzw. Minimum im [a, b] an;
e die lokalen Extrema in (a,b) erhdlt man mit Hilfe von f (und f”).

Der Vergleich dieser lokalen Extrema mit den beiden Randwerten f(a) und f(b) liefert
das absolute Maximum bzw. Minimum.

Aufgaben:

1. Von einem quadratischen Stiick Pappe der Seitenldnge a werden an den Ecken Qua-
drate der Seitenldnge x abgeschnitten. Aus der restlichen Pappe soll ein quaderférmi-
ger, oben offener Behélter zusammengebogen werden. Wie ist x zu wéhlen, damit
der Behilter moglichst grofles Fassungsvermogen besitzt?

2. Aus einem zylindrischen Stamm vom Durchmesser d ist ein Balken mit dem gréfiten
Tréagheitsmoment S zu schneiden. Wie mufl man die Seitenlédngen des Rechteckquer-
schnitts wéhlen, wenn S proportional zum Produkt aus der Breite und der 3. Potenz
der Hohe des Rechteckquerschnitts ist?
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10 Extremwertaufgaben

3. Von einer rechteckigen Glasplatte mit den Seitenléngen a = 40cm und b = 30cm
ist an einer Ecke ein Dreieck mit den Katheten p = 12¢m und ¢ = 4cm abgesprun-
gen. Aus dem Rest soll eine rechteckige Platte grofiten Flacheninhalts geschnitten
werden. (Dabei soll der rechte Winkel zwischen den beiden unversehrten Kanten
erhalten bleiben.)

4. Einem geraden Kreiskegel soll ein Zylinder mit moglichst grofem Volumen einbe-
schrieben werden. Wie grof§ sind der Radius seiner Grundfliche und seine Hohe zu
wahlen?
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11 Unbestimmte Ausdriicke — die
Regeln von Bernoulli und
de L'Hospital

Mittels der Beziehung v(z)“®) = exp(u(x)Inv(z)) 1iBt sich aus den Regeln aus § 5.2 fol-
gern, wobei wir wieder die suggestiven Kurzformen verwenden:

07 — 0 ,0<a< o e ) 0,0<a<o0 o  J oo,1<a
| o, —0<a<0’ R W) ,—oo<a<0’ ““7V 0 ,0<a<1
S4a?—dr—4
Folgender Grenzwert ist zu bestimmen: f(z) = v x2 1x —7 fiirz — —1
x_
Wegen Z(x) — 0, N(z) — 0 ist der Grenzwert vom Typ “3”.

Abhilfe: Linearfaktor x + 1 in Z#hler und Nenner abspalten und kiirzen:

2
-4
f(x):xx_1 — 3/2 fir x — —1

u(z) =e", v(z)=2a", wu(x), U(x)ﬁoofﬁrxﬁoo,%ﬁ?fﬁrxﬁoo

Regel von Bernoulli — de L’'Hospital

Besitzen zwei Funktionen u und v an der Stelle z( eine gemeinsame Nullstelle oder ei-
ne gemeinsame Unendlichkeitsstelle, so ist f(z) = % bei xg nicht definiert. Formales
Einsetzen von x( liefert unbestimmte Ausdriicke:

u(z)
v(x)
Ayl =200 ] ul)
lim v(z) = £o0 } ~ v(x)

Tr—T0

«0»
0

1. u(zg) =v(rg) =0 = ist bei xy vom Typ

Loo”
o0

ist bei x5 vom Typ
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11 Unbestimmte Ausdriicke — die Regeln von Bernoulli und de L’Hospital

u(x
Unter gewissen Umstédnden kann in solchen Féllen der Grenzwert lim Q existieren und

z—zo ()
nach folgender Regel bestimmt werden:

Satz:
% sei an der Stelle 2o vom Typ “2” bzw. “2”; v und v seien differenzierbar. Dann gilt:
Ist lim u/’(:v) = g, so ist auch lim u(z) =
a—a0 V(1) z—wo V()
Bemerkungen:

1. Fiir xg ist auch 0o zugelassen.
Die Aussage des Satzes gilt sinngeméfl auch fiir die einseitigen Grenzwerte
lim — und lim —=.
T—To— U(:L’) T—0+ U(:L’)

2. Eventuell mufl die Regel mehrfach angewendet werden.

Weitere Regeln:

1
1. — — —— mit u — 0, v — 0 ist vom Typ “co — c0”
u(z)  w(z)
1 1 —
Umformen nach — = vlz) = ulx) liefert einen Grenzwert vom Typ

2. u(z) - v(z) mit u — 0, v — oo ist vom Typ “0- 00”

Umformen nach u(x) - v(z) = { Z?E%Z;i:é

3. u(z)"® mit
a) u—0,v—0 = “0»
b) u—1,v—o00 = “1°7

c) u—o00, v—0 = “00"

0
0

7

Zunéchst logarithmiere man: In(u”) = v - Inu und verwende dann die Beziehung

lim(v Inw)

Ulnu) —e

lim(u"”) = lim(e
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11 Unbestimmte Ausdriicke — die Regeln von Bernoulli und de L’Hospital

Beispiele:

(8 + 2 —dx —4)  32* 421 —4

1. Fortsetzung des obigen Beispiels: 1) 5 — 3/2 fur
r— —1
sin sinz)  cosx
2. lim lxx ist vom Typ “0”, ( Ex)ff) === =1 firr—0 (vl §5.1).
. e —e " . «0» : e’ + e’ _
3. }EIE%)T ist vom Typ “57, glcliI(l] ] =2
3 322 6 6
4. lim 2 ist vom Typ “27,  lim "o = lim — = lim — = 0
z—o00 L o x—oo eL z—o0 eT z—o00 eT
Verallgemeinerung;:
lim = =0 VaeR
r—oo0 et

1 1
5. lim (— — ) Typ “o0 — 00" fiir x — 0

t—0\x sinx
1 1 sinr — o .
- — = = - ist vom Typ “8”
x sinz rsinx
. (sinz —2x)" (cosz — 1) , —sinz
lim ———~ = lim — - = lim — =0
=0 (zsinz) =0 (sinz + xcosx)  =—02cosx — rsinx

6. 1in ((x — 1) - tanm/2x) ist vom Typ “0-o00” fir . — 1

r—1 r—1
(x—1)-tanw/2x T cot 7/ ist vom Typ

1V
im M = lim_; =2/
z—1 (cot 71‘/21’)/ z—1 .

«0»
0

xT

1
7.1+ —) ist fiir x — oo vom Typ
x

<1+ %)x = exp(xIn <1+%))

zIn(1+ 2) ist vom Typ “0 - c0”

1 In(1+1
[L’lIl(].—F _) — n( + /ZIZ') T p «0»
x

“10077

1/z P o
(In(1+1/z)) —Yo* 7 1

/2y —1/22  1+1/z

1 fiir x — oo

lim exp(xIn (1+1)) =exp( lim zln (1+1)) =el=¢
x x

Tr—00 T—00
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11 Unbestimmte Ausdriicke — die Regeln von Bernoulli und de L’Hospital

1 x
Ergebnis: lim (1 + —) =e
x

Tr—00

Erklarung fiir das “Hereinziehen” der Grenzwertbildung:

g sei stetig an der Stelle xq, f sei stetig an der Stelle g(xg), dann ist f(g(x)) stetig
an der Stelle xg.Damit gilt:

Jim g(z) = g(zo)

Jim f(g(2)) = flg(z0)) = f(lim g(z))

T—x0
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12 Tangente und Differential

12.1 Differential

Es sei f differenzierbar an der Stelle g, yo = f ().

Anderung auf der Kurve (Axz, Ay):

xg — o + Az hat zur Folge yo — yo + Ay

Po(z0,y0) — Pi(xo+Az, f(zo+Ax)) = Pi(zo+Ax, yo+Ay) mit Ay = f(zo+Ax)— f(x0)
Anderung auf der in P, angelegten Tangente (dz,dy), dx = Ax

ro — o + dx hat zur Folge yo — yo + dy

Po(wo, yo) — Qo + dz, yo + dy)

a sei der Winkel zwischen der Tangente und der z-Achse. Dann gilt:
dy

t = f'(xo) = — .

ana = f'(zo) dr

Definition:

Unter dem Differential dy der Funktion y = f(z) zum Zuwachs Az versteht man
den Zuwachs langs der Tangente

dy = f'(x¢) - Ax, Az beliebiger Argumentzuwachs.

Das Differential dy wird vor allem verwendet fiir kleine Zuwéchse Ax; statt Az schreibt
man dx und erhélt

dy = f'(xo) - dx
Bemerkung: f’ kann als Quotient zweier Differentiale aufgefait werden. Daher nennt man

d_y auch Differentialquotient.
x

Falls Az = dx klein ist, gilt:

Ay~ dy = f'(xo) - do = f'(xo) - A
f(zo + Ax) — f(zo) = f'(x0) - Az bzw. mit x = zo + Ax

86



12 Tangente und Differential

fl@) = flxo) + f'(wo)(x — x0) =:1(x)

- -

Kurventangente im Punkt P,

Das bedeutet: Die Funktion y = f(x) darf in guter Néherung in der unmittelbaren
Umgebung der Stelle x5 durch die dortige Kurventangente ersetzt werden (Linearisie-
rung).

Beispiele:

1. A(z) = 2% x>0, stellt den Flicheninhalt eines Quadrats mit Seitenlinge x dar.
Flichenzuwachs: AA = A(z + Ax) — A(z) = (v + Ax)? — 2% = 20Az + (Ax)?
Linearisierung: dA = A'(x)Az = 2zAx hat den Fehler AA — dA = (Ax)?%

Dieser geht, wenn Ax klein wird, schnell gegen 0.

2. Linearisierung von sin und cos bei z = 0:
sinz : [(x) =sin0 + (cos0)(z —0) =z
d.h. fiir kleine |z| gilt sinz ~
cosz : l(z) = cos0+ (—sin0)(z —0) =1
d.h. fiir kleine |z| gilt: cosz ~ 1

3. Linearisierung der e-Funktion bei zy = 0
flz)=e" [(0)=1
(z)=1+1(z—-0)=z+1
Fiir kleine Werte von |z| gilt: e” ~ = + 1.

Einige Beispiele fiir die Qualitéit der Annédherung:
x 0.01 0.05 0.1 0.2
r+1 1.01 1.05 1.1 1.2
e’ 1.01005... | 1.0512... | 1.1051... | 1.221...

12.2 Fehlerfortpflanzung

Abschatzung des Fehlers Ay bei einem Fehler Az in x:
absoluter Fehler: a = |Ay| ~ |dy| = |f'(x)||Az]|

fa
|18l #0)

prozentualer Fehler: p = r - 100%

relativer Fehler: r = '% ~~
)
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12 Tangente und Differential

Beispiele fiir Fehlerwerte:

Yy Naherung y* fiir y | abs. Fehler y* — y | rel. Fehler y—u_y
0.3-10! 0.31-10! 0.1 0.3-1071
0.3-1073 0.31-1073 0.1-107* 0.3-1071
0.3-10% 0.31-10% 0.1-10° 0.3-1071

Beispiel:

Durch Erwarmung vergroflert sich der Radius einer Kugel von ry = 2.0LE auf
r1 = 2.034LE. Wie grof§ ist ndherungsweise die Zunahme des Kugelvolumens?

Losung: Viygel = 4/3mr3
Abschatzung der abs. Zunahme mit Hilfe des Differentials
dV = 4mrd - Ar = 47(2.0)? - 0.034 = 1.7090

Korrekter Wert: 4/37(r} — r3) ~ 1.738
Id{‘e/lative4Zuna2hme: A 0,034

Ty r .

v —4/371‘-7’8’ Ar=3- o =3 5 = 0.051
Prozentualer Fehler: p = 5.1%

Mit welcher prozentualen Genauigkeit mufl man den Radius der Kugel messen, damit der
prozentuale Fehler bei der Berechnung des Kugelvolumens 1% nicht iibersteigt?

Losung:
A A .01
3. 20 <0.01 = il < %, d.h. der prozentuale Fehler bei der Messung des Radius

r r
darf maximal 1/3% betragen.
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13 Das Newton-Verfahren (*)

Beispiele fiir nichtlineare Gleichungen

1. Algebraische Gleichungen n-ten Grades p,(z) = > j_, axz® = 0
Fiir n > 5 existieren keine analytischen Losungsformeln mehr.

2. Transzendente Gleichungen, z.B. cosx = .
Diese Gleichung entspricht dem Schnitt der Cosinuskurve mit der Ursprungsgeraden

Yy = .

Im allgemeinen existieren fiir nichtlineare Gleichungen keine analytischen Losungsformeln.
Die Losung kann nur nédherungsweise bestimmt werden.

Das Newton-Verfahren ist ein Iterationsverfahren zur Berechnung von Nullstellen einer
Funktion f. Eine nichtlineare Gleichung der Form fi(x) = fo(z) ist vor Anwendung des
Verfahrens in die Form f(z) = fi(z) — fo(x) = 0 umzuformen.

Es beruht auf folgendem Prinzip (“Tangenten - Naherungsverfahren”):

1. Man wihlt einen Startwert xy und approximiert die Kurve durch die Tangente t
in Py(zg,yo). Dann berechnet man den Schnittpunkt (zq,0) der Tangente ¢ mit der
x-Achse. Bei geschickter Wahl von z( ergibt sich ein verbesserter Wert .

2. 7 wird neuer Startwert. Tangente in Pj(xq, f(x1)) — verbesserter Wert x5
3. xo wird neuer Startwert. Tangente in Py(xs, f(x2)) — verbesserter Wert x3

Uusw.

Die so konstruierte Folge {x,} konvergiert unter bestimmten Voraussetzungen gegen die
gesuchte Losung x*. Das Verfahren wird abgebrochen, wenn eine geforderte Genauigkeit
erreicht ist.
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13 Das Newton-Verfahren (*)

Herleitung der Iterationsvorschrift:

Gleichung der Tangente in P,(x,,y,): v — f(x,) = f'(z,) - (x — z,,)
Schnitt mit der z-Achse: (y =0 = x = ,41)

f'(@n)

—f(zn) = f(#n) - (Tps1 — Tp) = Tnpr = Tn — (n=0,1,2,...).

Die rekursive Bauart des Newton-Verfahrens eignet sich hervorragend zur Programmie-
rung.

Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens:
Eine Nédherung fiir eine Losung z* der Gleichung f(x) = 0 148t sich mit dem Newton-
Verfahren in folgenden Schritten bestimmen:

1. Festlegung eines Intervalls I = [a, b] mit z* € T
(z.B. durch die Forderung f(a) - f(b) < 0 bei stetigem f)

2. Wahl eines Startwertes xq € I, etwa xg = “T*b Berechnung der Folge {x,} von
Néherungswerten mit der Rekursionsformel
f(@n)

n = dn — ) :07 1727"'
T =0 ey )

3. Abbruch der Rechnung, wenn eine geforderte Genauigkeit zu erwarten ist, etwa

_xnfl‘

wenn WW < e oder |f(xz,)] < &; e > 0 ist dabei eine vom Problem abhéngige
Fehlerschranke.

Bemerkungen:
Das Newton-Verfahren konvergiert nicht immer problemlos gegen die gesuchte Nullstelle
x*. Beispiele dafiir sind:

1. Es darf kein Punkt (z,,, f(z,)) mit waagrechter Tangente auftreten (f'(x,)) # 0).

2. Hat f mehrere Nullstellen, so kann bei ungiinstig gewihltem Startwert Konvergenz
zu einer Nachbarnullstelle eintreten.

3. Es ist sehr langsame Konvergenz oder Divergenz méglich.

Vorzug des Newton-Verfahrens: Es “vergifit” frithere Fehler, jeder Schritt kann nédmlich
als erster Schritt angesehen werden.
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13 Das Newton-Verfahren (*)

Beispiele:

1. Nullstelle von f(z) = x — cosx
f(0)=—1, f(1)>0 = z*€(0,1)

f(%) T, — COS Ty
Tpy1 = T — f/(fn) :xn—m (n:(), 1, 2,...)
Tn Tp — Tp—1 f(xn>
0.7 0.064842187

0.739436498 | 0.039436498 | -0.000588094
0.739085161 | -0.000351337 | -0.000000046
0.739085133 | -0.000000027 | 0
0.739085133 | 0 0

Das Verfahren liefert auf 9 Dezimalstellen genau x* = 0.739085133.

W= oS

Divergenz moglich:

(-1 |
2. = =1
fay =
To—=—2 1 ——-95... . xy——659. .. ... wg——62. . -10%
3. flx)=2*—-20+2=0, f'(x)=232*-2
- T3 — 2w, +2
Tpt1 = Tn 31’%—2

I‘OIO, .lel, .I'QIO,...
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14 Bestimmtes Integral

14.1 Voriiberlegungen zum Flacheninhalt

Beispiel:
Y
Flacheninhalt A
1 |
0 T

Gegeben: y = f(x) = 22

Gesucht: Flacheninhalt A

Vorgehensweise (vgl. Folienvorlagen):
1. Das Fliachenstiick wird in eine groBe Anzahl Streifen (n) gleicher Breite (Ax) zerlegt.
2. Jeder Streifen wird durch ein geeignetes Rechteck ersetzt.

n=>5Axr=02

‘ P(] Pl P2 P3 P4 P5
x| 1 12 14 16 18 2
y| 1 1.2% 14* 1.6*> 1.8 22
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14 Bestimmtes Integral

Untersumme:

Us=02-(1+1.22+1.42+1.6%+ 1.82) =2.04

Obersumme:
05 =02 (1.22 4+ 142 + 1.6 + 1.8 + 22) = 2.64

A
A

Us
2.04

Os
2.64

VARVAN
VARVAN

n=10: Az =0.1
Up=01-(14+112+---+1.9?) =2.185
O =01-(11241224 ... +2%) =2485
2.185 < A < 2.485

n = 20: Az = 0.05

Uso = 0.05 - (1 + 1.052 + - - - + 1.95) = 2.25875
Oso = 0.05 - (1.05% + 1.12 4 - - - + 22) = 2.40875
2.25875 < A < 2.40875

n | 50 100 1000
O, —U, [ 0.06 0.03 0.003

Uypoo = 2.3318.. ..
O1000 = 2.3348 . ..
Damit gilt A =2.33... .

Verallgemeinerung (s. Folienvorlage):

Vorraussetzung: f stetig, f(x) > 0 Vz € [a, b], monoton wachsend

Gesucht ist der Flacheninhalt A zwischen der Kurve y = f(z) und der z-Achse in [a, b].
Mittels einer Vorgehensweise wie im obigen Beispiel erhélt man eine Folge von Untersum-
men {U,} und Obersummen {O,,} mit

U, <A<O,undU, /A0, (Axr —0),
A= lim U, = lim O,

n—oo n—~0o0
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14 Bestimmtes Integral

Da f in [a, b] nichtnegativ ist, stimmt der Flidcheninhalt mit dem im n#chsten Abschnitt
definierten Integral fab f(x)dz iiberein.
Beispiel (Forts.):

Fliche A zwischen der Kurve y = 22, der z-Achse und den Geraden z = 1, = = 2 als
Grenzwert der Obersummenfolge

xp =14+kAz, k=0,1,...,n, Ax=1/n, (ro=1,2,=1+1/n,...,2, = 14+n-1/n = 2)

Rechteckflachen:
k 1 1 E ok
_ 2 _ 2 _
flan) - Av = (1+kA2)* - Az = (14 2): — = (=~ 42— + )
Z" Z"l EoR. 1., 28, 1,
2 nn+1l) 1 nn+1)2n+1) 1 1 1 1
— 1= . 1 (1) (1) (2 =
+n2 2 +n3 6 +(+n)+6 (+n)(+n)
n—oo 7
l4+1+4--2=1
T3
Ergebnis:
7
A= lim O, = -

14.2 Definition des bestimmten Integrals

Die Definition des Integrals I = fab f(z)dz als Grenzwert von Summenfolgen erfolgt dhn-
lich wie im vorangegangenen Abschnitt in drei Schritten. Wir setzen voraus, dal f auf
la, b] beschrénkt ist.

1.Schritt: Aquidistante Zerlegung des Intervalls [a, ]
Wir wéhlen z, = a + kAxz, k=0,1,...,n , mit Az := I’_T“ .

2. Schritt: Approximation von I durch Summen von Rechtecksflichen
Auf dem k-ten Teilintervall gelte

ik < flx) < fy firallex € [zp_1,24), k=1,...,n.
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14 Bestimmtes Integral

Wir konnen dann Unter- und Obersummen bilden

Un:ZikAa? ., O, = fr Az
k=1 =1

3.Schritt Verfeinerung der Zerlegung
Fiir n — oo, d.h. Az — 0, erhidlt man Folgen von Untersummen {U,,} und Obersummen

{On}-

Lassen sich im 2. Schritt die Schranken f  und £, so finden, daf8 die Folgen {U,} und
{O,,} konvergieren, und zwar gegen einen gemeinsamen Grenzwert, so heifit f in [a, 0]
integrierbar und man definiert

b
/ f(z)dz := lim U, = lim O,

fab f(z)dz heiBt bestimmtes Integral von f in den Grenzen a und b,
x heifit Integrationsvariable,

f heifit Integrand,

a, b heiflen Integrationsgrenzen.

ol

Bemerkungen:

1. Der Einfachheit halber wurde im 1. Schritt eine dquidistante Zerlegung des Inte-
grationsintervalls gewéhlt. Die Uberlegungen gelten auch fiir beliebige Zerlegungen;
bei der Verfeinerung mufl nur die maximale Schrittweite gegen Null gehen.

2. Man kann zeigen, dafl jede auf dem abgeschlossenem Intervall [a, b] stiickweise stetige
Funktion integrierbar ist.

3. Ist f stetig, so kann anstelle von f und £, auch der Funktionswert f; an einer

beliebigen Stelle & im k-ten Teilintervall gewéhlt werden. Der Grenziibergang Ax —
0 mit

n b
lim ka-A:)s = / f(x) dx
n—oo k:1 a
bedeutet formal:

X

fe — f(x)
ek — T

Ax — dx
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14 Bestimmtes Integral

4. Der Wert eines Integrals dndert sich nicht, wenn man den Integranden an endlich
vielen Stellen abéndert.

5. Die Integrationsvariable darf beliebig bezeichnet werden.
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15 Das unbestimmte Integral

15.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir uns mit dem Problem beschéftigt:

Differentiation
—

gegeben f f" gesucht.

Nun ist von einer (noch unbekannten) Funktion deren Ableitung gegeben und die Funktion
selbst gesucht.

Beispiele:

1. Gegeben y' = f'(z) =1
Gesucht sind sdmtliche Funktionen y = f(z) mit ¢’ =1 .
Losung: Samtliche Funktionen f(z) =x+¢, c€ R

2.y =2
Gesucht sind sdmtliche Funktionen y = f(x) mit 3/ = 2.
Losung: Samtliche Funktionen f(x) = 2% +¢, c€ R

Umbenennung:
f: vorgegebene 1. Ableitung einer (noch unbekannten) Funktion
F: Funktion mit F' = f, F heiflit Stammfunktion zu f

Jjk—i—l

3. f(z) = 2" (k # —1), F(x):k+1+c
1
4. f(x)=—, F(xr)=Inlz|+c
T
denn: In|z| = Iz ©>0 In' |z| = : z>0
' | In(—z) z<0” Tl i) =1 z<0
5. f(x) =sinz, F(z)=—cosz+c, ceR
1
6. f(x):m, F(z) =arctanz +¢, ce R

97



15 Das unbestimmte Integral

Eigenschaften der Stammfunktion

1. Es gibt zu jeder stetigen Funktion f unendlich viele Stammfunktionen.

2. Zwei beliebige Stammfunktionen zu f unterscheiden sich durch eine additive Kon-
stante: Fy(x) — Fy(x) =¢  (c const.).

3. Ist I} eine beliebige Stammfunktion zu f, so ist auch F} + ¢ eine Stammfunktion zu
f. Daher 148t sich die Gesamtheit aller Stammfunktionen in der Form F = F} + ¢
darstellen (c ist eine beliebige reelle Konstante).

Beweis zu 2.:
Es seien Fy, Fy Stammfunktionen zu f, dann gilt (Fy — Fy) = F{ —Fy=f—f=0

Den Umkehrprozel der Differentiation bezeichnet man als Integration:

Integrati
ntegration . .. o _ f gesucht.

0= [ s

bezeichnet man als unbestimmtes Integral (Flichenfunktion); hierin ist a fest gewihlt
und z variabel.

Falls f(t) > 0,Va <t < z, gilt, représentiert F,(z) den Flicheninhalt zwischen der Kurve
der Funktion y = f(¢) und der ¢-Achse im Intervall ¢ < ¢t < x in Abhéngigkeit von der
oberen Grenze x (s. Folienvorlage).

Wir lassen nun auch a variieren (s. Folienvorlage):

:/:f(t)dt

xT a

Dann gilt: F,(x) — F«(z) = / f(t) dt — f( ) dt / f(t)dt (unabhingig von x),

d.h. die beiden unbestimmten Integrale unterschelden sich nur durch eine additive Kon-
stante.

gegeben f: f

Definition: Die Funktion

*

Eigenschaften des unbestimmten Integrals

1. Zu jeder stetigen Funktion f gibt es unendlich viele unbestimmte Integrale, die sich
in ihrer unteren Grenze voneinander unterscheiden.

2. Die Differenz zweier unbestimmter Integrale ist eine Konstante.
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15 Das unbestimmte Integral

15.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Es sei f stetig und monoton wachsend; wir betrachten den Flichenzuwachs F,(z + Az) —
F,(z) und schétzen diesen ab (vgl. Folienvorlage):

flx) - Az < F,(r+ Az) — F(z) < f(r + Az) - Az |: Az

flx) < Fo(z + AAx) — Fula) < f(x+ Az)  Grenziibergang Az — 0
T

1y < T gy < i)

d.h. F!(z) = f(x), d.h. F, ist Stammfunktion zu f .

Satz:

Jedes unbestimmte Integral F,(z) = / f(t) dt ist eine Stammfunktion zu f,
dh. F!(z) = f(2). ’

Folgerungen:

1. Jedes unbestimmte Integral F,(x) = / f(t) dt 148t sich darstellen als

F.(x) = F(z) +¢,
wobei F'irgendeine Stammfunktion und ¢ eine geeignete Integrationskonstante ist.

2. Zu einer stetigen Funktion gibt es unendlich viele unbestimmte Integrale, die sich
nur in der unteren Integrationsgrenze voneinander unterscheiden. Daher bezeichnet
man diese Funktionenschar durch Fortlassen beider Integrationsgrenzen:

/f(x) dz

Beispiele:

1
1. / dr = arctanz + ¢
1+ 22

1
2./ 5 dr =tanx + ¢
cos?

1 3 1
3. /de:/x dx:—ﬁ—i-c
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15 Das unbestimmte Integral

4. /x\/ﬁdmz/x5/2dx:2/7x7/2+c

5. /lnxdaz:xlnx—x—i—c

Nach der obigen Folgerung 1 148t sich F, darstellen in der folgenden Gestalt

Fa(x):/xf(t)dt:F(z)+c mit F' = f
Setze
r=a: Fa(a):/af(t)dtzozF(a)—l—c = c=—F(a) ,

also gilt

Setze nun

z=b: F,(b) :/ f(¢)dt = F(b) — F(a)

Damit erhalten wir folgenden Satz.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F' eine beliebige Stammfunktion zu f, so gilt:
b
| #a)in = F@l = FO) - Fla
Beispiele:
2 2
1. /1 w?de = 2 /3] =17/3 (siche §14.1)

2.

w/2
: 2
cosxdr = smx|g/ =1
™

coszdr = sinz[ , = —1

J
/.

™
/ cosxdr = sinz|; =0
0
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15 Das unbestimmte Integral

15.3 Grundlegende Integrationsregeln

1. Faktorregel:

b b
/kf(x)d:)s:k-/f(x)da?, keR

Beweis: Es sei ' Stammfunktion zu f, dann ist kF' Stammfunktion zu kf,
denn (kF') = kF' = kf.
b

/ kf(z) dz = kE(B) — kF(a) = k(F(b) — F(a)) = k;/ f(z) da

2. Summenregel:

/ (F(a) + g(a)) do = / ) do+ / ' gla) da

Beweis: Es sei F' Stammfunktion zu f und G Stammfunktion zu g, dann ist '+ G
Stammfunktion zu f + g, denn (F+G) =F +G = f+g.

/ (f(x) +g(x))dr = (F+ G)(b) — (F+ G)(a) = F(b) + G(b) — (F(a) + G(a)) =
F(b) — Fla) + G(b) /f dm+/ o) da

2 2
Beispiel:]:/ (102* — 327 —|—3)d93—10/ ot dr —3 / x2dx+3/ ldx
1 1

1
:2:)35|f— :)33|1+3:B|f =58

3. Vertauschen der Integrationsgrenzen:

/f )dr = — /f ) dx

Folgerung: / x)dr =0

a

4. Aufspalten des Integrationsintervalles:

/acf(x)d:)s:/abf(x)dx+/bcf(:v)d9:

5. Ableitung eines unbestimmten Integrals nach der oberen Integrationsgrenze:

([ r0) = s

b b
6. Gilt f(z) < g(x) V€ [a,b], so gilt/ f(z)dx g/ g(x)dzx.

Fiir stetige f und g ergibt sich der Beweis aus der Herleitung des Integrals als
Grenzwert der Unter- bzw. Obersummenfolge (vgl. §14.2):
Auf dem k-ten Teilintervall gilt mit f, := max f(z) und g, := max g¢g(x)

TE[TR_1,7k] TE[Tp_1,Tk]
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15 Das unbestimmte Integral

die Beziehung f, < g, und damit O,(f) < O,(g ) Vn € N
= lim On(f)<hm0 @/f:)s / g(x)dx

7. Betragsungleichung fiir Integrale:
Anwendung von 6. auf die beiden Ungleichungen —f < |f| und f < |f| liefert

< [V

x)dx

102



16 Integrationsmethoden

16.1 Integration durch Substitution

16.1.1 Einfiihrendes Beispiel

Zu losen sei [ = /cos(xQ)Qx dz

Vorgehensweise:

1. Wahl einer geeigneten Substitutionsfunktion: hier u = u(z) = =
d
2. Umrechnung des Differentials, d_u = 2x, d.h. du = 2zdx
x

3. Durchfithrung der Substitution: I = [ cosudu
4. Berechnung des “neuen” Integrals: [ =sinu+ ¢

5. Riicksubstitution: I = [ cos(z?)2x dx = sin(z?) + ¢

16.1.2 Wichtige Integralsubstitutionen

1. /f(ax +b)dx (a#0)
Beispiel: /(7x —4)* dw

Substitution von u = 7z — 4, Z—Z =7 dh.dr=1/7du
1

1 11
/(7x—4)3d93:?/u?’du:?zu4+c:28(7x—4)4+c

2. / F(9()) o' (x) du

Substitution von u = g(r), % = ¢'(z)
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16 Integrationsmethoden

Beispiele:

a) /Mda?

T
Subst.: u =1Inz, % =1/z

= /cosudu =sinu + ¢ =sin(lnz) + ¢
du

u=1+2% — = 3a?

)/xidx
Vitss " d
/lidu_ “Vu+c= \/1+x3+c

c) /sin7xdx = /(sin2 r)?sinx dr = /(1 — cos?)? sin x dx

Subst.: u = cos x, Z—Z = —sinz

= —/(1—u2)3du = —/(1—3u2+3u4—u6) du = —u+u®—3/5u°+1/Tu" +c

= —cosz +cos’x —3/5cos’x +1/Tcos” x + ¢

/f d:):—/udu:%u2+c:%f2(x)+c

Subst.: u = f(z), & = f'(x)

7 dx

Beispiele:

|
/ﬂdx— In?z+c

t 1
b) / ai(;a;lf dx = 3 arctan’® z + ¢

filx)  [du _
4/f(:c) dr = ;—ln\u\—l—C—ln\f(x)\—l—c
Subst.: u = f(z)

Beispiele:

14z + 3 9
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16 Integrationsmethoden

b) /cotxdx:/césxdx:ln\sinx\+c

Sinx

dx dx c0512 -
¢c) | ——— = iz = dxr =In|tanz|+ ¢
sin x cos x cos2z ) tanz

cos T

/f Va2 —x2)dz, a >0
Subst.: z = asinu, d.h. u = arcsin(%), dz = acosudu

Va2 — 12 = +va? — a?sin’u = av/1 — sin?u = acosu

Beispiele:
2 2 o2
x*dx a’sin“u - acosu uw 1 .
— = du=a* | sin*udu = a*(=—~ sin2u)+c =
va? — x? acosu
u 1. . T T
a’(= — 5 sinucosu) + ¢ = a2§ arcsin(—) — 5\/a2 —224c
a

2
b)/ dz / 2cosu p 1/ du 1Cot n
- = u = — = —— U cC
r2\/4 — 22 4sin®u - 2cosu 4 | sin®u 4
1 4 — g2 1
Jlesu o WIS@ L L

" 4sinu 4x 4x

6*. /f(:)s;\/a2+x2)d:):, a>0

Subst.: £ = asinh u

16.1.3 Berechnung bestimmter Integrale

Hier gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Stammfunktion beziiglich der “alten” Variablen ermitteln und dann die Grenzen
einsetzen

oder

2. Grenzen mittransformieren.
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16 Integrationsmethoden

Beispiele:

w/2
1. I:/ sin® z cos z dx:
/6

/sinsxcosxdzz/u5du:1/6u6+c mit w=sinz fil—z:cosx

1. Moglichkeit: 1 =1/6sin®z|7/" = 21/128

2. Moglichkeit:
untere Grenze x; =7/6 — u; = u(n/6) = sin(7/6) = 1/2
obere Grenze 1z =7/2 — uy = u(m/2) =sin(7/2) =1

1
I= /1/2 udu=1/6u%, , = 21/128

1
t
I:/ arc anxdz
0 ]-‘I‘ZL'2

u = arctan x, ‘jl—g = 1+1w2

Grenzen: x1 =0 — u; = arctan0 =0, x9 = 1 — uy = arctan 1 = 7 /4
7r/4 1 71"/4

1 :/ wdu = —u?
0 2

= 7?/32
. Man berechne den Inhalt A der von einem Kreis vom Radius r» umschlossenen Fléche.
O.B.d.A. wird ein Ursprungskreis betrachtet.
Aus Symmetriegriinden geniigt es, die sich im 1. Quadranten befindende Teilfliche
zu berechnen.

y=Vr?—a? A:4-/ Vr2 —a?dx

0
u = arcsin(x/r), de =rcosudu (s. § 16.1.2, Substitution Nr. 5)
Grenzen: x; = 0 — arcsin0 = 0, zo = r — arcsinr/r = 7/2

0

/2 11 ™/2 T
:>A:4/ r?cos® udu = 4r* | Zu + = sin 2u = 4r*(~ +0) = mr? .
g 2" "] ; 1

16.2 Partielle Integration

Aus der Produktregel der Differentialrechnung

f(@) =u(@)o(z), [f(z)=u(z)o(r) + ulx)v'(z)

erhédlt man durch Integration

/ f(z) dz = / (W (2)o(z) + ulz)(z)) do
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16 Integrationsmethoden

die Regel fiir die partielle Integration:

/u(x)v'(m) dr = u(z)v(x) — /u'(x)v(x) dx

Bemerkung: Nur sinnvoll, wenn sich
1. zu v’ leicht eine Stammfunktion und

2. das Integral auf der rechten Seite leicht berechnen 1483t.

Beispiele:

1. /xe‘c dr mit u(x) = x,v'(x) = e*

:xe:”—/exdx:xe:”—eerc:(x—l)e:”+c

2. /arcsinxdw = /1 -arcsin x dx
1

V1—a2?

(u(x) = arcsinz, v'(z) =1=4/'(z) =

v(x) =x)

:xarcsinx—/\/%dx
(Subst. z =1—2? % =-2z zdr=-1/2dz)

dx

= rarcsinx + — /—dz =garcsinz +V1—2%2+c¢

Verwendet man die Formel der partiellen Integration bei bestimmten Integralen, so
gelten die Grenzen auch fiir den integralfreien Term; man kann die Grenzen bereits bei
den einzelnen Teilen oder erst bei der vollstiandig ermittelten Stammfunktion einset-
zen.

Beispiel (Forts.):

1
/xe“’dz
0
/xemdx:xe:”—/emdx:ew(x—l)

(o - Db =1

1 1
1
oder/ :)sexd:)s:ateﬂo—/ etdr =1
0 0
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16 Integrationsmethoden

Rekursionsformel fiir [,, = /sin”xdx

I, = /sin”_1 xr-sinxdr

u(z) =sin" !, V'(z) =sinx
u'(x) = (n—1)sin" ?x-cosx, v(xr)=—cosx
I, =—cosx-sin" 'z +(n—1) [ sin" 2z cos’z, dx

1—sin? z

= —cosz-sin" x4+ (n— 1)/Sin”_2xdx—(n— 1)/sin"xdx

1n72 =I,
nl, = —cosz -sin" ' x+ (n — 1)1,y
—1

I,=—=cosz-sin" 'z + n I, o

n
Beispiel:
I6:/sin6xdx
Is = ——cosz-sin’x + ~1
6 6 TSl T 6 4

1 3
I4:—Zcosx-sin3x+zlg

1
Igz—icosx-sinxjtilo
Ioz—/sinoxdx:/ld:c:x—i-c
:>16:—écosx-siDSx—ﬁcosx-singx—1—6008x-sinx+ﬁx+c

16.3 Integration gebrochenrat. Funktionen mittels
Partialbruchzerlegung

Die Integration eines Polynoms p, lat sich auf die Integration von Potenzfunktionen
zuriickfiihren:

/pn(x)dxzan/x"dx+an_1/x”_ld$+-~'+a0/1dx
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16 Integrationsmethoden

Gegeben sei die unecht gebrochenrationale Funktion R. Aufgrund der Zerlegung von R in
seinen ganzrationalen Anteil g und die echt gebrochenrationale Funktion r 148t sich das
Integral von R schreiben als

/R(m) dx:/g(x) dm—l—/r(x) da

Daher konnen wir uns fortan auf die Integration echt gebrochenrationaler Funktionen
beschrénken.

16.3.1 Einfiihrende Beispiele

Beispiele
5+ 11 3 9
1. oo orTar
1@ = 310 PP R
———

“Partialbruchzerlegung” von f

bz + 11 1 1
Vde = [ =22 g dr + 2
/f v= /x2+3x—10 v 3/:5—2 T /x+5

3In|jz —2|+2In|zx+5|+¢

Wie findet man die Partialbruchzerlegung?

dx + 11 _ A L B
»?+3xr—-10 =x—2 x+5
Alx+5)+ Bz —-2)=bzx+11< (A+ B)x+5A—-2B =5z +11
Koeffizientenvergleich liefert: A+ B=5, bA—-2B=11 = A=3, B=2
Sr+11 3 2

Ansatz:

Ergebnis: =
TS e 10 z—2 245
r—2>5 r—>5
2 f(x)_x2—6x—|—9_ (x — 3)2
r—5 A B
_ _ L |
Ansatz: 76219 73 +x—3 ist sinnlos!
r—5 A B

Modifizierter Ansatz:

x2—6x—|—9:x—3+(a¢—3)2
Alx—=3)+B=2—-5= A=1,-3A+B=-5= B=-2
T — 93 1 2

E b': = —
B s+ 9 23 (x — 3)?
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16 Integrationsmethoden

r—>5 dx dx 2
—  dr= | — -2 ———— =1 — 3|4+ —
/x2—6x+9 . /x—?) /(x—3)2 nlz |+x—3+c

1
3 f(x>_x2+2x+2
/ dz / dr / du tanu 4 tan(z + 1) +
— = — arctanu C = arctan(x C
2+ 2z +2 (x+1)2+1 u?+1

Subst:u=z+1

16.3.2 Ansdtze fiir die Partialbruchzerlegung
Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten 148t sich darstellen als Produkt aus linearen und
(im Reellen nicht weiter zerlegbaren) quadratischen Faktoren der Form:

e lineare Faktoren: (x —x0), (x —x0)?, ...

e quadratische Faktoren: (2 + bz + ¢), (2® + bz +¢)?, ...

Besitzt ein Polynom die komplexen Nullstellen «v + 73, so ergibt das Produkt der beiden
entsprechenden Linearfaktoren:

(m—a—jﬂ)(:c—oz—l—jﬂ):(x—oz)z—(j6)2:m2;2/gx+a2+62:x2+bx+c.

=b —c

Jede echt gebrochenrationale Funktion 148t sich eindeutig darstellen als Summe von Par-
tialbriichen geméfl folgender Tabelle:
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16 Integrationsmethoden

Nennerfaktor zugehoriger Ansatz
A
r — 2o
r — 2o
Ay Ay
T — x0)? +
( 0) r—1x9 (T —x0)?

Bx+C
24+ bxr+c
Bz + Oy Byx + Oy
224+br+c (224 bxr+c)?

24+ bxr+c

(22 4+ bx + ¢)?

Beispiele:

] r—=7 A n B
C(r—-2)2 -2 (z-—2)2

N 3r—5 A N B N C
(433 243 (z+3)2 (x4 3)3
5 5e—Tr+1 A Bx +C

(x—=9)(a?2+2z+1) m—9+$2+x+1
31’3—71’ . Bll’+01 i Bgl’"i‘Cg
(2443 a2+ +3 (2 +a+3)?

16.3.3 Ermittlung der Koeffizienten

Die Gleichung des Partialbruch-Ansatzes fiir eine echt gebrochenrationale Funktion ist fiir
alle Elemente ihres Definitionsbereichs erfiillt. Aus dieser Forderung ergeben sich folgende
Methoden zur Koeffizientenbestimmung:

1. Methode des Koeffizientenvergleichs
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16 Integrationsmethoden

2. Methode des Einsetzens spezieller Werte: Man setzt so viele ”einfache” Werte
aus dem Defintionsbereich ein, wie der Ansatz unbestimmte Koeffizienten enthélt;
dies liefert ein lineares Gleichungssystem fiir die gesuchten Koeffizienten.

3. Grenzwertmethode (Einsetzen der “verbotenen Werte”): Einsetzen der Nenner-

nullstellen.
Beispiele:
) x+9 B z+9 A N B
a2 —-2r-24 (z+4)(z—6) x+4 -6
Alx —6)+ Bz +4)=x2+9
(A+ B)r —6A+4B=2+9
Zur Losung bieten sich drei Moglichkeiten an:
a) Koeffizientenvergleich:
A+ B=1
—6A+4B=9 = —10A=5 = A=—1/2, B=3/2
b) Einsetzen spezieller Werte:
r=0: -6A+4B =9
r=1: =5A+5B=10
liefert ebenfalls A = —1/2, B = 3/2
c) Einsetzen der “verbotenen Werte” (Grenzwertmethode):
z=—4: —10A=5 = A=—1/2
r= 6:10B=15 = B =3/2
5 T~ 5 A . B
(=32 2-3 (zr—3)2
Alx=3)+B=x2-5
r=3: B=-2
r=4: A-2=-1 = A=1
L o@-5 _ 1 2
(x—3)2 2-3 (z-—3)2
5 3—=x A Bx +C

Gt )@ +o+1) a4l Pratl
= A’ +2+ 1)+ (Bzx+C)(x+1)=3—=x
r=-1: A=4

r= 0:44+4C=3 = (C=-1

r= 1:1242B-2=2 = B=—4
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16 Integrationsmethoden

N 3—x 4 da+d
(x+1)(z24+2+1) 2+1 224z+1

16.3.4 Integration der Partialbriiche

Partialbriiche, die von reellen Nennernullstellen herriihren:

dx
/ =In|r — x| +¢

r — XTo
/ dx o 1 ny
(x—x0)2 = —1x
dx 1 1
- >
/(x—xo)"C E—1(x—xg)k! te (k=2)

Die Integration von Partialbriichen, die von (einfachen) komplexen Nennernullstellen
herriihren, wird anhand von zwei Beispielen erklért:

1. Beispiel:

3z —1
Ilzfzidx
22 +2x+5

/
1. Methode: Ziel: I} = / f?das—l—Rest

(el 8 aed2 1
2 +2c+5 2 2?+20+5 22420 +5
3r —1 3 1
—————dr=-In[2* +22r+5| -4 | ———d
/:c2+2:c+5 YT nfa”+ 2o+ 3| /$2+2x—|—5 :i+01
Ziel:\}ugi1
22420 +5=(z+1)%+22
/ 1 J 1/ dx
—_—ar = — -
2+ 22 +5 4) (=241
. _ =z du __

Subst.. w=2zH | 1
/mdxziﬂ/m:§arctanu:§arctan 5 + ¢
3r —1 3 1
:>/Iialx:—11r1|x2+21'+5|—2&1"ctanxjL +c

2%+ 2w +5 2
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2. Methode (Verwendung der Integrationsformeln #20, 21 mit a = 1,b = 2,¢ = 5):

T dx
L=3]—" do— [ ——
! /x2—|—2x+5 . /x2+2x+5

x 1 dx
S A Y S IS R (.
/$2+2$+5 x 2n\x+ x + 5| /x2+2x—|—5+c3

/ dx 1 " 20+ 2 1 ; x+1+
— = —arctan = — arctan c
22 +22+5 2 4 2 ‘
3 1
:>]1:§In|x2+2x+5|—2arctan$+ +c
2. Beispiel:
4r — 1
L= ———d
2 /:c2+:c+1 .
dr—1 . 241 1
24+r+1 T 24x+1 22 +x+1
/ dx _/ dx _4/ dx B
2?24+x+1 (x+1/2)24+3/4 3 (%1//22)2+1
443 du 2 . 2x+1+
——— [ —— = —arctan ——— + ¢ ,
32 J w41 3 V3 !
wobei u = 2”\3/%1 mit j—; = % substituiert wurde.
I, = 2In(2? + 2 + 1) — 2v/3 arctan 29\”/%1 +c
Alternativ:

x dx
L=4] —"dp— | ———
2 /x2+x+1 * /:c2+:c+1

x 1 1 dx
T gr= (e T
/x2+x+1 x 2n(x +z+1) 2/x2+x+1+02
/ dx 2 " 2$—|—1+
= ——arctan ——— +¢
?+zr+1 /3 V3 ’

z+1

V3

2
= I, =2In(2® + 4 1) — 2v/3arctan

+c
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17 Uneigentliche Integrale

b
Bislang waren Integrale der Form / f(z) dx nur definiert, wenn folgende Bedingungen

erfiillt waren:
1. fist in [a, b] beschrankt
2. das Integrationsintervall [a, b] ist endlich.

Wir wollen uns jetzt von diesen Voraussetzungen befreien.

17.1 Unbeschrankte Integranden

Ist b eine Unendlichkeitsstelle von f, so definiert man

[ e =t i [ swan

Existiert ein endlicher Grenzwert, so heifit das Integral konvergent; ist der Grenzwert
uneigentlich, so heifit das Integral divergent. Im Fall, dafl a eine Unendlichkeitsstelle ist,
lautet die Definition entsprechend.

Beispiele:

1. L ist uneigentlich an der oberen Grenze.

/1 dx

0o V 1-— 1’2
. u—1— T0

= arcsmu —— 5

/ Y dx
0o V 1-— ZL’2
Ergebnis: I ist konvergent und es gilt I; = lim arcsinu = g :

u—1—
Ydw : :
2. I, = — ist uneigentlich an der unteren Grenze.
0 T

1
dx - o .
— =Inz|. = —Inu =% 400, somit ist I, divergent.
u
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17 Uneigentliche Integrale

/ f(z) dx sei sowohl an der unteren als auch an der oberen Grenze uneigentlich.

Derartige Integrale stellt man dar als Summe zweier Integrale, von denen das eine unei-
gentlich an der unteren und das andere uneigentlich an der oberen Grenze ist.

Beispiel:
1
I3 =
-1 \/

—2z 1 1—u? —1-—
— _dr = v dv=2y0] " =2(V1I—u2 - 1) "5 =2
0o V1—a? 1 !

dw Der Integrand ist ungerade; daher wird bei 0 aufgespaltet.

Subst.: v =1 — 22, 3—32—29:
Entsprechend gilt: / ——dx =
p g /7_ =

Damit ist I3 konvergent und es gilt Is = —-2+2=0.

b
Ist zo € (a,b) eine Unendlichkeitsstelle von f, so definiert man / f(z)dx =

e b
/ f(z) dx+ / f(z) dz, falls die beiden uneigentlichen Integrale existieren.
a o

Beispiel:

=-2 FALSCH!

1
1 1
L= Sde=—=
1z 1

T

Der Integrand besitzt auf [—1, 1] keine Stammfunktion. Die Unendlichkeitsstelle x, liegt
im Inneren des Integrationsintervalles!

/—d:r———

17.2 Unbeschrankte Integrationsintervalle

1
1w

=—-14— v=0 oo = I ist divergent.
U

u

Ist das Integrationsintervall [a, c0) oder (—oo, b], so definiert man

/f dx—hm{/f )dz}; /f dx—hm{/f )dz} .
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17 Uneigentliche Integrale

Sind die Grenzwerte endlich, so heiflen die uneigentlichen Integrale konvergent, andern-
falls heiflen sie divergent.

Beispiele:

Die Fliache A zwischen der Kurve der Funktion y = ﬁ und der nichtnegativen x-Achse
ist gesucht. A ist gegeben durch

* dx
Is = )
° /0 1+ a2

b dx b b—oo
= arctan x|} = arctanb — /2
o 1+ a2

Damit ist I5 konvergent und es gilt A = I5 = /2.

<1
16:/1 ﬁdl’
b
1 1
[ Lu-
. T T

Definition:

Ist a € R und existieren die beiden Grenzwerte [; = . lim f(x)dx und
17— th

to—00

12 o0
I, = lim / f(z) dz, so nennt man [ = / f(z) dx konvergent und es gilt I = I+ I,
andernfalls %eiﬁt I divergent. -

Bemerkungen:
1. Die Definition ist unabhéngig von a.

2. Die beiden Grenzwerte [; und I, miissen unabhingig voneinander existieren!
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17 Uneigentliche Integrale

Beispiel:
I :/ rdx
RA 1| t2
lim rdr = lim —z%| = lim =2 =oo Damit ist I; divergent.
to—00 0 to—00 0 to—00 2
Achtung!
0 t 210 2|t 2 2
—(—t t
lim / xdx+/ vde| = tim [ 2] + 2] | =i [ZEE L8] — o =0
t—00 —t 0 t—oo | 2 _ 2 0 t—00 2 2 t—00

ist falsch, denn die Grenzwerte miissen unabhéngig voneinander existieren!
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18 Anwendungen der Integralrechnung

18.1 Flachenberechnung

18.1.1 Fliache zwischen einer Kurve und der z-Achse

Gesucht ist die Fliache A zwischen der Kurve der Funktion y = f(x), und der z-Achse
und den Geraden z = a und = = b.

Bei der Flachenberechnung gibt es zwei Fille zu beachten:
1. f(x) >0 Vxela,b:1>0A=1
2. f(z) <0 Vzelab:1<0,A=]I|=—I.

Beispiel:

f(z) =tanz,a=—1,b=0
0 0
A= '/ tanz dr| = '—ln|cosx| ) 1‘ = )ln|cos(—1)|) ~ |In0.54| ~ 0.62
-1 -
b

Wechselt f in [a, b] das Vorzeichen, so liefert / f(z) dz die Differenz der ober- und unter-

halb der x-Achse liegenden Fliache. Zur Fléicheﬁberechnung miissen also die Nullstellen von
f bestimmt, das Integrationsintervall an diesen Nullstellen aufgespalten und die Betrige
der Teilintegrale aufsummiert werden.

Beispiel:

Gesucht ist die Flache A zwischen der Kurve der Funktion y = sin x cos x und der x-Achse
in [0, 27].
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18 Anwendungen der Integralrechnung

Nullstellen von y = sinx cosz: 0,7/2, 7, 3/2m, 27

w/2 T 3/2m 2w
A:/ _/ +/ _/
0 /2 ™ 3/2m

2

/sinxcosx dy = 27 +c
1., /2 2 T in2 |32 in? 2|27
A= 5 [sm x|0 — sin :L’|7r/2 -+ sin x|ﬂ — Sl 1’|3/27r]
1
=5 (1= (D) + (-1 = (~(-1)*)) =2

18.1.2 Flache zwischen zwei Kurven
Satz:

Ist fo(x) > fi(z) Vo € [a,b], so ergibt sich die Fléche zwischen den Kurven y = fa(x),
y=fi(z), x=a, v =0 als

A:/ fo(2) — fi(2)] dz -

Begriindung (vgl. Folienvorlage): AAy = [fa(zx) — fi(xr)] - Az

n

ZAAk = Z [fo(wg) — fi(an)] - Az
k=1 k=1
Der Grenziibergang n — oo, d.h. Az — 0, liefert

A= / o) — fule)] de .

Beispiel:

Flache A zwischen der Sinus- und der Cosinuskurve zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Schnittpunkten.

Kurvenschnittpunkte sind (7/4 + 2km,1/2v/2), (5/471 + 2km, —1/2v/2), k€ Z .
Wir beschrénken uns auf das Intervall [r/4,5/47].

5/4m
A= / (sinz—cosx) dx = (— cos x—sin a:)|i//i7r = 4-1/2v2=2V2
w/4
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18 Anwendungen der Integralrechnung

18.2 Bogenldnge ebener Kurven (*)

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion f.
Gesucht ist die Lénge sap der Kurve y = f(z) zwischen den Kurvenpunkten A = (a, f(a))
und B = (b, f(D)).

Dazu zerlegt man [a, b] in n Teilintervalle der Breite Az und nahert auf jedem Teilintervall
die Kurve an durch die Sekante durch die Kurvenpunkte an den entsprechenden Rand-
punkten und damit den gesamten Kurvenbogen durch einen Streckenzug (Polygonzug).

Auf dem k-ten Teilintervall gilt dann (vgl. Folienvorlage):
Ayr =y — yp—1 = [(zr) — f(2p-1)
Asy = \/(Ax)2 + (Ayg)?2 =1/1+ (%)2 Az

2

SAB%iASk:i 1+<%) - Ax

Der Grenziibergang n — oo liefert wegen % — vy fiir Ax — 0

SAB:/ VI (@) R de .

Beispiel:

Der Kreisumfang Uy soll berechnet werden
Wegen der Symmetrie geniigt es, die Lange des oberen rechten Viertelkreises zu bestim-

men.
T

y=Ffla)=vr-2 y=-775
" x? " dr . T, T
UK:4/O 1+md$:47’/0 ﬁzllrarcsmﬂozll?”g:%rr.

18.3 Kriimmung ebener Kurven (*)

Bewegen wir uns auf einer Kurve y = f(x) (im Sinne wachsender x-Werte) um eine
beliebig kleine Bogenléinge As, so dndert sich der Richtungswinkel der Kurventangente
um Aa. Je grofer diese Anderung ist, umso grofer ist auch die Kriimmung der Kurve.

Der Differenzenquotient % ist also ein Ma# fiir die mittlere Kriimmung der Kurve. Durch
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18 Anwendungen der Integralrechnung

den Grenziibergang As — 0 erhilt man die lokale Kriimmung.
Es sei f zweimal differenzierbar.

Definition:
A
k= lim =2 = da heifit Kriitmmung der Kurve.
As—0 As S

Es gilt: tana =y’ = « = arctany/
da 1 y ds

_ — - = 1 2

ix - 1rwpY  a o VITW)
B d_a B d_a d_]} B y// . ﬁ B y// 1 B y//
Cds dr ods 1+ (y)? dr 14y I+ (y)2 (L4 (y)H)2

Damit erhalten wir fiir die Kriimmung &

"

oW

Beispiel:

Kriimmung eines oberen Halbkreises vom Radius r

_ 2 _ 2 - %
y=vr =1, Y=V

Yy =—- 7,22 — 22 _(r2 — 22)3/2
. (CETE r? 1
T o \3/2 .3 .
(1 + 7’296—2902) / " "
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