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1 Reihen

1.1 Zahlenreihen

1.1.1 Definition und Konvergenz

Gegeben sei eine Folgen reeller Zahlen {ay}. Setze

S1 .= ay
S9 1= ay + a9

S§3:=a1+ as + as

Spi=a;+ax+ -+ ay

Die Folge {s,}, die Folge der Partialsummen, bezeichnen wir als Reihe (der ay), die
einzelnen a; auch als Summanden.

Beispiele:

LY k=1+2+43+...
k=1

> 1 1 1
2. —=1+-+=-+... (harmonische Reihe)
2k 273

> 1 1 1 1
3. Z(—l)kﬂg =1- 3 + 371 + —... (alternierende harmonische Reihe)
k=1

4. Z Fr=14+q+@P+3+. .. (geometrische Reihe)
k=1



1 Reihen

Definition (Konvergenz einer Reihe):

Ist {s,} konvergent (mit dem Grenzwert s), dann nennen wir die Reihe ) a; konvergent
k=1
(mit dem Grenzwert s) und notieren dies als

o0 o
Z aj, konvergent bzw. Z ai = S.
k=1 k=1

Andernfalls heifit die Reihe Z ar, divergent. Ist {s, } bestimmt divergent, dann notieren
k=1
wir dies auch als

o0 o0
Z ap = —00  bzw. Z ap = 0.
k=1 k=1

oo
Bemerkung: » _ a; bezeichnet
k=1

e cine Folge, namlich die Folge von Partialsummen, unabhéngig davon, ob diese
Folge konvergiert;

e cinen Grenzwert einer Folge und hat dann nur einen Sinn, wenn dieser Grenzwert
eggistiert.

Z ar = s bedeutet, die Reihe konvergiert und der Reihenwert ist s.
k=1

Beispiele:



1 Reihen

2. ) ¢" (geometrische Reihe)
k=0

n—1 n
Snzzqk:qu_l

k=0 k=1
sn=14+q+q+ - +q""

gsn=q+q +-+q"
= Sy —qsp=1—4¢"

1 — g
Sp = 1 v g 7& 1
l—gq
1. Fall: |¢| <1 Wegen lim ¢" =0 ist die Reihe konvergent mit »_ ¢" = ——.
k—o00 P 1—g¢q

2. Fall: |g|>1 Da {¢"} divergiert, divergiert auch » _ ¢".
k=0

3.Fall:  ¢g=1  Wegen s, =n ist die Reihe (bestimmt) divergent.

0 fall d
4. Fall:  g=-1 sy=1—-1+4+1—-+ (-1 = as T serade
1 falls n ungerade
Damit ist die Reihe (unbestimmt) divergent.
Satz: - .
Die Reihen Z aj und Z by seien konvergent.
k=1 k=1
1. Dann konvergiert auch die Reihe Y (Aay + uby) (A, p € R),
k=1
und es ist > (Aay + pbr) = XD ak +p Y by
k=1 k=1 k=1

2. Ist ap < by Vk € N, so gilt: Zak < Z by.
k=1 k=1

n

n n
Beweis: Setze s, :== Y ay, b =Y by, Un =Y (Aay + pby) .
k=1 k=1 k=1
Somit ist u, = As, + ut,, woraus sich fiir n — oo unter Verwendung der Grenzwertsatze

fiir Zahlenfolgen die Behauptung unter 1. nh_)ngo Up = )\nh_>nolo Sn + Mnll—>lgo t, ergibt.

Aus a; < b, VEk € N folgt s, < t, Vn € N und die Aussage unter 2. O



1 Reihen

Folgerung:
Aus der Konvergenz der Reihen Z agr, und Z asi—1 folgt die Konvergenz von Z ay

k=1 k=1 k=1
und die Gleichung

[ee) oo [e.e]
D ek =) am+ ) a1

1.1.2 Konvergenzkriterien

Satz (Notwendige Bedingung fiir Konvergenz):

Ist die Reihe Y aj, konvergent, so muss die Folge {ax} eine Nullfolge sein.
k=1

Beweis: »_ ay, ist konvergent, d.h. {s,} ist konvergent.
k=1
Nach dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt dann lim (s, — s,_1) = 0. [
n—=00 D

=an

Die Umkehrung gilt nicht!
Beispiel:

>0 1
Z % (harmonische Reihe)

1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+(1+ +1)+ (71
Sl =14 = b (m e ) (o L — Y (Z e )
T35 "6 18T 16 21-1 41
—_———
>2-1 >4-3 >8 15 >2-1.4
>14+1- l%oo
d.h. die harmonische Reihe ist divergent!
Beispiel:
| 1 1 1 , ' _
()t o =1+ — L (alternierende harmonische Reihe)
= k 23 4
1 n—oo
|Sn—8n_1|—* = 0, So, < 5 < Sop11, n €N
n
5= sul < —
§—Sp| < ——
n+1



1 Reihen

Definition: (Alternierende Reihe)

Z ay heifit alternierend, falls azai, 1 <0 Vk e N.

k=1

Satz: (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)

Eine alternierende Reihe ) ay ist konvergent, falls {|a;|} eine monoton fallende Null-

k=1
folge bildet. Fiir den Reihenwert s gilt:

|5 = sn| < |ania], sgn(s = sn) = sgn(ansa).
Definition: (absolute Konvergenz)

> ay, heifit absolut konvergent, falls > |a,| konvergiert.
k=1 k=1

Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.
Die Umkehrung gilt nicht! (Siehe alternierende harmonische Reihe)

Satz: (Quotienten- und Wurzelkriterium)

Es sei {a;} eine Folge mit a; > 0 fiir £ > ny und es existiere

— ] k
bzw. qw = ’}Lmoo Yayg.
In beiden Féllen gilt:

qg<1l1: Z ay, ist konvergent
k=1

[e.@]
g>1: Z ay ist divergent
k=1

g =1: Kriterium macht keine Aussage.

Beispiele:



1 Reihen

Mit einem anderen Konvergenzkriterium lasst sich der folgende Satz beweisen.

Satz:

> 1
Die Reihe Z Ta ist konvergent fiir ¢ > 1 und divergent fiira < 1.
k=1

Bemerkung zu den Ubungsaufgaben

Zahldarstellung im Rechner (hier dezimal):
+0.dyds ... dp x10™, n: Exponent,

Mantisse
normalisiert 1 <d; <9,d;, € {0,1,2,...,9}, i1 =2,3,...,k
Yy = O.dldg . dkdk+1 <o x 10™:
Abschneiden (chopping): ch(y) = 0.d1ds . .. dj x 10"
Runden (rounding):  rd(y) = ch(y 4+ 5 x 10~ (*+1)

Beispiel:

Gegeben sei p € R und die Naherung p* fiir p.
Dann ist der absolute Fehler gegeben durch |p — p*|

p—p |, falls p # 0.
|

und der relative Fehler durch

Abschitzen des relativen Fehlers beim Abschneiden

y:Odldkdk+1X10n mit dlzl

y—Ch(y) . Odldkdk—H X 10”—0d1d;C x 10"
Y N Odldkdk+1 x 107

o O.dk+1dk+2 coex 10mk 1 x107F

< — 10—k+1
0.y - x 107 0.1




1 Reihen

Abschitzen des relativen Fehlers beim Runden

2. Fall djyy >5: rd(y) =0.d;...d, x 10" + 10"k

’y —1d(y)
y

0.5
x 107% < 01 < 107F = 0.5 x 107+

0.5
<51 % 107" = 0.5 x 107%*!, denn:

ly —rd(y)| < (0.dy...dp +1—0.didy...dp5) x 10" < 0.5 x 10"F

Definition: Die Niaherung p* stimmt mit p auf ¢t Ziffern iiberein, falls ¢ die grofite
nichtnegative ganze Zahl ist, fiir die gilt
p —p’|

<5x 107t
|p|

Beispiel:



1 Reihen

1.2 Potenzreihen

1.2.1 Definition und Konvergenzverhalten

Definition: (Potenzreihe)

Zakx—zo _a0+a1(I—$o)+a2($—$0)2+---

he113t Potenzreihe (mit dem Entwicklungspunkt x). Die Faktoren a; heiflen die
Koeffizienten der Potenzreihe.
Fir 5 = 0 vereinfacht sich die Reihe zu:

Zakxk :a0+a1x+a2x2+...
k=0

Beispiel:

Y ab=1+z+2+... (geometrische Reihe)
k=0
ak:zl VkENo,QZOZO

Diese Reihe konvergiert fiir Vo € (—1, 1), und es gilt fiir diese x: Z x

1—x

Die Beziehung bedeutet, dass die Funktion auf dem Intervall (—1, 1) beliebig ge-
-

nau durch Polynome approximiert werden kann.

Approximation von durch Polynome:

po(z) =1, pi(z) =14z, pox) = 1+z+2? p3(z) = 1+z+a’+a3,



1 Reihen

Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

[e.e]
Die Potenzrethe Y ax(2 — )" ist absolut konvergent in dem Intervall (zg — r, zo + 7)

k=0
mit

a 1
r= lim k bzw. r=-————,
k=00 | At lim +\/|ay|
k—o00

falls diese Grenzwerte existieren;
7 heifit der Konvergenzradius, (zo—r, zo+7) heifit das Konvergenzintervall.

Bemerkungen:

1. Die Konvergenz in den Randpunkten zy £ r muss getrennt untersucht werden.

2. Fir r = 0 konvergiert die Potenzreihe nur fiir den Entwicklungspunkt z,
fiir r = oo konvergiert sie fiir alle x € R.

3. Durch die Potenzreihe wird jedem Punkt x € (xg—r, xo+7) eine Zahl zugeordnet.
Damit ist eine auf (xg —r, 2o +r) definierte Funktion f (die durch die Potenzreihe
dargestellte Funktion) gegeben:

f:x— Zak(x — xo)k,
k=0

@)= ap(z —z0)* Va € (xog—r, zo+7).
k=0

1
Beweis: (nur fiir r = ————=— und xy = 0)

: k
Jim o
1. Fall: ¢ := klim /| ax| existiert.
—00

st tim et = tim el = el tim §fes] = Jo]-
ESlStkh_glO\/‘akI| kh_)rglo lag||z| \x|kl££10 lag| = |z| - q.

a) Ist ¢ = 0, so ist auch lim +/|apz*| = 0 Vx € R und nach dem Wurzelkriterium
k—o0
konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.
b) Ist ¢ > 0, so ist |z|g < 1, falls |z| < %, d.h. fir alle z mit |z| < % konvergiert die
Potenzreihe absolut.
Ist |z| > %, so ist |z|¢ > 1 und damit die Reihe divergent.

2. Fall: Ist {{/]ax|} divergent, so ist fiir z # 0 auch die Folge { {/|axz*|} divergent, woraus
die Divergenz fiir  # 0 folgt.



1 Reihen

Beispiele:

10



1 Reihen

1.2.2 Die Taylor-Reihe

Frage: Wie und unter welchen Voraussetzungen erhalt man zu einer gegebenen Funk-
tion die zugehorige Potenzreihe?

OB.dA:zy=0

Ansatz: f(x):Zakxk:a0+a1x+a2x2+~--+akxk+... = f(0) =aop
k=0

Annahme: Es darf gliedweise differenziert werden.

Dann folgt:
f'(z) = ay + 2a0 + - - + kapa®* 1+ ... = f(0)=a,
f//(l') = 2&2 —+ 6@333' + -+ k(k — 1)akxk_2 + ... = f”(O) = 2@2
" (x) = 6as + 24a4x + - - + k(k — 1)(k — 2)azz* 3+ ... = f"(0) = 6as
fBa)y=k-(k—=1)-(k—=2)-...-2-ap +2(...) = fB0) = k! ap
(k)
ap = / (0) Vk € Ny
k!
Fiir die Potenzreihe »  ay(z — x0)" erhélt man entsprechend
k=0
(k)
=" k(f(’) Wk € No.

ay heiflt k-ter Taylor-Koeffizient.

Satz von Taylor:

Die Funktion f sei in der Umgebung der Stelle z¢ (n 4 1)-mal differenzierbar; dann gilt
die Taylor-Entwicklung;:

f(n) (z0)

n!

f// (I,O)

o) (x —m)* + -+

f(x) = f(zo) + f'(20) - (x — 20) + (= 20)" + Rn(2);

dabei gibt es eine Stelle u zwischen zy und x, so dass sich das Restglied R,, darstellen
lasst in der Form
f(n+1)(u)

_ - n+1
R,(x) = CEw] (x —x9)" .
Im Sonderfall zy = 0 liefert die Taylor-Entwicklung
an (n) 0
f(z) = f(0)+ f(0) - =+ f2<' )x2 +- 4+ / n'( )36” + R, (x)

11



1 Reihen

mit (n1)
(9
n :

. L f () (o) ko )
Py(z)=>_ (x — x)" heifit n-tes Taylor-Polynom;

R, (z) = f(z) — P,(x) heifit Restglied der Taylor-Entwicklung von f um .

Art der Anndherung;:

n=0: Py(zx)= f(xg) durch die Gerade y = f(xo)
n=1 P(x)= f(xo) + f'(x0) - (x — zp) durch die Kurventangente im Punkt (xq, f(z0))
n=2 Pyx)= f(zo)+ f'(x0) - (x —x0) + @(I — x9)? durch die durch den Punkt
(xo, f(x0)) verlaufende Parabel, die dort die gleiche Tangente und Kriitmmung
hat wie f.
Beispiele:

12



1 Reihen

Ist die Funktion f in (a,b) mit zo € (a,b) beliebig oft differenzierbar, so erhdlt man fur
n — oo die Taylor-Reihe

oo (k)
. k(!x0> (& — xo)".

k=0

Beispiele:

Gesucht ist die Taylor-Reihe der folgenden Funktionen um xy = 0:
1. f(zr) =e" esist fB(z) =e?, fB0)=e’=1VkeN,
oo .k

Z % ist damit die Taylor-Reihe zu e®.
k=0 "

13



1 Reihen

Nicht jede beliebig oft differenzierbare Funktion wird durch ihre Taylor-Reihe dargestellt.
Es gilt jedoch:

Satz: Es sei f auf (a,b) beliebig oft differenzierbar mit xy € (a,b). Dann konvergiert
die Taylor-Reihe zu f gegen f, wenn gilt:

(n+1)
Vz € (a,b) lim / (v)

_ n+l _
A ) (x —x)" =0.

Bemerkungen:

1. Ist 0 < r < oo der Konvergenzradius der Taylor-Reihe von f, so wird f hochstens
auf [zg — r, xy + r| durch die Taylor-Reihe dargestellt.

2. Die Darstellung einer Funktion durch ihre Taylor-Reihe ist dasselbe wie die Dar-
stellung als Potenzreihe.
Sofern es moglich ist, verwende man bekannte Potenzreihenentwicklungen, um die
Taylor-Reihe einer bestimmten Funktion anzugeben.

Beispiele:

14



1 Reihen

Binomische Reihe
Die Taylor-Reihe zu (1 + z)® ist ) <Z> ¥ (a €R)
k=0
1. Fall: a € N; wegen (Z) = 0 fiir £ > a bricht die Taylor-Reihe nach dem Term mit
x® ab. Die Taylor-Reihe liefert die binomische Entwicklung.

2. Fall: Fira ¢ Ngilt (}) #0Vk € N

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist » = 1, d.h. die Reihe ist konvergent fiir
Vo € (—1,1), ja, es gilt sogar, dass auf diesem Intervall die Funktion (1 4 )* durch ihre

Taylor-Reihe dargestellt wird.

15



1 Reihen

1.2.3 Rechnen mit Potenzreihen

0O.B.d.A. sei im folgenden zy = 0 gewahlt.

Bemerkung: Alle nachstehenden Séatze iibertragen sich sinngeméfl auf Potenzreihen
mit beliebigen Entwicklungspunkten.

Satz: (Differentiation und Integration von Potenzreihen)

Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall beliebig oft (gliedweise) differenzier-
und integrierbar. Die Potenzreihen der Ableitungen und der Stammfunktionen haben
denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Reihe.

Insbesondere gilt:

Es sei Z arz® eine Reihe mit dem Konvergenzradius » > 0. Dann ist die durch glied-

k=0
o)

weise Differentiation entstehende Potenzreihe Z kapz® ! und es gilt:

k=1

0o /
(Z akxk> =ay + 2ap7 + 3azz* + ... ,x € (—r7)

00 7
(Z ak:ck> =2as + 6agz+ ... ,x € (—r7),
Ferner gilt:

gzt
/Zaka: dm-Zak/x dx— k+1 ,x € (—m 1)
denn: Ist F' gegeben durch F(x Z @k 2" dann gilt:
s k1
00 /
ag
(x) (kz:;)k—l—lx > kz:%akx

Beispiele:

16



1 Reihen

Satz: (ldentitdtssatz fiir Potenzreihen)

Sind Z aiz® und Z bpa® zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien rqy, 75 > 0
k=0 k=0
mit 7 := min(ry, 7o) und gilt Z aprt = Z bra® V€ (—r,r), so folgt a = b, Vk € Ny.
k=0 k=0
Beweis:
Aus Z apx® = Z bx® folgt fiir x = 0: ag = by,
k=0 k=0
aus Z kapz" ' = Z kbpah 1 folgt fir x = 0: a; = by
k=1 k=1
USW.

Satz: (Addition und Multiplikation von Potenzreihen)

o0 [o¢]

Es seien Z arz® und Z biz® zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien rq, 7o > 0.
k=0 k=0

Dann gilt fiir alle z, z € (—r,r), wobei r := min(ry, ry),

[} Z akxk + Z bkl’k = Z(ak + bk)l‘k
k=0 k=0 k=0

. (gam> : (2 bkxk) = i (i albk_l> -zt

k=0 \I=0

Beispiele:

17



1 Reihen

Division von Potenzreihen

u(x

Den Quotienten f(z) = E ) zweier Potenzreihen mit nichtverschwindenden Konver-
v(x

genzradien u(z) = ag + a1 + asx? + ... und v(x) = by + byw + box® + ... erhilt man

nach dem folgenden Schema:
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten

flx) =co+c1x+cz® + ...

Multiplikation der Potenzreihen von f und v und anschlieender Koeffizientenvergleich
der Potenzreihen f(z) - v(x) und u(z) ergibt die Koeffizienten cy.

Beispiele zur Substitution bei Potenzreihen:

18



1 Reihen

1.2.4 Anwendungen

1.2.4.1 Untersuchung von unbestimmten Ausdriicken

19



1 Reihen

1.2.4.2 Berechnung nicht-elementarer Integrale

Die in der Statistik oft verwendete Funktion

T

G(z) = / et dt GauBsches Fehlerintegral
0

lasst sich nicht mit elementaren Funktionen darstellen, daher ist man auf Néherungs-

werte angewiesen.
Mogliche Vorgehensweise:

1. Reihenentwicklung des Integranden

2. gliedweise Integration der Reihe

20



2 Funktionen mehrerer Veranderlicher

2.1 Funktionen mehrerer Veranderlicher und ihre
Darstellung

R™ = {(x1,29,...,zp)|x; ERi=1,2,...,n}
Betrachtet werden Funktionen f: D C R" —+ R
(X1, T2y ..oy xn) = f(T1, 29, ..., 2y) =y

W; bezeichnet den Wertebereich von f.
Spezielln =2: 2z = f(z,y)

n=3: w= f(z,y,z2)

Beispiele:

1. Ohmsches Gesetz u = u(R,i) = R -

2. Der Gesamtwiderstand R eines Stromkreises mit Einzelwiderstinden Ri, Ro, R3
betrage R = R(Ry, Ry, R3) = Ry + 228 Er wird beschrieben durch die Funktion

R>+R3

f(z,y,2) = v+ ZZ mit dem Defintionsbreich

Dy ={(z,y,2) e R*z,y,2 > 0,y + 2> 0} = [0,00)* \ {(2,0,0)|z € R}.

Im Fall n = 2 wird durch die Funktionsgleichung z = f(z,y) jedem Zahlenpaar (z¢, yo) €
Dy genau ein Funktionswert zp = f(xo,y0) zugeordnet. Wir fassen das Zahlentripel
(xo0, Yo, 20) als kartesische Koordinaten eines Punktes Py im dreidimensionalen Anschau-
ungsraum auf. Der Funktionswert zy besitzt dabei die geometrische Bedeutung einer Ho-
henkoordinate. P(z, Yo, 20) liegt im Abstand |zo| ober- oder unterhalb der z, y-Ebene,
je nachdem, ob zy > 0 oder zy < 0 ist. Liegt P(xq,¥o,20) in der x,y-Ebene, so ist
zp = 0. Ordnet man auf diese Weise jedem Zahlenpaar (z,y) € D einen Raumpunkt
P(z,y,z) mit z = f(z,y) zu, so erhdlt man eine iber dem Definitionsbereich von f

liegende Fléche.

Beispiel: Ebenen im Raum

Allgemeine Form der Ebenengleichung im Fall n = 3: ax + by +cz2+d =0
Spezialfall: Koordinatenebenen

21



2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

x,y-Ebene: z =0

y, 2-Ebene: x = 0

x, z-Ebene: y =0

Parallelebenen zu den Koordinatenebenen
z.B. 2z =a, a konst.

Die perspektivische Darstellung rdumlicher Flachenstiicke ist oft aufwéindig. Man be-
gntigt sich daher haufig mit einer partiellen Darstellung der Funktion f, indem man
Schnitte durch die Flache von f parallel zu den Koordinatenebenen legt. Dies geschieht,
indem man eine der Variablen konstant hélt. Die dabei entstehenden ebenen Schnitt-
kurven werden dann in der entsprechenden Parallelebene dargestellt.

Beispiel: z = f(z,y) = 4 — 2% — ¢?

Schnitte parallel zur z,y-Ebene: z =¢, 4 — 22> — > =c= 2> +1y* =4 —¢

Dies ergibt eine Schar konzentrischer Ursprungskreise von Radius /4 — c.

Schnitte parallel zur y, z-Ebene: z = ¢, z = 4 — ¢ —y?> = k — y? und Schnitte parallel
—r

zur x, 2-Ebene: y = ¢, 2 = 4 — 2% — ¢ = k — 22 ergeben jeweils eine einparametrige

Parabelschar.

22



2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.2 Grenzwert und Stetigkeit

Im R! kann man sich einer Stelle xy von zwei Seiten her nihern, wihrend man sich im
R? einer Stelle (z9, o) auf beliebigen Wegen nihern kann.

Definition (n =2): Es seien {zy},{yx} zwei Folgen reeller Zahlen. Dann heifit

{(x1,yr)} Punktfolge im R

Falls klim xp = a und klim yr = b, so heifit die Punktfolge {(zx, yx)} konvergent gegen
—00 —00

(a,b).
Schreibweise: klim (g, yr) = (a,b) bzw. (zg, yx) — (a,b) (k — o0)
—00

Die Funktion f heifit stetig an der Stelle (z,yo), wenn fiir jede gegen (zg, yo) konver-
gente Punktfolge {(zx, yx)} aus dem Definitionsbereich von f gilt

Jim f(@r, ye) = [0, 90)-

—00

Die Definition fiir n > 2 erfolgt entsprechend.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.3 Differentialrechnung

2.3.1 Partielle Ableitung

Schnitt der Fliache mit der Ebene y = y,

Flachenkurve ki : z = f(x,y0) =: g(x)

_ o o gleo+Az) —g(me) . f(xo + Az,y0) — f(20, %0)
e = tanac =gl = i, T = A, As
Existiert dieser Grenzwert, so heifit f partiell differenzierbar nach x an der Stelle
(x0,Y0) und dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von z = f(z,y) nach x
an der Stelle (zg,yo).

Bezeichnung:

0 0z
ol o) = 9 (mo,0)  oder 2.0, 0) = 5w, )

Schnitt der Flache mit der Ebene = = x,
Flachenkurve ks : 2z = f(xo,y) =: h(y)

_ oy hyo+Ay) = hlye) L. (o, yo + Ay) = f(x0, %0)
=g =Rl = S0 T Ay T T A Ay

Existiert dieser Grenzwert, so heifit f partiell differenzierbar nach y an der Stelle
(20, yo) und dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von z = f(z,y) nach y
an der Stelle (z,yo).

Bezeichnung:

0 0
fy($0>yo) = 85(%’%) oder Zy(l’o:yo) = a;(mo,yo)

Besitzt f in jedem Punkt aus einer Teilmenge ihres Definitionsbereiches eine partielle
Ableitung nach x, so heiit f in dieser Menge partiell differenzierbar nach z und die
partielle Ableitung nach x ist selbst wieder eine Funktion von x und y.

Analog gilt dies auch fiir die partielle Ableitung nach y.

Entsprechend gilt fir z = f(x1,29,...,2,):

0

8f = fu,(x1, 29, ..., x,) bezeichnet die partielle Ableitung von f nach x;.
T
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Beispiel: f(z,y) = V1 — 22 — 4?2

of 1 1 9p) — x
@J]—fx(x’y) 2 /1 w?_yQ ( ZL’)— m
o fyay) = -

oy Y Y I — a2 — 2

Definition (Gradient): Ist die Funktion f : D C R™ — R an der Stelle § = (1, .

D partiell differenzierbar nach x4, ..., z,, so heifit der Vektor

V() = grad f(€) == (fur (&), fun (&), [ (€))7

der Gradient von f an der Stelle {.  (V wird geprochen als , Nabla®)

Beispiel: f(z,y,2) =2+ yyjz
of _, or_ 2 oy
or Oy (y+2)* 0z  (y+2)?
& & r
V(&) = gradf(¢) = (1, )

(L2 +&3)2 (& +&3)?

25
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Diskussion: Stetigkeit und partielle Differenzierbarkeit

0 fallszy =0
1 sonst
f ist im Ursprung unstetig, aber dort partiell differenzierbar nach x und y.

Beispiel: f(z,y) = {

Satzz: Wenn f, und f, in einer Umgebung von (zo,yo) existieren und in diesem Punkt
stetig sind, dann ist die Funktion f in (xg, o) stetig.

2.3.2 Tangentialebene und totales Differential

n=1: Gleichung der Tangente y = yo + f'(x0)(z — o)

n=2: 2=z
Die Tangentialebene der Funktion z = f(z,y) im Flachenpunkt P(zg, o, z0) mit zo =
f(zo,y0) enthalt sdmtliche Tangenten, die im Punkt P an die Fliche gelegt werden

koénnen.

Herleitung der Gleichung der Tangentialebene > = az + by + ¢
Ubereinstimmung der Anstiege von Ebene und Fliche im Punkt P

%—a—f(x )=a %—a—f(:c )=">
ax_ax 0, Y% ) = a, ay_ay 0,Y0) =

P liegt sowohl auf der Flache als auch in der Ebene, d.h.

20 = axo + byo + ¢ = ¢ = 2 — azo — byo = 20 — fu(%0, Yo)Zo — fy(Z0, Yo)Yo-

Damit lautet die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z = f(z,y) im Flachen-
punkt P(zo, Yo, z0) mit 20 = f (2o, yo)

5 — fx(%’ yo)($ _ 960) + fy(ag07 yo)(y — yo) + 20 = <Vf(xo, yo) , (95 : xo)) + 2o
Y —Yo

Beispiel: Es sei f(z,y) = xcos(z +y) + (y — 1)%e %",

Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene im Ursprung?

20 = f(O, O) =1

far(xa y) = COS(ZL’ + y) - xsin(x + y) + (y - 1)2e7:1:2 ’ (_21:)7 fx(()? 0) =1
folw,y) = —zsin(z +y)+e™ -2(y — 1), [,(0,0) = =2
z=1z-0)+(-2)(y—0)+1l=o-2y+1
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Totales Differential P(zy,yo, z0) mit zo = f(xo,%0) sei ein Punkt auf der Flache der
Funktion z = f(z,). Welche Anderung erfihrt der Funktionswert, d.h. die Héhenkoor-
dinate zy des Flachenpunktes, bei seiner Verschiebung

1.
2.

auf der Flache selbst

auf der Tangentialebene in P?

. Verschiebung auf der Fléche:

Die Koordinateninderungen werden bezeichnet mit Ax, Ay, Az
P(x0, Y0, 20) — Q(x0 + Ax,yo + Ay, 20 + Az)
To — w0+ Ax, Yo = Yo+ Ay, Az = f(vo+ Az, y0 + Ay) — f(0, Yo)

. Verschiebung auf der Tangentialebene:

Koordinatendnderungen werden bezeichnet mit dx, dy, dz, wobei dx = Az, dy =
Ay

P(z0,y0,20) = Q'(zo + dx,yo + dy, 20 + dz)

der =x—x9, dy=y—1yo, dz=2z—2

Aus der Gleichung der Tangentialebene ergibt sich

dz = fo(z0,y0)dr + fy(20, yo0)dy.

Fir kleine Werte von dr = Az und dy = Ay ergibt sich ndherungsweise Az ~ dz =
fa(zo, yo) Az + f (0, yo) Ay, d.h. die Flache z = f(x,y) darf in unmittelbarer Umgebung
der Punktes P ndherungsweise durch die Tangentialebene ersetzt werden (,Linearisie-
rung®).

Definition: (Totales Differential) dz = f,(zo,y0) dz + f,(z0,y0) dy heifit das totale
(vollstandige) Differential der Funktion z = f(x,y) an der Stelle (zg, yo).
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Die Variable z und y mogen von dem Parameter ¢ abhingen,

Formales Dividieren des totalen Differentials dz durch dt liefert die Kettenregel fiir
Funktionen zweier Veranderlicher.

dz _0f dz Of dy

dt Oz dt Oy dt

28



2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Ubertragen auf Funktionen mit n Variablen z = f(zy,...,z,), erhalten wir das totale

Differential
. af d.il?l
dz=Y" %d% = (Vf(a:), dw), wobei dx = : ,

i=1 9Ti
dz,,
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Nachfolgend leiten wir eine wichtige Figenschaft des Gradienten im Fall n = 2 her. Die
Herleitung fiir n > 2 erfolgt entsprechend.

Gegeben sei die Funktion z = f(z,y). Der Gradient von f an der Stelle (xg,yo) € Dy
lasst sich schreiben als

Vf(xoa yO) = f$<x07 yO)e(l) + fy<x07 310)6(2)

und das Differential von f an der Stelle (zq, y) infolgendessen als

dz = fx(l"myo)dl" + fy(ffo, yg)dy = (Vf(iﬂo, 90)7 dze® + dye (2)) .

Es bezeichne ¢ = A(Vf(xg, o), dre™ + dye (2)) .
Dann gilt (vgl. Diskrete Mathematik, § 4.5)

dz = Hdme(l) + dye(2)|| ||V f(x0,90)|| cosp .

Wir betrachten nun nur Ortszuwéchse dze ) 4+ dye | deren Endpunkte auf einem Kreis
vom kleinen Radius 7 liegen.

Dann ist dz = r||V f|| cos ¢ allein abhangig vom Winkel (.

Unter der Annahme V f # 0 nimmt dz seinen grofiten Wert fiir o = 0 an.

Da das Differential niherungsweise die Anderung der Funktion in Abhéingigkeit vom
Argumentzuwachs beschreibt, nimmt die Funktion f am stérksten in der Richtung zu,
die durch den Gradienten gekennzeichnet ist.

Entfernt man sich vom Flachenpunkt Py(zg, yo, 20), 20 = f(Z0, %), in einer zum Gradi-
enten senkrecht verlaufenden Richtung, so ist ¢ = 7, was dz = 0 ergibt. Das zeigt, dass
die Funktion f in dieser Richtung (ndherungsweise) stationér ist.

Ergebnis: Der Gradient einer Funktion f gibt die Richtung des grofiten Wachstums
der Funktion an. Seine Norm ist ein Maf} fiir das Anwachsen in dieser Richtung. Der
Gradient steht senkrecht auf der durch den entsprechenden Flachenpunkt verlaufenden
Hohenlinie.

2.3.3 Hohere partielle Ableitungen

Gegeben sei z = f(x,y)
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

VAN RN
f xrx f Yy f yr f vy
R A VN A
fx:ca: fmcy fazyx fwyy fya:x fy:cy fyyx fyyy

Schreibweisen:

<3f> ~ O (=t

Ox \ Ox 81;2
;’y(gi>:£§y—(fx> ~ fay
5(35):52;3 (e = fo

w=f@y,2)  ((fa)y): = fape = 2 (2 (8)) = 555 usw.

Beispiel: f(z,y) =e " cosy, fe = —e "cosy, fy =—e Tsiny
fow =€ ¥ cosy, fzy =€ Fsiny, fyz =€ Fsiny, fyy = —€ Fcosy

Satz von Schwarz: Falls die gemischten Ableitungen stetig sind, dirfen die einzelnen
Differentiationsschritte vertauscht werden.

Beispiel:  f.,y = fyoy = fyuz

Im Fall n = 2 reduziert sich dann die Anzahl der zu berechnenden partiellen Ableitungen
2. und 3. Ordnung von 4 auf 3 bzw. von 8 auf 4.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.4 Relative Extrema

2.4.1 Definitionen und Beispiele

Definitionen: Es sei M C D C R* und f : D — R. f besitzt an der Stelle £ =
(&1,...,&,) € D ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum), wenn in einer
Umgebung von & gilt

flx) < f(&) (bzw. f(§) < f(z)) Vz#E

f besitzt an der Stelle £ € M sein absolutes (globales) Maximum (bzw. Minimum)
auf M, falls gilt

flx) < f(§) (bzw. f(§) < f(z)) VeeM

Ist M = D, so lasst man haufig den Zusatz ,auf M fort.

Beispiele:
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein relatives
Extremum

Satz: (Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremums) Die
Bedingung fi(zo,%0) = fy(%0,%) = 0 ist notwendig fiir die Existenz eines relativen
Extremums an der Stelle (g, yo) einer Funktion f, deren partielle Ableitungen an dieser
Stelle existieren.

Beispiel: 2= f(z,y)=2*—vy? 2o=9 =0

Je =2z, fx(0,0) =0, fy: —2y, fy(ovO) =0

d.h. die notwendige Bedingung ist erfiillt.

Schnitt der Fliche mit der x, 2-Ebene (y = 0) z = z?
Schnitt der Fliche mit der y, z-Ebene (z = 0) z = —y?

= f(x,y) besitzt im Ursprung kein relatives Extremum.
Der Flachenpunkt (0,0, 0) ist ein sogenannter Sattelpunkt.

Verallgemeinerung auf Funktionen von n Veranderlichen: Notwendig fiir das Vor-
liegen eines relativen Extremums an der Stelle £ einer Funktion f(zy,...,z,), deren
samtliche partiellen Ableitungen dort existieren, ist das Verschwinden dieser Ableitun-
gen an der Stelle £, d.h.

Vf(§) = gradf(£) = 0.
Eine solche Stelle ¢ heifit stationédre Stelle von f.

Dies ist jedoch nur ein notwendiges Kriterium und kein hinreichendes!

33



2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Satz: (Hinreichende Bedingung fiir ein relatives Extremum)

Die Funktion f: D — R, D C R" besitze stetige erste und zweite partielle Ableitungen.
Dann hat f an der Stelle (xg,y0) ein relatives Extremum, falls die folgenden beiden
Bedingungen erfillt sind:

L. fu(wo,40) = fy('r07y0) =0
2. Es gilt die Ungleichung

A(zo,y0) = Jaa(%0,90)  fay(T0, o)

B Jye(Zos90)  fyy(xo, yo) | = fea(Z0, 40) - fyy(20,%0) — fg?y(xo,yo) >0

<0

<0 . . .
50 } (bzw. fyy(xg,yo){ 50 }), so liegt ein relatives

Ist ferner f,.(zo,yo) {

Maximum
VOr.

Minimum

Bemerkung:
Gilt A(zg,yo) < 0, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Im Falle A(zg,yo) = 0 macht das Kriterium keine Aussage.

Vorgehensweise zum Auffinden relativer Extrema:
1. Ermittlung aller stationdren Stellen.
2. Fir samtliche dieser Stellen wird das Vorzeichen von A ermittelt.

3. Untersuchung der verbleibenden Punkte, in denen A = 0 ist oder f nicht hinrei-
chend oft differenzierbar ist.

Falls die absoluten Extrema von f auf M C D; zu bestimmen sind und M Randpunk-
te enthélt, sind ferner noch die Randextremwerte zu ermitteln und mit den relativen
Extrema zu vergleichen.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Beispiel: Man bestimme die absoluten Extremwerte der Funktion
z=f(z,y) = (y — $2)(y — 2m2) im Bereich —1 < z,y < 1.

Bestimmung und Untersuchung der stationéren Stellen

fo=—2x(y —22%) + (y — 2%)(—42) = —2xy + 42° — 4oy + 423 = —2x(—42> + 3y)
fo=vy—22"+y— 2> =2y — 3a?

fe=0und f,=0 = —22x=0 oder 42* =3y

= 22=3/4y und 32 =2y = 2*=2/3y,

Dies ist nur moglich, wenn z =y = 0 ist; also ist (0,0) die einzige stationére Stelle.
fow = —6y + 2422, f,, = =6z, f, =2

A(0,0) =0, d.h. das Kriterium macht keine Aussage!

Untersuchung von f in der Ndahe des Ursprungs:
£0,y) =y

f(x,0) = 22*

Fiir y = ax folgt f(z,ax) = (ax — 2%)(ax — 22%) = 2%*(a — z)(a — 22)
Man kénnte nun glauben, dass bei (0,0) ein relatives Minimum vorliegt,
aber

flz,y) =0 y=2a2 V y=_22°

flr,y) >0 [(y—22>0Ay—222>0)]V[(y— 2> <0Ay—22* <0)]
Sy >2PVy < a?

flz,y) <0 [(y—22<0Ay—22>>0)]V|[ly—2®>>0Ay —22% <0)]
& a? <y < 222

In jeder noch so kleinen Umgebung um den Ursprung nimmt die Funktion f sowohl
positive als auch negative Werte an. Daher liegt im Ursprung kein relatives Extremum
vor.

Untersuchung des Randes:

fELy) =y —1)(y—2)=y*—3y+2=:h(y)

R(y)=2y—3, KWy =0=y=3/2>1

flx,1) = (1 —2?)(1 —22%) = 22" — 322 + 1 =: g(x)

g'(x) =82% — 6z =2x(42® —3), ¢(z)=0=>2=0Vr==21iV3
f(x,—=1) = (1 + 2*)(1 + 22?%) wird minimal fiir x = 0
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Als Randextremwerte kommen mithin in Frage:

(07 1)a (%\/§7 1)7 (_%\/37 1)7 (Oa _1)

sowie die 4 Randpunkte (£1,+1)

fEL-1) =6, [O0.+1)=1, f(EL,1)=0, [(+1V3,1)=-1/s.

Ergebnis: Das absolute Maximum von f wird angenommen an der Stelle (£1,—1) und
das absolute Minimum bei (£1+/3,1).
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