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1 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Einfiihrendes Beispiel

Betrachtet wird ein nach oben geworfener Korper. Auf diesen wirkt die Anziehungskraft
der Erde und bewirkt eine der Wurfrichtung entgegengesetzte Fallbeschleunigung.

Fallbeschleunigung §(t) = —g¢

Gesucht ist das Weg-Zeit-Gesetz s(t).

§(t) = —g ist die Differentialgleichung des freien Falls ohne Beriicksichtigung des Luft-
widerstandes.

Losung dieser Differentialgleichung durch Integration
s(t) = /s(t) dt = /—g dt = —gt + C}
1
S(t) = /S(t) dt = /(_gt + Cl) dt - —§gt2 + Clt + Cg, 01,02 - R b6l

ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

t=0:
Cy = $(0) ist die Anfangsgeschwindigkeit vy = v(0)
Cy = s(0) ist die Anfangshohe sy = s(0)

Durch Angabe der Anfangshohe sy und Anfangsgeschwindigkeit vy ist die Losung der
Differentialgleichung eindeutig festgelegt
s(t) = $gt* + vot + so.



1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

1.1.2 Definition einer DGL

Definition (DGL): Eine Gleichung, in der Ableitungen einer (noch unbekannten) Funk-
tion auftreten, heiit Differentialgleichung (abgekiirzt mit DGL). Die Ordnung der in
der DGL auftretenden hochsten Ableitung heifit die Ordnung der DGL.

Explizite Form einer DGL: 4™ = f(x; y, v/,..., y™™)

Implizite Form einer DGL: F(z; y, /,..., y™) =0

Beispiele:
1. §(t) =—g 2. Ordnung und explizit
2. 5127!2/ =2y’ + Lcosx 2. Ordnung und explizit

5\ 2
3. x (%) +cosy =0 3. Ordnung und implizit

1.1.3 Losung einer DGL

Definition: Eine Funktion y = ¢(z) heifit Losung oder Integral der Differential-
gleichung

F(ZIZ’, Y, yla ceey y(")) = 0 bZW. y(n) = f(l’7 Y, y,’ R y(n—l))
auf dem Intervall I, wenn

1. ¢ auf dem Intervall I n-mal differenzierbar ist und

2. F(z; ¢, ¢,..., o™) =0
bzw.
o™ = f(z; @, ¢,..., oY)

fiir alle x € I gilt.

Beispiele:
1. Gesucht sind sdmtliche Funktionen y mit ¢y = 2.
Losung: y = 22 + C

2. §= —Jg, S(t) = —%gt2 + Clt + Cg
Bedingung 1: erfiillt

Bedingung 2:  §(t) = —gt + C, 3(t) = —g
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3. ¥ +ytanz = I=(-7/2,m/2)

cosx’
Behauptung: y = sinz 4+ C cos x ist Losung fiir alle C' € R.
y und y’ = cosx — C'sin z eingesetzt in die DGL liefert:
. 2 c 2
) ) sinx  cos“x +sin” T 1
cosz — C'sinx + (sinx + Ccosz) - = =
Cos cos Cos

4. Schwingungsgleichung:
Harmonische Schwingung y(t) = Asin(wt + ¢), w >0
y(t) = Aw cos(wt + ¢)
ii(t) = —Aw?sin(wt + ) = —w?y(t)
= j+wly=0

Definition (Allgemeine und spezielle Losung): Die Menge aller Lésungen einer DGL
heiflt deren allgemeine Losung; sie enthalt Konstanten, die als Integrationskonstan-
ten bezeichnet werden.

Jede durch eine spezielle Wahl aller Konstanten in der allgemeinen Losung entstehende
Losung der DGL heifit spezielle oder partikulare Losung.

Anmerkung: Es gibt jedoch DGLn, die keine (reellen) Losungen besitzen,
zB. (y)?=-1.

1.1.4 Anfangswertproblem

Definition (Anfangswertproblem): Gegeben sei die Differentialgleichung

y™ = fla;y, o, ..., y™ V), ein Intervall I sowie zo € I, Yo, Y1, .., Yn-1 € R.

Dann bezeichnet man als Anfangswertproblem die Aufgabe, eine Funktion y zu fin-
den, die

1. der Differentialgleichung auf dem Intervall I geniigt und
2. die Bedingung

y(z0) = yo, ¥ (70) = v1, ¥ (w0) = v2, -, Y V(@) = yur (%)

erfullt.

Die Werte yo, y1, --., Yn_1 € R heilen Anfangswerte, die Bedingungen (*) Anfangs-
bedingungen, z; heiit Anfangspunkt.
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Beispiele:

1. DGLy = 2z, y(1) =
allgemeine Losung: y(x) =22+C, CeR
3=y(l)=1+C = C
gesuchte Losung: y(z) =

2. Die DGL § + w?y = 0 beschreibt die harmonische Schwingung eines elastischen
Federpendels. Gegeben seien die folgenden Anfangsbedingungen:
y(0) = yo > 0: das Federpendel besitzt zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Auslenkung in
positiver Richtung
7(0) =0: Bewegung erfolgt aus der Ruhelage heraus.

Allgemeine Losung der DGL lautet (s. § 1.1.3):
y(t) = Asin(wt + ), A >0, p €0,2n)
Amplitude A und Phase ¢ werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt:
y(0)=yo = Asinp=yy = ¢ € (0,7),days, A >0
9(0) = Awcosp =0 = p=7/2,da A, w>0und ¢ € (0,7)
= A=y, day(0)=Asing= Asinm/2 =1y,
———

1
Die Losung lautet y(t) = yo sin(wt + 7/2) = yop cos(wt), ¢ >0

1.2 DGLn 1. Ordnung

Gegeben sei die DGL ¢/ = f(z,y) . (1)

1.2.1 Richtungsfeld

Annahme:
Durch jeden Punkt des Definitionsbereiches von f gehe genau eine Losungskurve.
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Die Steigung der Tangente an die Losungskurve in Py(zo, yo) lautet
Y'(z0) = (o, yo) mit yo = y(o)-
Durch die DGL (1) wird jedem Punkt P aus dem Definitionsbereich von f ein Richtungs-

oder Steigungswert zugeordnet. Er gibt den Anstieg der durch P verlaufenden Losungs-
kurve an.

Definition (Linienelement): Unter einem Linienelement der DGL (1) versteht man
ein Zahlentripel (zo, Yo, y() mit (zo,y0) € Dy und y,, = f(z0,y0). Die Menge aller Lini-
enelemente bildet das Richtungsfeld der DGL.

Alle Kurven, die in jedem Punkt die Richtung des Linienelementes haben, sind Losungs-
kurven.

Definition (Isokline): Eine Isokline ist die Verbindungslinie aller Punkte, deren zu-
gehorige Linienelemente parallel sind.

Die Isoklinen der DGL (1) sind durch die Gleichung f(z,y) = ¢ (c const.) gege-
ben.

Beispiele:
1. DGL ¢ =2z  Isoklinengleichung: 2z = ¢, d.h. z = ¢/2
2. DGL 3’ = 1—y; die durch den Ursprung verlaufende Losungskurve ist zu ermitteln.

Isoklinengleichung: 1 —y=¢c = y=1—¢
Die gesuchte Losungskurve ist y(z) =1 —e™".
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1.2.2 DGL ¢ = ky

— = ky, Annahme: y #£ 0
dz

L—fde = [2=[kdr = n|y|=kz+C

Y
An der Stelle xy sei der Anfangswert y, vorgegeben; dann gilt

In |yo| = kxo + C

Subtraktion beider Gleichungen gibt

Infy| —In|ye| = k(z —z0) = |y| = [yole =)
——— ——

= y(z) = yoe" )

ln’ R
Y0

Beispiel:

An einem Kondensator mit der Kapazitat C' liege die Spannung u.(t). Es gelte u.(0) = 0.
Er werde fir t > 0 iiber einen Ohmschen Widerstand R mit der Gleichspannung Uy,
aufgeladen.

Man bestimme den zeitlichen Verlauf der Spannung u.(¢) und des in den Kondensator
flieBenden Stromes i.(t).
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1.2.3 Separierbare DGLn
Gegeben sei die DGL: 3/ = f(z) - g(y)

% = f(x)-g(y) Annahme: g(y) # 0

Trennung der Variablen

oy~ S @de = /g<y> [ 1@

Auflésung nach y

Bemerkung:

Die Trennung der Variablen erfordert g(y) # 0. Die Losung der Gleichung g(y) = 0 liefert
Losungen von Typ y = b (b const.), falls die Gleichung ¢(y) = 0 {iberhaupt Losungen
besitzt. (Denn falls g(b) = 0, so ist y = b Ldsung)

Beispiele:

10
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1.2.4 Auf separierbare DGLn zuriickfiihrbare DGLn

e DGLn vom Typ ¢ = f(ax + by + ¢)
Subst.: u = u(x) = ax + by + ¢ (%)
W =a+by =a+bf(u)
Losung durch Trennung der Veranderlichen.
Losung in (x) einsetzen und nach y auflosen.

Beispiel:

AWP: DGL ¢ =(z+y—1)> mit |z|]<7/2, y(0)=1
Subst.: u =z +y —1, u=1+y =1+u?
diu:dxi du :/1dx:>arctanu:x+0
1+ u? 1+ u?

u=tan(x+c)=c+y—1 = y=1—2x+tan(x + ¢
(AWP)0=1—-1=tanC = C=knr, keZ

die gesuchte partikuldre Losung lautet: y(z) =1 — x + tanx

e DGLn vom Typ ¢ = f(%)

Subst.: u =u(zx) =% = y=ux ()

y':u'a?—l—u = u,:y’—u:f(u)—u
xr X

1
u' = =(f(u) — u) ist eine separierbare DGL
x

8

Losung durch Trennung der Veranderlichen
Losung in (k) einsetzen.

Beispiel:
W
* * l—u—u 1-2u
Subst.: u = y, u = =
x x
Vorausetzung: u # 1/2
duv  dw N du dx
u—1 oz 2u—1 x
1
§1n\2u—1| =—Inlz|+In|Cy|, C1#0
|ea]?
In|2u — 1] =In —+
|2

11
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|ea| k L[k Y

=
: . 1 k

Allgemeine Losung der DGL: y = 5 (m + —) ,keR.
x

12
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1.2.5 Lineare DGLn 1. Ordnung

Definition: Eine DGL 1. Ordnung heifit linear, wenn sie in der Form ¢/ + f(x)y = g(x)
darstellbar ist.

g heifit Storfunktion. Falls g = 0 ist, heiflit die DGL homogen, andernfalls inhomo-
gen.

Beispiele:
y = ky f(x) = —k linear und homogen
y' + 322y =0 f(z) = 3z* linear und homogen
Y + 22%y =sinx linear und inhomogen
Y+ 32%y* =0 nichtlinear
Yy+ax=0 nichtlinear

1.2.5.1 Losung der homogenen DGL

y’zj—zz—f(fc)y
d?y:— (v)dr = f%y:—ff(x)dx

nly| = — [ f(z) du

Allgemeine Losung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung:

y(z) = ke /@ LR

1.2.5.2 Losung der inhomogenen DGL

v+ f@y=gx) (2
e Variation der Konstanten
Losung der zugehorigen homogenen DGL durch Trennung der Variablen liefert

yo(x) = ke J /(@) dz JkeR;
k wird durch eine Funktion K (x) ersetzt.

Losungsansatz:

y(z) = K(z)e S /@

Y(z) = K'(x)e IO ® 4 K(p)e= I/ ® . (— f(x))

Einsetzen in die DGL liefert:

K'(z)e 0% _ f(2)K (z)e IO @ 4 () K (x)e ™I /4 = g(x)

-

=0

13
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K'(z) = g(z)e/ f@ &
Integration liefert: K(z) = [ g(x)e/ /@ 4y 4 C
Einsetzung in den Losungsansatz liefert:

Allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL (2):

y(x) = {/g(x)eff(x)dx dz 4 C| e~ [/@d

Beispiele:

14
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e Aufsuchen einer partikularen Losung

Satz: Die allgemeine Losung y einer inhomogenen linearen DGL (2) ldsst sich
darstellen als y(z) = yo(z) + yp(x), wobei y, die allgemeine Losung der zugehori-
gen homogenen und y, eine beliebige Losung der inhomogenen DGL (partikulére
Lésung) ist.

Beweis:

Vorgehensweise zur Losung einer inhomogenen DGL durch Aufsuchen einer parti-
kularen Losung:

1. Bestimmung der allgeme inen Losung gy, der zugehorigen homogenen DGL,

2. Bestimmung einer partikularen Losung y, der inhomogenen DGL mit Hilfe eines
geeigneten Funktionsansatzes,

3. Summation y = yo + y, liefert die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

15
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Beispiel:

Y

y —L=2% yy=kx, keR, Ansatz firy, y,(r) = az® + bz’ + cx
— & = 3ax® + 2bx + ¢ — (ax® + bz + ¢) = 2a2” + br = 2?

Uy
3
Koeffizientenvergleich liefert: 2a =1 = a =1/2, b = 0 und damit y, = %
3
Damit lautet die allgemeine Losung der DGL y(z) = yo(x) + yp(z) = kx + %,

R.

16

k e
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1.2.5.3 Lineare DGLn 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten

y' +ay = g(z)
Die zugehorige homogene DGL ' 4+ ay = 0 besitzt die Losung yo(z) = Ce™** (vergl. §
1.2.2).
Bei einer inhomogenen DGL bietet sich an
e Variation der Konstanten
e Aufsuchen einer partikuléren Losung (oft zweckméfiger)
Storglied g Losungsansatz v,
1. Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢
2. Lineare Funktion Lineare Funktion y, = cix + ¢
3. Quadratische Funktion Quadratische Funktion y, = cz® + c12 + ¢g
4. Polynom vom Grade n Polynom vom Maxgrad n
yp:Cnxn+"'+Cll’+Co
g(x) = A-sin(wz)
6. g(z) = B - cos(wx) yp = C4 - sin(wz) + Cy - cos(wx)
7. g(z) = A-sin(wzx) + B - cos(wx)
C-e" firb+# —a
8. g(x)=A-e™ =
9(@) Y {C’:E-eb:‘c fir b= —a
Tab. Losungsanséitze fir DGL vom Typ ¢’ + ay = g(z)
Beispiel:
y+2y=a®  yo=ce ™
Ansatz fir y, :  y,(z) = az? + Bx + v (Tabelle, 3. Fall)
Eingesetzt in die DGL liefert dies :
2ax + B + 20?4 20x + 2y = 22
Koeffizientenvergleich: 2a =1 = a =1/2, 20+ p0)=0 = f=—a=-1/2

B+2yv=0 = ~v=1/4
N 2 a:_l_l
T Ty )

1
Ergebnis: y(z) = yo(r) + y,(x) = Ce > + % - % +0 CeR.

17
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1.3 Lineare DGLn 2. und hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Definition: Eine DGL n-ter Ordnung, die sich auf die Gestalt

y"(2) + an_1(2)y" V(@) + - + ar(2)y (x) + ao(2)y(z) = g(2)

bringen lédsst, heifit linear. Falls g(z) = 0, heifit sie homogen, andernfalls inhomogen.

Wir betrachten hier nur den Fall, dass die Koeffizientenfunkionen a;,7 =0,1,...,n—1,
konstante Funktionen sind:

y (@) + anay " (@) + -+ ary (2) + agy(x) = g(2). (1)
Die DGL (wir lassen wieder das Argument x fort)
Yt an oy a4 agy =0 (1n)
heifit die zu (1) zugehorige homogene DGL. Sie hat stets die triviale Losung

y=0.

Satz: Das AWP ist eindeutig l6sbar, wenn g stetig ist, d.h. zu jeder Anfangswertvorga-
be xg, y;, 1 =0,1,...,n — 1, gibt es genau eine Losung y von (1) mit y@ (x0) = y;, i =
0,1,...,n—1.

1.3.1 Eigenschaften der homogenen DGL
Wir betrachten zunachst die homogene DGL
y™ +a, 1y 4t ay Fagy =0 (2)

Satz:

1. Sind yy, yo zwei Losungen von (2), so ist auch y = c1y1 + caya, ¢1, ¢2 € R, Losung
von (2).

2. Ist y eine komplexwertige Losung von (2), so sind auch Re y, Im y (reellwertige)
Losungen von (2).

18
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Beweis:

1. Vorbemerkung: Es gilt (c1y1+c2y2)” = ((c1y1+c2ya)’) = (cryi+cays)’ = cryi +cays,
und durch Induktion erhalt man
(c1yr + coy)™ = Clygn) + C2y§n)~
Sind vy, y» Losungen von (2), so gilt:

(c1y1 + c2y2)™ + ap_1(cryr + c2y2) "V + -+ ar(arys + caya) + ao(ciyr + cayn) =

Clygn)‘l‘an—lclygn_l)“" . '+0101y1+0001y1+02y§n)+an—102y§n_l)+' s+a1Cays+aocays
= [y a1V a4+ aoy1] +c2 $ a4 aryh + aoys)
=0, da y1 Ij('rjsg. von (2) =0, da y2 I‘Jt,isg. von (2)

=0

2. Es sei y eine komplexwertige Losung von (2).
Setze u = Re y, v = Im y. Dann gilt:
(u+jv)™ + @y (u+jo) Y + o ag (u+ o) + ag(u+ jv) =0
u™ + ap, u™Y g + agu + 0™ + @y 0™ 4 @’ + agu] = 0
Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn sowohl der Real- als auch der Imaginéar-
teil der linken Seite verschwinden. Damit sind u, v Losungen von (2).

Bemerkung: Mittels Induktion erhéalt man, dass die Aussage unter 1. auch fiir endliche
Summen von Losungen gilt.

Beispiel: (Schwingungsgleichung)

Y +wiy =0 (3)

Losungen sind y; (t) = sinwt, yo(t) = coswt (vgl. 1.1.3).

Damit ist auch ¢; sinwt + ¢y coswt Losung von (3) fiir alle ¢1,c0 € R .

Auch y(t) = e/ ist Losung von (3), denn es gilt y/(t) = jwe!, y'(t) = —w?e! und
damit

Y+ Wty = —w?elt 4wt =0 .

Nach obigen Satz sind dann auch Re y = coswt, I'm y = sin wt Lésungen von (3).

Definition: Die Losungen i, %s,..., ¥, von (2) heiflen linear unabhangig, falls
aus
ayr+coya £+ Gy =0

folgt, dass gilt ¢; = ¢o = - -+ = ¢,, = 0. Andernfalls heiflen sie linear abhingig.

19
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Satz: Es seien yi, 4o, ..., Y, Losungen von (2); dann sind vy, yo,..., ¥, linear unab-
hangig, wenn die Wronski-Determinante

8
Wiy, ..., yn; 2] = yl.x 9255” Y (x
W@ @) )

an einer beliebigen Stelle zy nicht verschwindet.

Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, Wy, ..., y,; xo] # 0, aber yi, ..., y, wiren linear abhéngig. Dann wére
die Gleichung

ayi+cypt+ ot ey =0 (%)

erfiillt, ohne dass ¢c; = co = -+ =¢, = 0, etwa ¢; # 0.
Dann besitzt das homogene LGS

c1y1 (o) + coya(wo) + - - - + cpyn(z0) = 0
ey (wo) + cayp(wo) + -+ - + ey, (20) = 0

eyt (o) + cayd™ ™ (@o) + -+ ayt ™V (wo) = 0

die nichttriviale Losung (c1,ca,...,¢,)T  (e1 #01)

= Wlyr, ..., Yn; xo) = 0, dies steht im Widerspruch zur Annahme.
Beispiel: (Schwingungsgleichung (3))

y1(t) = sinwt, yo(t) = coswt sind Losungen von (3)

sin wt cos wt

Wiy, ya] = weoswt —wsinwt

= sinwt, coswt sind linear unabhangig.

Satz: (Losungsgesamtheit einer linearen homogenen DGL)
Jede Losung y von (2) ldsst sich darstellen in der Form y = ¢iy1 + caya, + -+ - + ¢ Un,

wobei 41, s, ..., Yp linear unabhéngige Losungen von (2) und ¢, ¢, ..., ¢, € R sind.

Bemerkung: Man nennt {y;, vs,..., y,} auch Fundamentalsystem der DGL (2).

20
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Beispiel:

Die allgemeine Losung von (3) lautet: y = ¢; sinwt+co coswt, ¢1, ca € R.
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

1.3.2 Losung der homogenen DGL

y + oy 4+ ay +agy =0 (2)

Az

Ansatz zur Losung von (2): y(z) = e Ziel ist es, A zu bestimmen

Y (z) = Xe™, i (x) = N2 ..., y™ = A\"e’* cingesetzt in (2) liefert:
N 4 g, A TreM 4 g heM e’ =0 | e

bzw. die charakteristische Gleichung
)\"+an_1)\"_1+---+a1)\+ao =0 (4)

Aox

Ist A\g Losung von (4), so ist e”0* Losung von (2).

1.3.2.1 Lineare DGLn 2. Ordnung
Fiir die homogene DGL 2. Ordnung

Yy +ay +by=0 (2a)
lautet die charakteristische Gleichung

M4+a\+b=0 (4a)

—a++va? — 4b

Diese besitzt die Losungen Ay, =

2

e’ e*% gind dann Losungen von (2a).

Je nach Vorzeichen der Diskriminante D = a?> — 4b sind drei Félle zu unterschei-
den:

e D>0: >\1, )\QGR, )\1%)\2
e e2 A\ 1 1
— — 12X A A2 . — ()\1—1—)\2)(2 _
W[y1>y2] ‘)\le)\lx )\2e>\2x € € )\1 )\2 € ()‘2 )‘1) 7é 0

Also bilden y(z) = eM®, yo(x) = e*2* ein Fundamentalsystem der DGL (2a)
Die allgemeine Losung ergibt sich als y(z) = cie™® + ce™2®, ¢1, ¢y € R.

Beispiel:
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

e D=0: A\ =)\ = \=—a/2, das ergibt y; = y, = e ~¥/?*
Losungsansatz: y(z) = K (z)e~%?*  Ziel: Bestimmung von K (z)
Y (r) = K'(x)e " 4 K(x)(—a/2)e Y?* = [K'(x) — a/2 K (x)] - e /%"
y'(x) = [K"(2) = a/2 K'(x)] - % + [K'(2) — a/2 K (2)] (—a/2)e /2"
= [K”(x) —aK'(z)+a*/4 K(:L")} Lo T2

Einsetzen in (2a) liefert:
[K"(z) — a K'(z) + a*JAK (z) + aK'(z) — a* /2 K (2) + bK (z)] - e ~*/*" = 0

[K”(x) —1/4 (a® — 4b) K(x)} Lemu2e — | o2
——

=D=0
= K'(x)=0 = K(x)=cr+c, ¢, 2€R
Damit haben wir zu der Losung e ~%/2* die Losung ze %2 hinzuerhalten.
W[ ] _ e—a/2x xe—a/2x I 1 x

Y1, Y2 _a/2€—a/2m e—a/2m_a/2xe—a/2x _a/2 1-@/21’
— oz % 0

Damit lautet die allgemeine Losung der DGL: y(z) = (c17 + ca)e "2, ¢, ¢y €
R.

Beispiel:

e D < 0: Es gibt zwei konjugiert-komplexe Losungen A/, = o & wj.
Die Losungen g/, = e*/2% der DGL bilden ein (komplexes) Fundamentalsystem
der DGL (Nachweis mit Hilfe der Wronski-Determinante).
Ziel: reelles Fundamentalsystem
y(x) = i1 (@) 4 cofia () = cre 0T 4 pelamwils — gaz [c16997 4 cpe ™3]
= e [cq coswr + ¢1jsinwr + ¢ coswx — Cof Sinw|
=e™| (1 + ¢2) coswx +j (1 — ¢2) sinwx] = e [A; coswr + jAs sinwz]
S—— N——

=:A; =:As
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

PRSIy () = % sinw,  ya(r) = e coswa

sind (reelle) Losungen, ja, sie bilden sogar ein (reelles) Fundamentalsystem der
DGL (Nachweis mit Hilfe der Wronski-Determinante).

Beispiel:
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Zusammenfassung:

DGL: ¥+ ay +by =0
char. Glg.: > + aA +b=0

Losungen der char. Gleichung | Fundamentalsystem allgemeine Losung (c1,co € R)
1. )\1, )\2 € R, )\1 7’é )\2 yl(x) = e>‘1w cle’\lm + 026)\290
y2($,) — )\zw
2. )\1 = )\2 =)AER y1(1’> = e)‘m (Cll’ + CQ)G)\m
yo(7) = we*
3. Mg =afjw yi1(z) = e* sinwzx e ¢y sinwx + o coswe)
ya(x) = e cosw

1.3.2.2 Lineare DGLen héherer Ordnung

Die linke Seite der charakteristischen Gleichung
A+ ap A" A+ ag =0 (4)
bildet das sog. charakteristische Polynom p(\).

a) Alle Losungen von (4) sind reell und verschieden.
Die reellen Zahlen \;, ¢ = 1,...,n, seien die paarweise verschiedenen Losungen
von (4) und y;(z) = e*® i =1,...,n, die zugehdrigen Losungen von (2). Dann ist

y(r) = zn:c,- eNi®
i=1

ebenfalls Losung von (2). Um zu zeigen, dass hierdurch die allgemeine Lésung von

(2) gegeben ist, ist zu zeigen, dass die Wronski-Determinante von y;, . .., 4, nicht
verschwindet.
eM® eler etn®
)\18)‘190 )\26>\2m R )\ne)‘”w
Wlyr, .- yn; 2] = : :
n—1_\zx n—1_Xox n—1_,Apx
Al e Ay e . ATe
1 1 1
A A A
— e)\lxe)\gx . e)\n:c 1 .2 n
n—1 n—1 n—1
Al A An
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

b)

Die rechts stehende Determinante ist die sog. Vandermonde-Determinante (s. Skrip-
tum zur Mathematikl von Frau Prof. Preissler), die nicht verschwindet, da nach
Vorraussetzung alle \; verschieden sind.

Damit bilden die Funktionen e*®, 5 = 1,...,n, ein Fundamentalsystem der DGL

(2).

Alle Losungen von (4) sind verschieden, unter ihnen gibt es komplexe.
In diesem Fall gelten die unter a) angestellten Uberlegungen nach wie vor, auch
wenn einige der Losungen komplex sind. Denn fiir das Verschwinden der Wronski-
Determinante haben wir nur von der Verschiedenheit der Losungen, nicht aber von
der Tatsache, dass die Losungen samtlich reell sind, Gebrauch gemacht. Ebenso
konnen wir die Konstanten ¢; in der Darstellung einer beliebigen Losung y als kom-
plexe Zahlen ansetzen, ohne dass y den Charakter einer Losung von (2) verliert.
Von den n Losungen von (4) seien r reell und 2s je zu Paaren konjugiert komplex.
O.E. seien diese folgendermafien nummeriert (r 4+ 2s = n)

>\1,>\2,...,)\7«, 1251 :l:le, ,ug:l:j’UQ, ey ,uS:l:jvs.
—— ——
eR

Die im Fall D < 0 im § 1.3.2.1 angestellten Uberlegungen liefern die linear unab-
hangigen Losungen

eH1® cos v, ...,eH" cos ve,

eM? sin vy, ..., e’ sin vgx.

Unter den Nullstellen des charakteristischen Polynoms gibt es mehrfa-
che Nullstellen.
Es habe A; die Vielfachheit k, d.h.

p(A) = (A= X)*qg(N)  mit g(A) #0.

Dann sind

linear unabhéngige Losungen von (2).
Dies liefert den folgenden Beitrag von A; zu der allgemeinen Losung von (2):

A1x

k—l) e

Ay ist reell: (co+cx+- -+ cpx
A1 ist komplex: AL = g+ juy

(co+crz+- -+ ¥ eM® cosvr +  (do+dix+--+dp_12571) e1% sin vy,

Beziiglich der formal etwas aufwendigen Beweise wird auf die entsprechende Li-
teratur verwiesen.
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1.3.3 Losung der inhomogenen DGL

Yy (@) + anay" V(@) + -+ ay/ (@) Fagy(e) = g(zr) (1)

Satz: Die allgemeine Losung y von (1) lésst sich darstellen als y = yo + y,, wobei yq
die allgemeine Losung von (1) und y, eine partikuldre Losung von (1) ist.

Beweis: Wortwortlich wie in § 1.2.5

Losungsansatze fiir die partikuldre Losung

Fall 1:

g ist ein Polynom vom Grad m

m=2:y" + ay’ + by = byx® + bix + by

Fall b # 0: Ansatz: y,(z) = coz? + 1z + ¢

Ziel: ¢y, ¢q, co zu bestimmen

Y, = 2cor +c1, Y, = 2¢y,

Einsetzen in die DGL liefert:

202 + 0(2021’ + Cl) + b(021’2 +cxr+ CO) = 621'2 + bll' + bo
Koeffizientenvergleich liefert:

bCQ = bg = Co = bg/b

2ace +bcy = by = ¢ = (bl — 2@02)/()

2¢9 +acy +bcg =by = ¢y = (bg — 2¢co — acy) /b

Da b # 0 gilt, sind die Gleichungen eindeutig nach ¢y, ¢1, co auflosbar.

Fall b =0, a # 0: Ansatz: y, = co2® + 122 + oz

v, = 3cox? 4 2¢1 + co, y, = 6w + 204

Einsetzen in die DGL liefert:

6cox + 2¢1 + a(3cox? + 2¢11 + ) = by + by + by
Koeffizientenvergleich liefert:

3acg = by = 9 = bg/(?)d)

6ca + 2ac; = by = ¢ = (bl — 6CQ>/(2CL>

2c1 + acy = bo = Cg = (bo — 201)/&

Da a # 0 gilt, sind die Gleichungen eindeutig nach ¢y, ¢1, co auflosbar.
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Storfunktion g

Losungsansatz y,

1. Polynom vom Grade m

T Qun(r) fir a#0,06=0
@: Polynom vom Maxgrad m
Parameter: Koeffizienten des Polynoms @,,

yp:{ Qum(z)  fir b#£0

2. Exponentialfunktion
g(x) = e

(1) ¢ ist keine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

yp=A-e”
(2) c ist eine einfache Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms:

yp = Ax - e
(3) c ist eine doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms:

yp, = Ax? - e«
Parameter jeweils: A

3. Sinusfunktion g(z) = sin Sz
oder
Kosinusfunktion g(x) = cos Sz

(1) jB ist keine Losung der charakteristischen Glei-
chung;:

yp = A-sinfx + B - cos Sz
(2) jB ist eine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

yp = (A - sin fz + B - cos fx)
Parameter jeweils: A, B

(1) ¢+ jB ist keine Losung der charakteristischen
Gleichung;:

Yp = € (Qu(z) - sin Sz + R,,(z) - cos )
(2) ¢+ jp ist eine Losung der charakteristischen
Gleichung:

Yp = 2 (Qum(x) - sin fx + Ry, (x) - cos fx)
Qm, Ry: Polynome vom Maxgrad m
Parameter: Koeffizienten der Polynome (@),, und
Rm

Tab. Losungsansitze fiir DGL y” + ay’ + by = g(x)
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1 Gewéhnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Bemerkung zu den Losungsansatzen:

Setzt sich die Storfunktion additiv aus mehreren Gliedern zusammen, so erhalt man den
Losungsansatz fiir y,, als Summe der Losungsansétze fiir die einzelnen Storglieder.

Es gilt namlich der folgende

Satz: Ist u bzw. v Losung von

Yy (@) + apay" V(@) + -+ @y (@) + agy(x) = g1(x)
bzw.

Yy (@) + a1y V(@) + -+ @y (@) + agy(x) = ga(2),
so ist u 4+ v Losung von

Y (@) + ap1y™ V(@) + -+ ary (@) + agy(x) = gi(x) + ga().

Beweis:
u™ + a,_qub + ... 4+ a + agu =q
™ + a,_o™ D + . 4 a + agv =gy
u™ + 0™ g, (Y oDy (W ) 4 ag(utv) = g1+ g
(u+v)™ 4+ a,_1(u+v)D + ... +a(ut+v) +alut+v) =g +g
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1.4 Systeme von Differentialgleichungen

Die folgenden Gleichungen bilden ein System von n DGIn 1. Ordnung fiir die Funktionen
Y, Y2, - -5 Yn

v = filz, yi(@), va(2), -5 yn(2)
Yo = fi(z, 1i(x), v2(2), -5 yn(2))

Yn = Ju(x, y1(2), y2(2), - -, ya(2)).

Eine DGL n-ter Ordnung

y" () = f(z, y(2), y'(2),..., y" V(@)

lasst sich darstellen als ein System von n DGLn 1. Ordnung;:

Die Substitutionen
yi(x) = y(x)
ya(x) =y (x) = w1 (x)
ys(x) == y"(x) = ys(x)

Yn-1(2) =y (@) = yp_(2)
Yn(@) =y D (2) =y, (2)

sowie yp, () =y (2) = f(z, yi(2), y2(2),- ., yu(2))
liefern das folgende System von DGLn fiir die Funktionen y; bis v,

()

1 Y2
ya(x) = y3(z)

yn(x) = f(2, y1(2), v2(), -5 yn(@)).

30



2 Reihen

2.1 Zahlenreihen

2.1.1 Definition und Konvergenz

Gegeben sei eine Folgen reeller Zahlen {ay}. Setze

S1 = aq
So = a1 + ag

S3 = a1 + ag + as

Spi=a; +as+---+ay,

Die Folge {s,}, die Folge der Partialsummen, bezeichnen wir als Reihe (der ay), die
einzelnen a; auch als Summanden.

Beispiele:

1. ik:1+2+3+...

=
Il
—

1 1 1
o= 1+ 3 + 3 +... (harmonische Reihe)
1

(alternierende harmonische Reihe)

Fl=1+qg+3+F+. .. (geometrische Reihe)

b
Mg T[]z T2

=
=
|H}—t
|

|

+

| =
I

| =
+

I

B
Il
—
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Definition (Konvergenz einer Reihe):

Ist {s, } konvergent (mit dem Grenzwert s), dann nennen wir die Reihe Z ay, konvergent

k=1
(mit dem Grenzwert s) und notieren dies als

o0 o0
E aj konvergent bzw. E ag = S.
k=1

k=1

Andernfalls heifit die Reihe Z ar divergent. Ist {s, } bestimmt divergent, dann notie-

k=1
ren wir dies auch als
o0 o
E ap = —o0  bzw. g ap = 00
k=1 k=1

o0
Bemerkung: Z ay bezeichnet
k=1

e cine Folge, namlich die Folge von Partialsummen, unabhangig davon, ob diese
Folge konvergiert;

e cinen Grenzwert einer Folge und hat dann nur einen Sinn, wenn dieser Grenzwert
egcoistiert.
Z ap = s bedeutet, die Reihe konvergiert und der Reihenwert ist s.

k=1

Beispiele:
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¢" (geometrische Reihe)

M

=
i

0

n—1 n
=S

k=0 k=1
sn=14q+¢+ - +¢""

gsn=q+¢+-+q"
= Sn—qsn=1—¢"

1 _ mn
Sp = 1 y 4 #21
l—q
- 1
1. Fall: |¢| <1  Wegen klim ¢" = 0 ist die Reihe konvergent mit Z ¢ = 1o
— 00 — q

k=0

2. Fall: |g|>1 Da {¢"} divergiert, divergiert auch qu :
k=0

3.Fall: ~ g=1  Wegen s, = n ist die Reihe (bestimmt) divergent.
0 fall d

4. Fall. g=-1 sp=1—-14+1—- 4 (=1)"= s T eerade
1 falls n ungerade

Damit ist die Reihe (unbestimmt) divergent.
Satz: - -
Die Reihen Z ay und Z by seien konvergent.

k=1 k=1

1. Dann konvergiert auch die Reihe Z (Aag + pbr) (A, p € R),
k=1

und es ist Z (Aay + pby) = )\Zak +u2bk.
k=1 k=1

k=1

2. Ist ap < by Yk € N, so gilt: Zak < Zbk.
k=1 k=1

n

n n
Beweis: Setze s, := Z g, t, = Z b, Uy 1= Z (Aay + pby) .
k=1 k=1 k=1
Somit ist u, = As, + ut,, woraus sich fiir n — oo unter Verwendung der Grenzwertsatze

fiir Zahlenfolgen die Behauptung unter 1. lim u, = A lim s, + p lim ¢, ergibt.

n—oo n—oo

Aus a, < b, Vk € N folgt s, < t, Vn € N und die Aussage unter 2. O
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Folgerung:
Aus der Konvergenz der Reihen Z asy, und Za%_l folgt die Konvergenz von Zak
k=1 k=1 k=1
und die Gleichung
D ak = 0t ) amer
k=1 k=1 k=1

2.1.2 Konvergenzkriterien

Satz (Notwendige Bedingung fiir Konvergenz):

Ist die Reihe Z ay konvergent, so muss die Folge {a;} eine Nullfolge sein.
k=1

Beweis: Z ay ist konvergent, d.h. {s,} ist konvergent.

k=1
Nach dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt dann lim (s, — s,_1) = 0. O
n—>oo%_,-/
Die Umkehrung gilt nicht!
Beispiel:
— 1 . .
Z z (harmonische Reihe)
k=1
1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+(1+ + 1)+ + ( L.
52l = — — — — — — — — . JR— . 1 .
2 3 475 6v7 8 9 . 16" 20141
>2-1 >4.-1 >8 >2i-1.4
1o
>14+10 - 2% 0
2
d.h. die harmonische Reihe ist divergent!
Beispiel:
= pit 1 11 1 , , ,
Z(—l) 7= 1 - 5 + 371 +—... (alternierende harmonische Reihe)
k=1
1 n— o0

|0 — Sp_1] = 0, Sop < 8 < Sopy1, n € N



2 Reihen




2 Reihen

Definition: (Alternierende Reihe)

Z ay heifit alternierend, falls apar 1 <0 Vk € N.
k=1

Satz: (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)

Eine alternierende Reihe Z ay ist konvergent, falls {|ax|} eine monoton fallende Null-

k=1
folge bildet. Fiir den Reihenwert s gilt:

|s = Su| < lant1l], sgn(s — sn) = sgn(ani1).
Definition: (absolute Konvergenz)

Z ar, heifit absolut konvergent, falls Z |ax| konvergiert.
k=1 k=1

Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.
Die Umkehrung gilt nicht! (Siehe alternierende harmonische Reihe)

Satz: (Quotienten- und Wurzelkriterium)

Es sei {ax} eine Folge mit a; > 0 fiir £ > ny und es existiere

. a .
qo = lim ML baw, gw = lim ay.
k—oo k—o0
In beiden Fallen gilt:
[e.9]
g<1l: Z ay, ist konvergent
k=1
[e.9]
g>1: Z ay ist divergent
k=1

g =1: Kriterium macht keine Aussage.

Beispiele:
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Mit einem anderen Konvergenzkriterium léasst sich der folgende Satz beweisen.

Satz:

=1
Die Reihe Z T ist konvergent fiir a > 1 und divergent fiira < 1.
k=1

2.2 Potenzreihen

2.2.1 Definition und Konvergenzverhalten

Definition: (Potenzreihe)

[e.9]

Zak(x —20)F = ag +ay(x — z0) + az(z — 20)* + ...
k=0
heiffit Potenzreihe (mit dem Entwicklungspunkt z;). Die Faktoren a; heifilen die

Koeffizienten der Potenzreihe.
Fiir g = 0 vereinfacht sich die Reihe zu:
o0

E akxk :a0+a1x+a2x2+...
k=0

Beispiel:

[e.e]

Z ¥ =1+x+2°+... (geometrische Reihe)

k=0
ap =1 \V/k‘GNo, g =0

1

Diese Reihe konvergiert fiir Vo € (—1, 1), und es gilt fiir diese z: Z T =
-z

k=0

1
Die Beziehung bedeutet, dass die Funktion ]

-
nau durch Polynome approximiert werden kann.

auf dem Intervall (—1, 1) beliebig ge-

Approximation von durch Polynome:

po(z) =1, pi(x) =14z, po(z) = 14+a+2?, ps(z) = I+o+a’+a2?,
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Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

Die Potenzreihe Z ap(x — 0¥ ist absolut konvergent in dem Intervall (zo — 7, 2o + 1)
k=0
mit
i Qg b 1
r = lim W, r=——
k=00 | Q41 klim v lag|

falls diese Grenzwerte existieren;
r heifit der Konvergenzradius, (zo—7, zo+7) heifit das Konvergenzintervall.

Bemerkungen:

1. Die Konvergenz in den Randpunkten zy &+ r muss getrennt untersucht werden.

2. Fiir r = 0 konvergiert die Potenzreihe nur fiir den Entwicklungspunkt xg,
fiir r = oo konvergiert sie fiir alle z € R.

3. Durch die Potenzreihe wird jedem Punkt = € (xg—r, xo+7) eine Zahl zugeordnet.
Damit ist eine auf (xg —r, ¢+ 1) definierte Funktion f (die durch die Potenzreihe
dargestellte Funktion) gegeben:

T Z ap(r — x0)",
k=

f:

0
f(x) = ap(r — x0)" Vo € (xg — 71, 20 + 7).
k=0
Beweis: (nur fiir r = und zy = 0)

1
lim \k/ |ak\
k—o00
1. Fall: ¢ := klim \/|ay| existiert.
—00
Es ist klim V|aga®| = klim Vag||z|F = |x| klim Vak| = |z| - g
— 00 — 00 — 00
a) Ist ¢ = 0, so ist auch klim V|axa®| = 0 Vo € R und nach dem Wurzelkriterium
—00

konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.

b) Ist ¢ > 0, so ist |z|¢ < 1, falls |z| < %, d.h. fiir alle x mit |z| < % konvergiert die
Potenzreihe absolut.
Ist |x| > %, so ist |x|¢ > 1 und damit die Reihe divergent.

2. Fall: Ist {{/|ax|} divergent, so ist fiir z # 0 auch die Folge {{/|arx*|} divergent,
woraus die Divergenz fiir z # 0 folgt.
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Beispiele:
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2.2.2 Die Taylor-Reihe

Frage: Wie und unter welchen Voraussetzungen erhélt man zu einer gegebenen Funk-
tion die zugehorige Potenzreihe?

Ansatz: f(:c):Zakxk:a0+a1x+a2x2+-~-—i—akxk—|-... = f(0) =ag
k=0

Annahme: Es darf gliedweise differenziert werden.

Dann folgt:
f'(z) = ay + 2a9x + - - + ka1 + ... = f(0)=a,
f"(z) = 2ay + 6azx + - - - + k(k — VDaga®=2 + ... = f"(0) = 2ay
f"(z) = 6as + 24asx + -+ k(k — 1)(k — 2)apa* 3 +... = f"(0) = 6ay
fO@)y=k-(k—1)-(k—2)-...-2-ap +2(...) = fB0) = k! ap
(k)
ap = f (0> Vk € Ny
k!
Fiir die Potenzreihe Z ax(z — x0)" erhilt man entsprechend
k=0
(k)
ar = f k('x()) Vk € No.

ay heiflt k-ter Taylor-Koeffizient.

Satz von Taylor:

Die Funktion f sei in der Umgebung der Stelle o (n + 1)-mal differenzierbar; dann gilt
die Taylor-Entwicklung;:

f(n) (o)

n!

f" (o)
2!

f(z) = f(zo) + f'(w0) - (v — x0) + (x —20)” + -+ (x —20)" + Ra(2);
dabei gibt es eine Stelle u zwischen xy und z, so dass sich das Restglied R, darstellen

lasst in der Form

_ f0H (u) n+1
R,(x) = 1) (x —x0)" .
Im Sonderfall zy = 0 liefert die Taylor-Entwicklung
an (n) 0
f@) = 10+ 70wt TP g T 0y

10



2 Reihen

mit
_ f (n+l) (1%) !

= ) <y <l
R,.(x) 1) mit 0<9<1

— f®)(x0) ke
P,(x) = Z X (x — x0)" heiit n-tes Taylor-Polynom;
k=0 '

R,(z) = f(z) — P,(z) heifit Restglied der Taylor-Entwicklung von f um .

Art der Annaherung:

n=0: PFy(x)= f(xy) durch die Gerade y = f(x0)
n=1 P(x)= f(xg) + f'(x0) - (x — x9) durch die Kurventangente im Punkt (z¢, f(z0))

n=2 Py(x)= f(zo) + f'(z0) - (x —x0) + @(w — x0)? durch die durch den Punkt
(zo, f(x0)) verlaufende Parabel, die dort die gleiche Tangente und Kriimmung
hat wie f.

Beispiele:

11
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Ist die Funktion f in (a,b) mit zo € (a,b) beliebig oft differenzierbar, so erhilt man fiir
n — oo die Taylor-Reihe

) (2,

00
k=0

Beispiele:

Gesucht ist die Taylor-Reihe der folgenden Funktionen um xy = 0:

1. f(z) =e% esist f*)(z) =e® fO0)=e"=1Vkec Ny

™k

x
E o ist damit die Taylor-Reihe zu e”.
k=0 "

12



2 Reihen

Nicht jede beliebig oft differenzierbare Funktion wird durch ihre Taylor-Reihe dargestellt.
Es gilt jedoch:

Satz: Es sei f auf (a,b) beliebig oft differenzierbar mit xy € (a,b). Dann konvergiert
die Taylor-Reihe zu f gegen f, wenn gilt:

n+1:0

(n+1)
Vz € (a,b) lim / (v)

n—0o0 (n + 1)! (JJ B SL’O)

Bemerkungen:

1. Ist 0 < r < oo der Konvergenzradius der Taylor-Reihe von f, so wird f hochstens
auf [zg — 7,z + r| durch die Taylor-Reihe dargestellt.

2. Die Darstellung einer Funktion durch ihre Taylor-Reihe ist dasselbe wie die Dar-
stellung als Potenzreihe.
Sofern es moglich ist, verwende man bekannte Potenzreihenentwicklungen, um die
Taylor-Reihe einer bestimmten Funktion anzugeben.

Beispiele:
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Binomische Reihe
Die Taylor-Reihe zu (1 + x)® ist Z <Z) ¥ (a €R)
k=0
1. Fall: a € N; wegen (Z) = 0 fiir £ > a bricht die Taylor-Reihe nach dem Term mit
x® ab. Die Taylor-Reihe liefert die binomische Entwicklung.

2. Fall: Fiir a ¢ N gilt () # 0 Vk € N,.

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist » = 1, d.h. die Reihe ist konvergent fiir
Vx € (—1,1), ja, es gilt sogar, dass auf diesem Intervall die Funktion (1 4+ x)* durch ihre
Taylor-Reihe dargestellt wird.

14



2 Reihen

2.2.3 Rechnen mit Potenzreihen

O.B.d.A. sei im folgenden xy = 0 gewahlt.

Bemerkung: Alle nachstehenden Séatze tibertragen sich sinngeméfl auf Potenzreihen
mit beliebigen Entwicklungspunkten.

Satz: (Differentiation und Integration von Potenzreihen)

Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall beliebig oft (gliedweise) differenzier-
und integrierbar. Die Potenzreihen der Ableitungen und der Stammfunktionen haben
denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Reihe.

Insbesondere gilt:

Es sei Zakxk eine Reihe mit dem Konvergenzradius » > 0. Dann ist die durch glied-

k=0

weise Differentiation entstehende Potenzreihe Z kapz® 1 und es gilt:
N / k=1

(Z akxk> = ay + 2a0% + 3asx® + . .. ,x € (—r,7T)
k=0
0o "

<Z akxk> = 2ay + 6agr + ... ,x € (—rr),
k=0

Ferner gilt:

/Zakxkdx:z:ak/xkdx: alji—l LT € (=1,7) ;
k=0 k=0 k=0

denn: Ist F' gegeben durch F(x) = l{:jlj 1:ck+1, dann gilt:

k=0

[e.9] / o0
ay,
F'(z) = ( g Py 1xk+1> = g apa®.
k=0 k=0

Beispiele:

15
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Satz: (ldentitatssatz fiir Potenzreihen)

o0 o0
Sind E apx® und E brz® zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien rq, 75 > 0
k=0 k=0

mit r := min(ry, r5) und gilt Z aprt = Z bra® Vr € (—r,r), so folgt aj, = by, Vk € N.

k=0 k=0
Beweis:
Aus Z apxt = Z bpa® folgt fiir x = 0: ag = by,
k=0 k=0

aus Z kapah—t = Z kbzt~1 folgt fiir x = 0: a1 = by
k=1 k=1

Usw.

Satz: (Addition und Multiplikation von Potenzreihen)

(o] o0
Es seien E apx® und E biz® zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien 71,7y > 0.

k=0 k=0
Dann gilt fiir alle z, z € (—r,r), wobei r := min(rq, ry),

. f: apx® + i bpa® = i(ak + by )"
k=0 k=0 k=0
[e's) [e%S) [e's) k
[ ] <Z akxk> . <Z bkl'k> = Z <Z albk_l> 'l'k
k=0 k=0 k=0 \ =0

Beispiele:
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Division von Potenzreihen

u(x
Den Quotienten f(x) = E ) zweier Potenzreihen mit nichtverschwindenden Konver-
v(x

genzradien u(z) = ag + a17 + ax? + ... und v(x) = by + byw + box® + ... erhilt man
nach dem folgenden Schema:
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten

f(z)=co+crx + e + ...

Multiplikation der Potenzreihen von f und v und anschliefender Koeffizientenvergleich
der Potenzreihen f(z) - v(x) und u(zx) ergibt die Koeffizienten cy.

Beispiele zur Substitution bei Potenzreihen:

17



2 Reihen

2.2.4 Anwendungen

2.2.4.1 Untersuchung von unbestimmten Ausdriicken

18



2 Reihen

2.2.4.2 Berechnung nicht-elementarer Integrale

Die in der Statistik oft verwendete Funktion

xT

G(z) = / e " dt Gauflsches Fehlerintegral

0

lasst sich nicht mit elementaren Funktionen darstellen, daher ist man auf Naherungs-
werte angewiesen.
Mogliche Vorgehensweise:

1. Reihenentwicklung des Integranden

2. gliedweise Integration der Reihe

2.2.4.3 Eulersche Formel

w09 o 097 o )T e YNy e
W=D =D ot =) (D' (1)
— k! prt (2k)! prt (2k 4+ 1)! prt (2k)! — (2k + 1)!
= cosy +jsiny
0 L 0 L 0 k l k—1 0 k
z1 zo Zl 22 o 1 Zl 22 _ (Zl + Z2) _Z1t22
o —< F) <ZH>_ZHZ_!U<:—Z)!M_27M —
k=0 k=0 k=0 1=0 \ . k=0
HEE

Hieraus folgt: e®™ = e®el¥ = e®(cosy + jsiny).

19



2 Reihen

2.3 Fourier-Reihen

2.3.1 Trigonometrische Reihen und Fourier-Reihen im 27-periodischem Fall

Gegeben seien zwei Folgen reeller Zahlen {ay}ren,, {0k }ren-
Dann nennt man

Qg > .
5 + ; ay cos kwx + by, sin kwx

eine trigonometrische Reihe.

Bemerkung: Ist a;, = 0 Vk € Ny (bzw. by = 0 Vk € N), so spricht man von einer reinen
Sinus- (bzw. Cosinus-) Reihe.

Wir betrachten zunachst den Fall, dass die gegebene Funktion f die Periodenlange 27
besitzt; in § 2.3.3 wird dann der Fall einer beliebigen Periodenlange behandelt werden.

Es sei f integrierbar {iber [—m, 7| und es gelte fiir alle z € [—7, 7]

f(z) = % —i—Zakcosk:x—i-bksinkx :
k=1

Integratlon tiber [—7, 7] liefert

/f dx—/—dx—l—/( akcoskx+bksinkx> dx

20



2 Reihen

(es darf gliedweise integriert werden)

/f(x) dr = wag + Zak/czoskx dx+Zbk/sink:x dx
- k=1 g k=1

—T

ST =0 -
1
= aoz—/f(x)dx
s
f(:)s):%—l—Zakcosk‘x%—bksinkx |-cosmx,m21,/...da¢
k=1

—Tr

/ f(z) cosmz dx = / % cosmz dx + / (Z ay, cos kx cosma + bsinkx cos mx) dx

-7 - —T k=1
™

= %/cosmx dx+;ak/cosk:xcosmx dx—l—Zbk /Sinkxcosmx dx

k=1 7
SNe— ~ /
=0 Integral verschwindet

Da gilt, dass cos(a + ) + cos(av — ) = 2 cos a cos 3, folgt

™ ™ m

1 | 0 ,fallsk #m
/cos kx cosmx dr = 3 [/cos((k: +m)x) d$+/005((k5—m)x) dx} = { 7 L fallsk=m

—Tr —Tr —Tr
S

~~

=0

1 i
= a,, = —/f(x) cosmx dx
T

1
Analog zeigt man, dass b, = — / f(x)sinmzx dx gilt.
T

—T

21



2 Reihen

Definition:

Es sei f itber dem Intervall [—, 7| integrierbar.
Dann heiflen die Zahlen ay, b, mit

ak:%/f(x)coskxdx, k € Ny

bk:l/f(x)sink‘zdx, ke N
s

die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Die Reihe

s(z) = % + Z ay, cos kx + by, sin kx
k=1

heifit die zu f gehorende Fourier-Reihe.

Schreibweise: f(z) ~ % + Z ay, cos kx + by, sin kx
k=1

Die obige Entwicklung heifit harmonische oder Fourier-Zerlegung.

Bemerkung: Ist f 27-periodisch, so sind die Integranden 2m-periodisch und jedes Inter-
vall der Lange 27 kann als Integrationsintervall verwendet werden.

Spezialfalle:

™

2
1. Ist f gerade, so gilt a; = —/f(x) coskz dx, k € Ny und b, = 0 Vk € N.
T

0

2 ™
2. Ist f ungerade, dann gilt a; = 0, Vk € Ny und b, = — / f(z)sinkz dz, k € N.
T
0

3. Gilt f(x) = f(x +7) Vo € R, so gilt

aok41 = bop11 = 0, k € Ny,

22



2 Reihen

T

2
Qg = — /f(x) cos 2kx dx, k € Ny,
0

™

bo, = %/f(x) sin 2kx dx, k € N.
0
4. Gilt f(z) = —f(x + m) fiir Vo € R, so gilt

ap =0, agy = by, =0, k € N,

2 ™
Qgkr1 = — /f(:c) cos(2k + 1)z dx, k € Ny,
0

2 s
bog+1 = %/f(x) sin(2k 4+ 1)z dz, k € Ny.
0

Beweis zu 3.:

s

0
ak:% /f(x)coska:d:c+/f(x)coskxd:c

0 0 ’ s
/f(x) coskx dx = (—1)" / f(z 4+ 7)cosk(x + m) de = (—1)F / f(u) cos ku du;
o Zx 0
hier wurde cos k(x + 7) = cos kx cos km — sin kx gin k7, verwendet und anschlieBend u =
—— ——

x + 7 substituiert.
Damit folgt:

™

1 A r _J 0 k ungerade
ay = — (—1) /f(z) cos kx dx + /f(x) coskr dr| = { 2 (™ f(r)coskada k gerade
0

0
Analoge Vorgehensweise fiir die b;,’s. Ebenso fiir 4.

Beispiel:
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Vorbemerkung: Konvergiert die Fourier-Reihe einer Funktion fir alle z € [—m, 7],
so konvergiert sie auch fiir alle x € R, da sie 27-periodisch ist. Insofern ist es zweck-
méBig, eine auf [—7, 7] definierte Funktion, deren Fourier-Reihe ermittelt werden soll,
2m-periodisch auf R fortzusetzen.

Satz: Die Funktion f geniige den Dirichlet-Bedingungen, d.h.

e f sei mit Ausnahme endlich vieler Stellen in [—, 7) definiert und durch
f(z) = f(x + 2m) 2m-periodisch auf R fortgesetzt;

e f besitze in [—m, m) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und fiir alle 2y € [—7, 1)

existiere lim f(x) und hm+ f(z) e R;
T—xT0

Tr—Tro—
e f’ sei bis auf endlich viele Stellen in [—m, 7) stetig.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe s zu f auf R und es gilt
1 . :
Veg € R:  s(xg) == ( lim f(z)+ lim f(x)) :
2 \z—zo— T—z0+
Bemerkungen:

1. Beispiele von Funktionen, die den Dirichlet-Bedingungen geniigen:

a) Sagezahnkurve:

T T
0 27
b)
o——-0
[ [
—T T

24
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2. Ist f an der Stelle zy stetig, so gilt lim f(z) = lim f(x) und damit s(zg) =

T—TO— T—T0+
f (o).
3. Falls f den Voraussetzungen des Satzes geniigt, gilt fiir alle & € N (¢ sei eine
Konstante)

£ falls es Stellen z¢ gibt mit lim f(x lim f(x
|ak|a |bk| S { kc 0 g T—To— f( ) # T—To+ f( )

5 falls es keine solchen Stellen z( gibt.

o

2.3.2 Beispiele von Fourier-Reihen

25
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2.3.3 Fourier-Reihe einer Funktion mit beliebiger Periodenlange

Es sei f eine 2p-periodische Funktion, dann ist g mit g(x) = f(2x) 2n-periodisch, denn
es gilt fiir alle x € R
g(z +2m) = f(2(x +2m) = (22 +2p) = f(22) = g(2)

s T

1 1
ak:—/g(x)-cosk‘xdx:—/f(gx)-cosk:xdx
s v s
Subst.: u = 2z, = 7Tu
d—x:z, dr =~ du
du p

p
1117
T
= ar =— [ f(u)-cos(k—u) du
o= [ ) -costh T
—-p

Damit kénnen wir unsere zunéchst fiir den 27-periodischen Fall gewonnenen Ergebnisse
auf den Fall einer beliebigen Periodenlange verallgemeinern:

Definition:

Es sei f iiber dem Intervall [—p, p] integrierbar.
Dann heiflen die Zahlen ay, b, mit

p
1
ap = —/f(a:) cos k™ x dz, k € Ny
p p
—-p

P
1
by, = —/f(x) sink—x dz, k € N
p p
p

die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Die Reihe

s(z) = Qo4 Z ay, cos Ko+ by sin kg
2~ p p

heif3t die zu f gehorende Fourier-Reihe.

Bemerkung: Ist f 2p-periodisch, so sind die Integranden 2p-periodisch und jedes Inter-
vall der Lange 2p kann als Integrationsintervall verwendet werden.
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Speazialfalle:

P
2
1. Ist f gerade, so gilt a; = —/f(x) cos k™ dz, k € Ny und b, = 0 Vk € N.
p p

0
2 P
2. Ist f ungerade, dann gilt a, = 0, Vk € Ny und b, = Z;/f(x) sin kgx dz, k € N.
0

3. Gilt f(x) = f(x 4+ p) Vx € R, so gilt

aop+1 = bapy1 = 0, k € Ny,

p
2
Qop = — /f(x) coS QkZz dx, k € Ny,
p J p

p
bo, = 2/f(x) sin 2]{::7: dr, k € N.
p ) p

4. Gilt f(z) = —f(z+p) Vz R, sogilt

ap =0, agy = by, =0, k € N,
p

2
Agjr1 = p /f(x) cos(2k + 1)%x dx, k € N,
0

p
2
borr1 = —/f(:c) sin(2k + 1)13;’ dz, k € No.
P p
0
Satz: Die Funktion f geniige den Dirichlet-Bedingungen, d.h.

e f sei mit Ausnahme endlich vieler Stellen in [—p, p) definiert und durch
f(x) = f(z + 2p) 2p-periodisch auf R fortgesetzt;

e f besitze in [—p, p) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und fiir alle zo € [—p, p)

existiere lim f(z) und hm+ f(z) e R;
T—T(

T—To—

e f’ sei bis auf endlich viele Stellen in [—p, p) stetig.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe s zu f auf R und es gilt

Vio €R:  s(zo) = 1( lim f(z)+ lim f(x)).

2 \z—zo— T—z0+

Die Vorbemerkung und die Bemerkungen zu dem entsprechenden Satz in § 2.3.1 gelten
sinngeméafl auch im Fall einer beliebigen Periodenléange.
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2 Reihen

Alternative Darstellungen der Fourier-Reihe:
In Anwendungen bedeutet haufig x = ¢ die Zeit und % =w= %’T die Kreisfrequenz.
Damit lautet die Fourier-Reihe zu f

% + Z ay, cos kwt + by sin kwt
k=1
mit
T
2
ay = —/f(t) cos kwt dt
T
0
T
2 .
b = T/f(t) sin kwt dt
0

Eine weitere Darstellung ergibt sich aus der Beziehung

ay cos kwt + by sin kwt = Ay, sin(kwt + py,)

Begriindung fiir diese Beziehung:

A sin(kwt + py) = A sin @y, cos kwt + Ay, cos ¢y, sin kwt
—— ——

ag bk

umgekehrt:

\Jai + b2 = \/Aisin2 or + A2 cos? g, = Ak\/cos2 Qo + sin? o, = Ay,

Q. Ak sin Pk

— = = tan ¢y (im Fall by = 0 ist ¢ = sgn(ax)3).
b, Ay cos gy

Damit lasst sich die Fourier-Reihe zu f auch schreiben als
% + ; A sin(kwt + ©);

Ay ist die Amplitude der k-ten Teilschwingung,
@y ist die Phase der k-ten Teilschwingung.

2.3.4 Komplexe Darstellung der Fourier-Reihe
Wir betrachten zunachst wieder den 2mw-periodischen Fall.

Bricht eine Fourier-Reihe ab, so erhéalt man ein trigonometrisches Polynom

Qo

5 +Zakcoskx+bksinkx.

k=1
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Mit Hilfe der Eulerschen Formel e/ = cosz +jsinx und e % = cosz — jsin z ergibt sich
cosz = (e 4+ e77) und sinz = zij(ej”” — e 7I7);
eingesetzt in das obige Polynom liefert dies:

Q0 | N~ ke jkey 3y ke gy 90 N~ @k 300 g Gk HibE
2+Z2( +€)2bk(e e)_2+z2e+ ;e

k=1 N~ k=1 N—— —
co Ck [
n n n -1 n
=Cy+ E Ckeka + E C_re —ike — Cco + E C].geka + g ckeﬂ” = E Ckeka
k=1 k=1 k=1 k=—n k=—n

Durch den Grenziibergang n — oo erhalten wir, dass eine trigonometrische Reihe

Qo > .
) + Zakcosk:c + b sin kx
k=1
durch die Reihe .
Z cpe*®  mit ¢, € C
k=—o00

dargestellt werden kann, wobei die Konvergenz der komplexen Reihe bedeutet, dass der

Grenzwert lim g cxe’* in C existiert.

n—o00
k=—n

Fiir die Koeffizienten ¢, gilt:

Lap —jbe) fiir k>0
fir k=0
(a_g +jb_y) fir k<0

|g N

C =

NI

Folgerung: Wenn f gerade ist, so folgt ¢, € R Vk € Z.
Ist f ungerade, dann sind die ¢;’s rein imaginar oder verschwinden.

Umgekehrt gilt:

ag = 200
ak:ck+c_k:2Re(ck) keN
b, = J(Ck — C_k) = -2 Im(ck) keN

Ferner gilt ¢; = c_, Vk € Z.
Fiir die Amplituden Ay gilt:

A = Jaj + b, = VA(Re(c)? + 4(Im(cx))? = 2/ (Re(cr)? + (Im(cy))?

= 2|ex| = 2]c_4]
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Direkte Berechnung der komplexen Fourier-Koeffizienten

c:—ao /f

Fuar k£ e N:

Cp = ;(ak—ka /f ) cos kx dx——/f )sin kx dx

/f ka te ka /f ka_ —ka dﬂf_—/f —ka dx

Analog erhélt man

VEeN: c= i/f(x)ejkx dx .
2m

—T

Damit gilt fiir alle k € Z:

= iﬁ/f(x)e_j’“ dx .

Beispiel:

Komplexe Form der Fourier-Reihe einer Funktion mit bel. Periodenlange

Ist f eine 2p-periodische Funktion, so lautet die komplexe Darstellung der Fourier-Reihe

zu f

p
= e 1 o
Z cpe?®p®  mit ¢, = 2—/f(:)3)e_Jkpx dz, keZ.
P
-p

k=—00
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3 Fourier-Transformation

Diese Einfithrung basiert auf

G. Glatz, H. Grieb, E. Hohloch, H. Kiimmerer, R. Mohr
Fourier-Analysis

Briicken zur Mathematik, Bd. 7

Cornelsen Verlag, Berlin, 1996

3.1 Spektraldichte

Es sei f periodisch mit der Periode T und wy := 5. Es gelte f(t) = Z cred™0t mit
k=—o00
T/2
1 .
Cp = T / f(t) e_Jk“’Ot dt.
~T/2

Annahme: ¢, € R. Wir setzen

Aw := wy

w = kwy = EAw.

2
Dann gilt wy = Aw = %
. _wo  Aw
und damit T 50, = o9

Wir betrachten das sog. ,normierte Spektrum “

\MIH

al = | f(t)e " dt
:

F =53 @ne = L S (o) eRaw
T k=—00 27T k=—0c0
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3 Fourier-Transformation

Idee: Ausgehend von einer periodischen Funktion mit der Periode 7', erhdlt man durch
den Grenziibergang T" — oo, d.h. Aw — 0, den Ubergang zu der Spektraldarstellung
einer nicht-periodischen Funktion.

(Spektraldichte)

ol . S()
T/2 ,OO ~N
/ Ft) e Tt gt KimicR / F(t) e dt
-T/2 —00
L i (crT) e¥Ft Aw — i/S(u)) et dw
2m P 2m
" U fgf“ 1
Definition:

Zu einer gegebenen Zeitfunktion f heif3t

S(w) ::/f(t)e_wdt

Spektraldichte der Funktion f; das auftretende Integral heifit Fourier-Integral.

(Korrespondenzsymbol)

f(t) o—e S(w)

Funktion im Zeitbereich Funktion im Frequenzbereich

Die Zuordnung f + S heifit Fourier-Transformation.

Analogie:

periodische Funktion <« diskretes Spektrum {Ay, ¢x} bzaw. {cx}

aperiodische Funktion <« kontinuierliches Spektrum S(w)
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3 Fourier-Transformation

Beispiel (Spektrum eines Rechteckimpulses):

Impulsdauer T; = 2T,
Periode T' = 27T,

1 fur |t <T;
O SR
0 fur Tl < |t| < T()

ft+T)=f(t) VteR

2T T

WO:T—TO

Fourier-Koeffizienten:

/ 2 L
Co = f =7
2T, S22, T
-7
( =0 )
—_—
Ty Th T
ck:L e_jk“’otalt:L /coskwtdt—j/sinkwtdt
2T, 2T, ’ ’
-1 -1 T
\ J
7 T T
1 1 1
= — kwot dt = in kwoT) = k=tm = — sink—
Ck T / cos kwy Tohon sin kw1 Tk sin Toﬂ' = sin T07r
0
Spektrum fiir verschiedene Quotienten n = % = %:
Im Folgenden sei 17 fest und T variiert.
T 1 1 1
CO:T(I]:E; Ck:ﬁsnl(kﬂ'n)
normiertes Spektrum: Mit wy, = kwo und T" = erhalt man fir k # 0
2r 1 i T i T
T = “m L sin(w, 1) = QM — QTIM
wo kT Wy wi Ty
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3 Fourier-Transformation

Setzt man u = w17, so besitzen alle Spektrallinien die Hiillkurve ﬁ(u) = 2Tlsi% mit
den Nullstellen u = 47, +27,. ..

(e Ty 2222 F(u) = o1 220

S(w) = F(wTy) ist die Spektraldichte (des Rechteckimpulses).
Berechnung der Spektraldichte des Rechteckimpulses mit Hilfe der Definition:

£t) = {1 fiir [t| < T,

0 sonst

Fiir w # 0 gilt

oo Ty . T
. . —e Jwt |1
S(w) = / ft)e ¥rdt = / e Wdt = —
Jw -7
—00 T
jwT —jwT:
— _i (e_jWTl — eJWTl) — g w
jw w 2j
—_———
sinwTy
sin wT}
= 2T
! C()Tl

Sinus cardinalis

sint - fijr ¢ £ 0
sinc(t) =< * 1}1" 7
1 firt=0

sin 7t

Achtung! Zuweilen findet man auch die Definition sinc(t) = 27+,
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3 Fourier-Transformation

3.2 Vorbereitungen

Bemerkung: Die graphischen Veranschaulichungen sind vom Leser einzutragen.

3.2.1 Einheitssprungfunktion

Definition (Einheitssprungfunktion, Heaviside-Funktion):

1 firt>0
o(t) := )
0 firt<0
Beispiel 1:
Rechteckimpuls:
1 fir —T<t<T
t) = o
1 {O sonst
t+T>0st>-T
ft)=c(t+T)—0ot-T) t-T>08t>T
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3 Fourier-Transformation

Beispiel 2:

1 fir —T<t<0
fty=4—-1 fir0<t<T

0 sonst

ft)=c(t+T)—20(t)+o(t—T)
Beispiel 3:

£(t) = {m(t—a) fira <t

0 sonst
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3 Fourier-Transformation

3.2.2 Einheitsimpuls

cuﬂzéb@—a@—ﬂ
Es gilt: / d.(t)dt = 1.

Definition (Einheitsimpuls, Dirac-Impuls, Dirac-Stof}):
: .1
i(t) = hII(l) d.(t) = hII(l] —[o(t) —o(t —¢)]
e— e—0 &
J ist eine verallgemeinerte Funktion (Distribution)

st = r
aw:{m fallst=0 s /5@@:1

0  sonst

— 00

d(t) wird durch einen nach oben gerichteten Pfeil der Lange 1 dargestellt.
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3 Fourier-Transformation

Der Einheitsimpuls an der Stelle ¢, wird beschrieben durch §(t—ty).

Eigenschaften von ¢:

Es gilt 6(—t) = d(t), d.h. § ist gerade.

Ausblendeigenschaft: f(t)d(t —to) = f(to)d(t — to)
Insbesondere gilt firty = 0: f(t)d(t) = f(0)d(t)

/ F(08(t — to)dt = f(to)

Beispiel:

/ costo(t + g)dt = cos(—g) =0

—00

Zusammenhang zwischen ¢ und §:

Definition:
Die Einheitssprungfunktion o lasst sich approximieren durch die Rampenfunktion s..

0 firt<o0
se(t)i=qL fir0<t<e
1 fire<t
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3 Fourier-Transformation

Damit gilt:
o(t) = o(t)

Beispiel (Dreieckimpuls):

u(t) = (1 + %) o(t+T) — o(t)] + (1 - T) o(t) — ot — T)]

Formales Differenzieren liefert:

alt) = % = 2o+ 1) —o(t)) + (1 + %) 5(t+T) — 8(2)]
2ot~ ot =] + (1 - %) 5(8) — 8(t —T)

_ % 0t +T) = 20(t) + ot = T)| + 5t + T) — 8(¢ = T)

1
+ = |to(t+T)— 2t0(t) +t5(t—T)
T | ——r N—— N—_——
—T6(t+T) =04(t) T6(t—T)
(Ausblendeigenschaft)

a(t) = % (o(t+T) = 20(t) + ot — T)]

siehe Beispiel 2 in § 3.2.1. Ferner gilt

ii(t) = ZTZ _ % 6(t+T) — 26(t) + 6(t — T
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3 Fourier-Transformation

3.2.3 Faltung

Definition:
Unter der Faltung der beiden Funktionen f;, fo versteht man die Operation f; * fo
definiert durch

fox folt) = / fi(r) - folt — 7)dr

Satz:
Das Faltungsprodukt ist kommutativ, d.h. es gilt

fixfa=fax fi

Beweis:
i Subst: T=t—u %
= / f1(7) fo(t — T)d7 = f1 % fo(t)
O
Satz (0.B.):

Die Faltung ist assoziativ und distributiv beziiglich der Addition, d.h. es gilt:

f1*(f2*f3):(f1*f2)*f3
frgtg)=Ffxa+f*g

Beispiel 1:

filt) = fo(t) = f(t) =e™" - o(t)
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3 Fourier-Transformation

Beispiel 2:

fit)=e""o(t), fo=0(t)—o(t—T)

[e.e]

fos filt) = / 0(7) — o(r — T)]e~*ar(t — 7)dr
(0 fiir t < 0

fte_terT fir0<t<T
T

[e7teTdr fir T <t

L0

(0 fiir ¢ < 0
=d1l—e"t firo<t<T
et (eT—l) fir T <t

\
Nebenrechnung: fto*tede:c*tfterT:c*teTB:o*t(ef—l)
0 0
3.3 Die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung

3.3.1 Definition und Existenz der Fourier-Transformierten

aus § 3.1: S(w) = / f(t)e dt

Umbkehrformel: f(t) = 2i / S(w)e dw
m

Ubliche Bezeichnungen: Frequenzvariable: — Statt der Kreisfrequenz w
wird als Frequenz f mit w =
27 f verwendet.
Zeitfunktion: s(t) (statt f(t))
Frequenzfunktion: S(f) (statt S(w))
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3 Fourier-Transformation

Definition (Fourier-Transformation):

Es sei s eine auf R definierte reellwertige Funktion. Existiert das Integral

[ s(t)e 3 tdt fiir alle f € R, so wird hierdurch auf R eine Funktion S mit

—00

[e o]

S(f) = / s(t)e * It

— 00

definiert. S heifit die Fourier-Transformierte zu s. Die hierdurch gegebene Zuordnung
s(t) — S(f) heiBt Fourier-Transformation.

Bemerkungen:

1. Die Fourier-Transformation ist nicht eindeutig, denn sind s; und s, auf R de-
finierte reellwertige Funktionen, deren Funktionswerte sich nur an endlich vie-
len Stellen voneinander unterscheiden, so besitzen doch beide die gleiche Fourier-
Transformierte, da sich der Wert eines Integrals nicht andert, wenn man den Inte-
granden an endlich vielen Stellen abandert.

2. Nicht fiir jede auf R definierte Funktion existiert das Fourier-Integral. Als Beispiel
wéahlen wir s(t) =1Vt € R. Um die Frage der Konvergenz des Integrals

/ le 3% tdt  zu entscheiden, betrachten wir

—00
a

. 1 e
e—J27rftdt - e—J27rft )
/ A
0

—j27fa

Der Grenzwert fiir a — oo existiert nicht, da e = cos2m fa — jsin 27 fa fir

a — oo unbestimmt divergent ist.
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3 Fourier-Transformation

Satz:
Ist die Funktion s : R — R absolut integrierbar, d.h. gilt [ [s(t)|dt < oo, dann besitzt

s eine Fourier-Transformierte, welche tiberdies beschrankt ist.

Beweis: Fir alle f € R gilt

/s(t)e—ﬂ”ﬁdt < / |s(t)e >/t dt = /\s(t)\dt<oo
/_H
—00 —00 e’jzwft|:1 —o0
VteR

3.3.2 Umkehrformel

Satz (0.B.):

Die Funktion s : R — R sei absolut integrierbar mit der Eigenschaft, dass auf jedem
beschrankten Interval sowohl s als auch s’ bis auf endlich viele Sprungstellen stetig sind.
Es gelte fiir alle typ € R : s(ty) = %(tkgl s(t) + tEglJr s(t)).

Dann gilt fiir alle t € R:
s(t) = / S(f)ed? It qf.

Bemerkung: Das Integral in der Umkehrformel ist als der sogenannte Cauchysche

Hauptwert zu verstehen:
o0 a

[ ...df = lim [ ...df, d.h. die Grenziiberginge gegen +oc sind in der gleiche Weise

vorzunehmen.

Definition:
Die Zeitfunktion s(¢) und die Frequenzfunktion S(f) bilden ein
Fourier-Transformationspaar, wenn sie den folgenden Gleichungen gentigen:

[e.9]

S(f) = / s(t)e 2t qt

—00
[e.9]

s(t) = /S(f)eﬂ”ftdf.

—00
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3 Fourier-Transformation

Bezeichnung: s(t) o—e S(f)
s heifit Original-/Oberfunktion
S heifit Bild-/Unterfunktion

3.3.3 Darstellungen der Spektraldichte

Aufspalten in Real- und Imaginarteil:

Mit e ¥/t = cos 2 ft — jsin 2 ft folgt

oo

S(f) = / s(t) [cos 2w ft — jsin 27 ft] dt
= / s(t)cos2mftdt +j | — / s(t)sin 27 ft dt
R(p) 1)
Fourier-Cosinus-Transformation Fourier-Sinus-Transformation

Kartesische Darstellung: S(f) = R(f) +jI(f)
R(f),I(f) sind reellwertig

R ist gerade: R(—f) = R(f)

I ist ungerade: I(—f) = —1I(f)

Ferner gilt:

o0

s(t) gerade = S(f) :2/s(t) cos 27 ft dt

0
o)

s(t) ungerade = S(f) = —2j/s(t) sin 27 ft dt
0
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3 Fourier-Transformation

Darstellung in der Exponentialform

S(f) = IS(f)] e

IS(f)| = VR2(f) + I2(f) Betrag (Amplitude)

¢(f) = arctan é((jj?) Argument(Phase)

|S(f)| und @(f) sind reellwertig
|S(f)| ist gerade

o(f) ist ungerade

Beispiel:

sty =e - 0o(t), 0 <

S _ e—ate—J27rftdt _ /e—(a+J27rf)tdt — _ : e—(a+J27rf)t
() / a+j2nf 0
0 0
= ————— [cos 27 ft — jsin 27 f1]
a+j2nf 0
-1 . —au s
= P lim {e™*“[cos 27 fu — jsin 27 fu]} —1
Q1 J&aTr U—00 g
=0
_ 1 a—j2rf o . —2nf
Ca+i2nf a—ji2rf a2 4 4n2f? Joz2+47r2f2
R() 1(5)
—at Q _.]27Tf
/ i
e %o(t) a2 + A2 f2

S B o? 472 f2 o 1
S = (a2 + 4m2 f2)2 i (@2 +4m2f2)2 | /a2 + 4x2f?

o(f) = arctan (—ﬂ) = —arctan ﬁ

(0% (0%
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3 Fourier-Transformation

3.4 Eigenschaften der Fourier-Transformation

Satz (Additionssatz):
F{aisy + agsa} = anF {s1} + o F {s2} Voai, 0 € R

Bemerkung: Gilt fir Y «a;s; entsprechend; F~! ist ebenfalls linear.
i=1

Beweis:
Fagsi(t) + azss(t)} = / (o151 () + caso(t)) o i2mft gy
= (X / Sl(t)e_j27rftdt + Qo / 82(t)e—j27'rftdt

= Oélf {Sl(t)} + Oézf{Sg(t)} .

Satz (Vertauschungssatz):

S =F{st)y = s(=f)=F{50)}
Beispiel (vgl. Beispiel in § 3.1):

ety e [T 10
r(t)=ct+T)—o(t—T) {2T 0

sin(2ntT
R(t) = 27D fallst # 0
27T fallst =0

FARW)} =r(=f) =o(=f+T)—o(=f=T)
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3 Fourier-Transformation

Satz:

S()=F{s(t)y = S(=f)=F{s(=t)}

o0 oo

Beweis: /s(—t)e_ﬂ”ftdt: /s(u)e_ﬂ’r(_f)“duzs(—f)

Beispiel (Fortsetzung): s(t) = e o (t)

1

Substitution:
u=—t = du = —dt

a+j2nf

s(=t) = e”o (1) Fls(=t)} =5(=f) =

] e Yo(t)+eo(—t) t#0
e =
1 t=0

f{e_o“t‘} = ]:{e_o‘ta(t)} + f{eo‘ta(—t)}

R SR SR
Ca+i2nf  a—ji2nf a2+ 4n2f?

47

a—j2mf - a? 4 42 f?



3 Fourier-Transformation

Satz (Zeitverschiebungssatz):

Fs(t—tg)} = e ™0 F {s5(t)}

Beweis:
Subst: u=t—to
[ee} t=u+to )
. dt=du )
F{S(t — to)} e / S(t _ to)e_J27Tftdt — / s(u)e—JQWf(U"l‘t())du
— e‘j27rft0 / s(u)e—j%rfudu‘
Fis()}
Beispiel:
s(t) = e o (1), (f) = ——— (vgl. §3.33)
a+j2nf
(t—to) e—j27rfto
f alt—to t—t -
{e o(t—to)} P

Satz (Frequenzverschiebungssatz):

SH=F s}y = S - fo) =F {s(t)e” '}

Beweis:
/ s(t)e 2 fote —i2nft gy _ / s(t)e2RU=I0tG — S(f — fo).
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3 Fourier-Transformation

Beispiel:

2T sin 27 fT 0
r(t) = o(t+T) —o(t—T) o—e wr 7
2T f=0
sin 27 (f— fo)T
r(t)el? ot o—e 2T 5rGor lls 7 fo
2T falls f = fo

Anwendung:

SUF = fo) = F {s(t)ei2r)
f + fO — {S t —J27Tf0t}
S(f = fo) +S(f + fo) f{S (t) (P00 + e_j%fot)J}

~
2 cos 27 fot

Damit folgt

SU)=F L} = (80~ fo) + S(F + fo)) = F {s(t) cos 2mfut}.

Satz (Ahnlichkeitssatz):

S(f)y=F{s(t)} = f{s(at)}:|a|5(f) Va € R a # 0.

Beweis: Siehe Ubung.

Beispiel:

sin(2m fT)
’(t) = ot +T) — o(t ~T) o—s {Zj%n o

1 AT sin(4n fT) 0
a = —: r E =0 E_i_T — 0 E_T o—e A fT f%
2 2 2 2 AT f=
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3 Fourier-Transformation

Satz (Differentiation im Zeitbereich):

d"s
s(t) o S(f) = T

Fourier-Transformationspaar

o—e  (j2mf)"S(f)

Beweis: Aufgrund der Umkehrformel gilt

s(t) = / S(f)eitay
ds I .
() =7 = / SRR 2 0 o—e inf S0

Fiir die hoheren Ableitungen analog.

Satz (Differentiation im Frequenzbereich):
ars
dafm

S =F{s()y = = F{(=j2nt)" s(t)}

Beweis: Durch Differentiation der Definitionsgleichung.

Folgerung (Multiplikationssatz):

(L) G -7 sy

or ) dfr
Beispiel:

= ot - A f A0
rt)=o(t+T)—o(t—-T) o—e {2T T
#[2WfTCOSQ7TfT—SiD27TfT] f#0

0 f=0

tr(t) o—we {
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3 Fourier-Transformation

Satz (1. Faltungssatz):

Si(f) = Fisi(t)}, i=1,2 = Si-S=F{s1#s)}

Beweis:
F{s1*xs9(t)} = / / 51(T)so(t — 7)dr | e 2™t qt
= / s1(7) / so(t — T)e 2™t | dr
Vertauschen der \—oo oo
Integrationsreihenfolge
ist erlaubt
- / 51(r)e 2178, (f)dr
=5u(7) [ si(m)edr = 5,(£) - Su(1)
s16)
* Nebenrechnung:
/ syt — T)e 92ty
Subst: u=t—7
T %S %
f/ 82(u)e—j27rf(u+7)du _ e—j27rfr / 52(u)e_j2”f“du
$2(0)

51



3 Fourier-Transformation

Beispiel:

s1(t) = so(t) = e *o(t)

Dann gilt (vgl. § 3.3.3) F{s(t)} = #ﬂﬂ'f
und (vgl. § 3.2.3) s % 5(t) = te " o(t)
und damit Flte™o(t)} = m

Satz (2.Faltungssatz):
Sl(f) = f{Sl(t)}, 1= 1,2 = f{Sl . 82} = Sl * Sg

Beweis: Analog zum 1. Faltungssatz.

Satz (Integrationssatz):

f{/s(T)dT} :p%fS(f)jL%S(O)ﬁ(f)

—00

Beweis: Folgt in § 3.5.3

Satz (Parsevalsche Gleichung):
S(f) = F{s(h)} = / )t = /|s R

Beweis: Wir wahlen im 2. Faltungssatz s; = sy =: s, dann gilt:

/ Je 2ot — / S(1)S(fo— fdf

—00

Speziell fiir fy = 0 ergibt sich:

752(t)dt = 7S(f) S(—
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3 Fourier-Transformation

Nun gilt (vgl. § 3.3.3):

S(f) = R(f) +i1(f)
S(=f) = R(=f) +JI(=f) = R(f) = jI(f) = 5°(f)
= S(f)-S(=f)=R(f) + I*(f) = IS(H)

Folgerung:

Beweis:

Wir wéhlen r(t) = o(t + 1) — o(t — 1); dann gilt

00 1

/rz(t)dt:/Idt:2

—00 -1

Anwendung der Parsevalschen Gleichung liefert:

]ORQ(f)df = frz(t)dt =2
I

7 sin 27Tf 2 4 r sin w ? Substitution:
4 d = — d w=271f: —“’:.W
/(%f)f%/(w)“ =it =

Beachtet man, dass der Integrand gerade ist, so folgt
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3 Fourier-Transformation

3.5 Weitere Beispiele und Anwendungen

3.5.1 Fourier-Transformierte des Einheitsimpulses

Mittels der Ausblendeigenschaft des Einheitsimpulses erhalt man

F{o(t)} = /5(t)e_j2”ftdt:e_j2”0f =1 5(t) o—e 1

— 00

Mittels Vertauschungssatz folgt: |1 o—e §(—f) =4d(f)

3.5.2 Fourier-Transformierte der Einheitssprungfunktion

Konstruktion der Spektraldichte von o(t) {iber die Spektraldichte S der Signum-Funktion
sgn(t):

sgn(t) = o(t) —o(=t) o—e S(f)

Verallgemeinerte Ableitung (vgl. § 3.2.2)

%sgn(t) =0(t) — (—0(—t)) = 24(t)
%sgn(t) o—e 2

andererseits liefert der Differentiationssatz:

Csn(t) o— j2nf3(7)
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3 Fourier-Transformation

Der Vergleich der rechten Seiten ergibt
~ 1
(f) 7

Die Einheitssprungfunktion o lésst sich mit Hilfe der Signum-Funktion darstellen:

o(t) {%sgn(t)—i—% t#0
1 t=20

Damit folgt:

1 1
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3 Fourier-Transformation

3.5.3 Beweis des Integrationssatzes

Faltung der Zeitfunktion s(¢) mit der Einheitssprungfunktion liefert

(5% 0)(1) = 75(7)0(75 —7)dr = j s(7)dr.

Anwendung des 1. Faltungssatzes ergibt

t

74 [ smar Lo (i%ém)

J j2nf
= L S 1505
= 2 f (f)+§ (0)d(f).

1
Ausblendeigenschaft
von 4(f)

3.5.4 Fourier-Transformierte des Dreieckimpulses

Fiir die 2. Ableitung von s gilt nach § 3.2.2

(Zeitverschie-
bungssatz
d’s 1 gosal)

1 2w fT —j2n fT
Ezf[é(HT}—%(tHé(t—T)] o—e T[eﬂf — 2+ e T
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3 Fourier-Transformation

1

T

— [eIIT — o =IIT] 2

1 4
T 2 sinw fT]* = - sin?(7 fT)

Andererseits gilt nach dem Differentiationssatz

s
dt?

(127 f)? S(f) = —4x*f*- S(f)

Durch Vergleich der beiden Bildfunktionen erhélt man:

sy =17 (

sin(m fT)
7 fT

)2 fiir f £0

T fiir f =0

3.5.5 Fourier-Transformierte periodischer Funktionen

Mit 6(t)

o—e lund s(t)=1 o—e S(f)

quenzverschiebungssatzes:

0(f) folgt unter Verwendung des Fre-

S(f - f(]) - 5(f — fo) e—O S(t)ej27"f0t — ej27rf0t

s(t)

ej27Tf0t

o—e J(f — fo)

e}

E ckeﬂﬂkfot

k=—00

Fourier-Reihe der periodi-
schen Funktion s mit der

Periode T = %’r =1

fo

o7

> ad(f —kfo)
k=—00

Die Fourier-Transformierte
einer Fourier-Reihe besteht
aus FEinheitsimpulsen der
Intensitét ¢, an den Stellen

k- o

S(f)



3 Fourier-Transformation

Zusammenhang zwischen der Spektraldichte eines Einzelimpulses und den komplexen
Fourierkoeffizienten der zugehorigen periodischen Impulsfunktion:
Wir betrachten den Einzelimpuls sq(t)

Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten der durch periodische Fortsetzung entstehenden
Funktion s(t) gilt

1 . 1
— e 2 kfotgr  mit T = — =27 fy.
T s(t)e mi i Wo 7 fo

CL —

|
oy s

Der Vergleich der beiden Darstellungen liefert

1
Crp = TSO(ka)a keZ

d.h. die normierten komplexen Fourierkoeffizienten {c;7'} sind die Funktionswerte der
Spektraldichte des zugrundeliegenden Einzelimpulses sy an den Stellen kfy. Damit er-
hélt man fiir die Fourier-Transformierte der periodischen Impulsfunktion s(t) die Dar-

stellung

S =7 3 Solhfo)s(f — k)

k=—00
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3 Fourier-Transformation

Beispiel:

) t, —nm<t<m
S =
: 0, sonst

Dann gilt (vgl. Beispiel in § 3.4)

So(f) = 27r1f2 [27rzfcos (27r2f) — sin (27rzf)} :

Mit T = 27, d.h. kfy = &, folgt

Solkfo) = % ko cos (k) — sin(kr)

(-1)k =0
2mj

= (=12
(1)

e = 7So(hfo) = (<1 L.
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4 Laplace-Transformation

4.1 Herleitung aus der Fourier-Transformation

Um die Laplace-Transformierte aus der Fouriertransformierten herzuleiten, multiplizie-
ren wir die gegebene Zeitfunktion s(¢) mit dem konvergenzerzeugenden Faktor e

a > 0 hinreichend grofl gewéhlt:

firt <0

[e.9] [e.9]

S0 = {(s](t)e_o‘t fiir ¢ > 0

F{s(t)} = /S(t)e—ate—j%rftdt _ /S(t>e—(a+j27rf)tdt_

0 0
Mit w =27 f und p = a + jw folgt

[e.9]

FLE() = / s(t)e Pdt = S(p), peC. (1)

0

Wendet man auf S(p) = S(a+jw) die Fourier-Riicktransformation an, so ergibt sich

_ r . d
s(t) = / S(a + jw)el?™tdf o
df
= i/S(a + jw)e dw x e
2
X0 / Sty S i g
a+joo
= o / S(p)e”dp (2)
a—joo

60



4 Laplace-Transformation

Die Integration erfolgt dabei in der komplexen Ebene langs einer Parallelen zur imagi-
naren Achse.

In der Praxis fithrt man die Transformationen (1), (2) mit Hilfe bekannter Korres-
pondenzen (s. Tabelle) und der Eigenschaften der Laplace-Transformation (s. § 4.3)
durch.

4.2 Definitionen und Beispiele

Wir werden die Frequenzvariable fortan mit s statt mit p bezeichnen (wie auch in ande-
ren Vorlesungen tiblich).
Die Transformationsgleichungen (1) und (2) fithren zu folgender Definition:

Definition:
Die Zeitfunktion f(t) mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 und die Frequenzfunktion F(s) bilden ein
Laplace-Transformationspaar, wenn sie den folgenden Gleichungen geniigen:

F(s) = L{f(t)} = / f(t)e~stdt, seC

a+joo

1
= Q—M F(S)eStdS.

a—joo

f(t) =L {F(s)}
Bezeichnung: f(t) o—e F(s)
Die Funktion f(¢) heifit Original-/Oberfunktion und F'(s) Bild-/Unterfunktion.

Grundsatzlich gilt s € C; wir beschranken uns hier auf s € R.

Zu einer gegebenen Funktion f(t) existiert die Laplace-Transformierte

F(s):/f(t)e_Stdt

nur unter gewissen Voraussetzungen:

Gilt beispielsweise
1) In jedem endlichen Intervall besitzt f nur endlich viele Sprungstellen,

2) |f(t)] < Me* fur alle 0 < t (M, « seien Konstanten);
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4 Laplace-Transformation

dann existiert

0/ f(t)e dt

fur

s>«
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4 Laplace-Transformation

Beispiele:
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4 Laplace-Transformation

4.3 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Satz (Linearitédt der Laplace-Transformation):

Fir alle o, 5 € C gilt

LA{af(t)+Pg(t)} = aL{f()} +BL{g()}.

Anmerkung: Gilt auch fiir

n
Z az'fz‘
i=1

entsprechend; £7! ist ebenfalls linear.
Beweis: Wie beim Additionssatz der Fourier-Transformation (s. § 3.4).

Ahnlichkeitssatz:

E{f(at)}:%F(g) a0

Beweis: Wie beim Ahnlichkeitssatz der Fourier-Transformation (s. § 3.4).
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4 Laplace-Transformation

1. Verschiebungssatz (Verschiebung nach rechts):
L{ft—T)ot-T)}=eT F(s) ,T>0.
Beweis: Mittels der Substitution uw =t —T" dhnlich wie beim Zeitverschiebungssatz der

Fourier-Transformation (s. § 3.4).

2. Verschiebungssatz (Verschiebung nach links):

C{f(t+T) ot +T)} = o (F(s) — /f(t) et dp).

Beweis: Mittels der Substitution © = t + T" dhnlich wie beim Zeitverschiebungssatz der
Fourier-Transformation (s. § 3.4).

Dampfungssatz:

LA{f(t)e ™} =F(s+a).
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4 Laplace-Transformation

1. Differentationssatz (Differentation im Zeitbereich):

Die Funktion f sei hinreichend oft differeznzierbar und es gelte

Jim flt)e ™ =0, Jim flt)e™=0,... . (%)
Dann gilt

L{f'(1)} = s F(s) = £(0),
L{f"(t)} = s* F(s) — f(0)s — f(0),

L{FM®) = 8" F(s) = £(0) "1 = f1(0) "2 = = f72(0) s = f"70(0),

Bemerkung: Hat f*) eine Sprungstelle bei t = 0, so ist fiir f*)(0) jeweils der rechts-
seitige Grenzwert einzusetzen.

2. Differentationssatz (Differentation im Frequenzbereich):

LA F0)) = (1) o F(s).
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4 Laplace-Transformation

Faltungssatz: Es gelte f;(t) =0 fir ¢t <0 und L{fi(t)} = Fi(s), i = 1,2.
Dann ist

LA f1* f2(1)} = Fi(s) - Fa(s).
Bemerkung: Nach § 3.2.3 gilt

fo % falt) = / () folt —7) dr = o(t) / £1(7) folt — 7) dr.

0

Integrationssatz:

c {/f(r)dr)} _ % F(s).
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4 Laplace-Transformation

Satz (Laplace-Transformierte periodischer Funktionen):
Es sei f periodisch mit der Periode T. Dann gilt

LU0 = 1 [ e
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4 Laplace-Transformation

4.4 Losung von linearen DGLen mit konstanten Koeffizienten mit
Hilfe der Laplace-Transformation

Gegeben sei eine lineare DGL (mit konstanten Koeffizienten)
Y™ (1) + anay" V() 4 -+ ay () + aoy(t) = g(1). (1)

Unter Anwendung der Linearitat der Laplace-Transformation und des 1. Differentiations-
satzes ergibt sich

$"Y (s) — " 'y(0) — 8"y (0) — -+ — sy "2 (0) — y" 1 (0)
+an_1 [$7Y (s) = 5" 2y(0) — "2y (0) — - =y 2(0) ]
+otar [sY(s) —y(0) | + agY (s) = G(s)

und damit

[s" + ap_18" 4+ +ars +ag) Y(s) = G(s)

.- -

= p(s) (charakteristisches Polynom der DGL)

+[ 8" Fa, 18"+ -+ a1 ] y(0)

‘l‘[ Sn—2 + an_lsn—3 + -+ oag ] y/(o) =: Z(S)
+ot [ s+ an | y"2(0) + y"(0)

und schlieBllich die Bildfunktion zu der Losung von (1) zu
G(s) | 2(s)

Y =250 T )

Diese Bildfunktion ist dann unter Verwendung von Eigenschaften der Laplace-Transformation
und bekannter Korrespondenzen in den Zeitbereich zurtickzutransformieren. Der Quoti-

z(s)

ent o(s) in der Darstellung der Bildfunktion ist echt gebrochenrational. Ist G(s) gebro-
p(s
G(s)

chenrational, so ist auch

mation in den Zeitbereich ist haufig die Partialbruchdarstellung des bzw. der Quotienten
nitzlich.

Lost man das Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation, so werden An-
fangsbedingungen an der Stelle 0 bei der Anwendung des Differentiationssatzes sofort
berticksichtigt. Damit ist diese Methode haufig schneller als die Methode, die in Kap. 1
dargestellt ist. Bei dieser wird zuerst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen

und damit Y (s) gebrochenrational. Bei der Riicktransfor-

69



4 Laplace-Transformation

DGL ermittelt und zu dieser eine spezielle Losung der inhomogenen DGL addiert, die
man mit Hilfe von bekannten Losungsansatzen gewonnen hat.

Anschliefend werden dann aus den Anfangsbedingungen die Integrationskonstanten er-
mittelt.

Mochte man mit Hilfe der Laplace-Transformation die allgemeine Losung der DGL be-
stimmen, so ldsst man die Funktionswerte der Losung und deren Ableitungen an der
Stelle 0 in der Darstellung der Losung stehen.

Sind Anfangsbedingungen an einer Stelle t, # 0 gegeben, so bestimmt man zunéchst
die allgemeine Losung der DGL, in der die Anfangswerte an der Stelle 0 die Rolle von
Integrationskonstanten spielen. Aus den Anfangsbedingungen an der Stelle ¢y erhalt man
Gleichungen, mit deren Hilfe die Anfangswerte an der Stelle 0 und damit die spezielle
Losung des Anfangswertproblems bestimmt werden kénnen.

Vorteilhaft ist die Methode der Laplace-Transformation bei DGLn mit stiickweise definier-
ter Storfunktion.

Beispiel:

y+2y=4,  y(0)=4
1. Schritt: Transformation der Differentialgleichung in den Bildbereich

LY + 2y} = L{y'} +2L{y} = L{4} = 4L{1}

Der Differentiationssatz liefert fiir Y(s) = £ {y}

SY () — y(0) + 2V (s) = é | o—e

» | =

(s+2)V(s) —4 = %

2. Schritt: Losung der algebraischen Gleichung

1+4 4 L4
s+2  s(s+2) s+2

Y(s) =
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4 Laplace-Transformation

3. Schritt: Riicktransformation

y(t) = L7{Y(s)}
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