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1 Reihen

1.1 Zahlenreihen

1.1.1 Definition und Konvergenz

Gegeben sei eine Folgen reeller Zahlen {ay}. Setze

S1 .= ay
S9 1= ay + a9

S§3:=a1+ as + as

Spi=a;+ax+ -+ ay

Die Folge {s,}, die Folge der Partialsummen, bezeichnen wir als Reihe (der ay), die
einzelnen a; auch als Summanden.

Beispiele:

LY k=1+2+43+...
k=1

> 1 1 1
2. —=1+-+=-+... (harmonische Reihe)
2k 273

> 1 1 1 1
3. Z(—l)kﬂg =1- 3 + 371 + —... (alternierende harmonische Reihe)
k=1

4. Z Fr=14+q+@P+3+. .. (geometrische Reihe)
k=1



1 Reihen

Definition (Konvergenz einer Reihe):

Ist {s,} konvergent (mit dem Grenzwert s), dann nennen wir die Reihe ) a; konvergent
k=1
(mit dem Grenzwert s) und notieren dies als

o0 o
Z aj, konvergent bzw. Z ai = S.
k=1 k=1

Andernfalls heifit die Reihe Z ar, divergent. Ist {s, } bestimmt divergent, dann notieren
k=1
wir dies auch als

o0 o0
Z ap = —00  bzw. Z ap = 0.
k=1 k=1

oo
Bemerkung: » _ a; bezeichnet
k=1

e cine Folge, namlich die Folge von Partialsummen, unabhéngig davon, ob diese
Folge konvergiert;

e cinen Grenzwert einer Folge und hat dann nur einen Sinn, wenn dieser Grenzwert
eggistiert.

Z ar = s bedeutet, die Reihe konvergiert und der Reihenwert ist s.
k=1

Beispiele:



1 Reihen

2. ) ¢" (geometrische Reihe)
k=0

n—1 n
Snzzqk:qu_l

k=0 k=1
sn=14+q+q+ - +q""

gsn=q+q +-+q"
= Sy —qsp=1—4¢"

1 — g
Sp = 1 v g 7& 1
l—gq
1. Fall: |¢| <1 Wegen lim ¢" =0 ist die Reihe konvergent mit »_ ¢" = ——.
k—o00 P 1—g¢q

2. Fall: |g|>1 Da {¢"} divergiert, divergiert auch » _ ¢".
k=0

3.Fall:  ¢g=1  Wegen s, =n ist die Reihe (bestimmt) divergent.

0 fall d
4. Fall:  g=-1 sy=1—-1+4+1—-+ (-1 = as T serade
1 falls n ungerade
Damit ist die Reihe (unbestimmt) divergent.
Satz: - .
Die Reihen Z aj und Z by seien konvergent.
k=1 k=1
1. Dann konvergiert auch die Reihe Y (Aay + uby) (A, p € R),
k=1
und es ist > (Aay + pbr) = XD ak +p Y by
k=1 k=1 k=1

2. Ist ap < by Vk € N, so gilt: Zak < Z by.
k=1 k=1

n

n n
Beweis: Setze s, :== Y ay, b =Y by, Un =Y (Aay + pby) .
k=1 k=1 k=1
Somit ist u, = As, + ut,, woraus sich fiir n — oo unter Verwendung der Grenzwertsatze

fiir Zahlenfolgen die Behauptung unter 1. nh_)ngo Up = )\nh_>nolo Sn + Mnll—>lgo t, ergibt.

Aus a; < b, VEk € N folgt s, < t, Vn € N und die Aussage unter 2. O



1 Reihen

Folgerung:

Aus der Konvergenz der Reihen Z agr, und Z asi—1 folgt die Konvergenz von Z ay

k=1
und die Gleichung

[ee) oo [e.e]
D ek =) am+ ) a1

1.1.2 Konvergenzkriterien

k=1

Satz (Notwendige Bedingung fiir Konvergenz):

k=1

Ist die Reihe Z ay, konvergent, so muss die Folge {a;} eine Nullfolge sein.

k=1

o0
Beweis: »  ay, ist konvergent, d.h. {s,} ist konvergent.

k=1

Nach dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt dann lim (s, — s,—1) = 0.
n—ooon 0

Die Umkehrung gilt nicht!
Beispiel:

=1
> = (harmonische Reihe)

=an

1 isog

d.h. die harmonische Reihe ist divergent!

"1
Bemerkung: lim (Z E In n) =~ =0.57721 ... (Eulersche Konstante)

n—00
k=1



1 Reihen

Beispiel:
N 111 _ , |
(-l =1—c -+ — . (alternierende harmonische Reihe)
P k 273 1

1 n 0
80 — 81| = — =30, 59, < 8 < Sopg1, N E N

n
5= sul < —
5— 8, < ——

n+1



1 Reihen

Definition: (Alternierende Reihe)

Z ay heifit alternierend, falls azai, 1 <0 Vk e N.

k=1

Satz: (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)

Eine alternierende Reihe ) ay ist konvergent, falls {|a;|} eine monoton fallende Null-

k=1
folge bildet. Fiir den Reihenwert s gilt:

|5 = sn| < |ania], sgn(s = sn) = sgn(ansa).
Definition: (absolute Konvergenz)

> ay, heifit absolut konvergent, falls > |a,| konvergiert.
k=1 k=1

Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.
Die Umkehrung gilt nicht! (Siehe alternierende harmonische Reihe)

Satz: (Quotienten- und Wurzelkriterium)

Es sei {a;} eine Folge mit a; > 0 fiir £ > ny und es existiere

— ] k
bzw. qw = ’}Lmoo Yayg.
In beiden Féllen gilt:

qg<1l1: Z ay, ist konvergent
k=1

[e.@]
g>1: Z ay ist divergent
k=1

g =1: Kriterium macht keine Aussage.

Beispiele:



1 Reihen

Mit einem anderen Konvergenzkriterium lasst sich der folgende Satz beweisen.

Satz:

> 1
Die Reihe Z Ta ist konvergent fiir ¢ > 1 und divergent fiira < 1.
k=1

Bemerkung zu den Ubungsaufgaben

Zahldarstellung im Rechner (hier dezimal):
+0.dyds ... dp x10™, n: Exponent,

Mantisse
normalisiert 1 <d; <9,d;, € {0,1,2,...,9}, i1 =2,3,...,k
Yy = O.dldg . dkdk+1 <o x 10™:
Abschneiden (chopping): ch(y) = 0.d1ds . .. dj x 10"
Runden (rounding):  rd(y) = ch(y 4+ 5 x 10~ (*+1)

Beispiel:

Gegeben sei p € R und die Naherung p* fiir p.
Dann ist der absolute Fehler gegeben durch |p — p*|

p—p |, falls p # 0.
|

und der relative Fehler durch

Abschitzen des relativen Fehlers beim Abschneiden

y:Odldkdk+1X10n mit dlzl

y—Ch(y) . Odldkdk—H X 10”—0d1d;C x 10"
Y N Odldkdk+1 x 107

o O.dk+1dk+2 coex 10mk 1 x107F

< — 10—k+1
0.y - x 107 0.1




1 Reihen

Abschitzen des relativen Fehlers beim Runden

2. Fall djyy >5: rd(y) =0.d;...d, x 10" + 10"k

’y —1d(y)
y

0.5
x 107% < 01 < 107F = 0.5 x 107+

0.5
<51 % 107" = 0.5 x 107%*!, denn:

ly —rd(y)| < (0.dy...dp +1—0.didy...dp5) x 10" < 0.5 x 10"F

Definition: Die Niaherung p* stimmt mit p auf ¢t Ziffern iiberein, falls ¢ die grofite
nichtnegative ganze Zahl ist, fiir die gilt
p —p’|

<5x 107t
|p|

Beispiel:
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1.2 Potenzreihen

1.2.1 Definition und Konvergenzverhalten

Definition: (Potenzreihe)

Zakx—zo _a0+a1(I—$o)+a2($—$0)2+---

he113t Potenzreihe (mit dem Entwicklungspunkt x). Die Faktoren a; heiflen die
Koeffizienten der Potenzreihe.
Fir 5 = 0 vereinfacht sich die Reihe zu:

Zakxk :a0+a1x+a2x2+...
k=0

Beispiel:

Y ab=1+z+2+... (geometrische Reihe)
k=0
ak:zl VkENo,QZOZO

Diese Reihe konvergiert fiir Vo € (—1, 1), und es gilt fiir diese x: Z x

1—x

Die Beziehung bedeutet, dass die Funktion auf dem Intervall (—1, 1) beliebig ge-
-

nau durch Polynome approximiert werden kann.

Approximation von durch Polynome:

po(z) =1, pi(z) =14z, pox) = 1+z+2? p3(z) = 1+z+a’+a3,



1 Reihen

Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

[e.e]
Die Potenzrethe Y ax(2 — )" ist absolut konvergent in dem Intervall (zg — r, zo + 7)

k=0
mit

a 1
r= lim k bzw. r=-————,
k=00 | At lim +\/|ay|
k—o00

falls diese Grenzwerte existieren;
7 heifit der Konvergenzradius, (zo—r, zo+7) heifit das Konvergenzintervall.

Bemerkungen:

1. Die Konvergenz in den Randpunkten zy £ r muss getrennt untersucht werden.

2. Fir r = 0 konvergiert die Potenzreihe nur fiir den Entwicklungspunkt z,
fiir r = oo konvergiert sie fiir alle x € R.

3. Durch die Potenzreihe wird jedem Punkt x € (xg—r, xo+7) eine Zahl zugeordnet.
Damit ist eine auf (xg —r, 2o +r) definierte Funktion f (die durch die Potenzreihe
dargestellte Funktion) gegeben:

f:x— Zak(x — xo)k,
k=0

@)= ap(z —z0)* Va € (xog—r, zo+7).
k=0

1
Beweis: (nur fiir r = ————=— und xy = 0)

: k
i, Ve

1. Fall: ¢ := klim /| ax| existiert.
—00

st tim et = tim el = el tim §fes] = Jo]-
ESlStkh_glO\/‘akI| kh_)rglo lag||z| \x|kl££10 lag| = |z| - q.

a) Ist ¢ = 0, so ist auch klggo \/larz®| = 0 Yz € R und nach dem Wurzelkriterium

konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.

b) Ist ¢ > 0, so ist |z|g < 1, falls |z| < %, d.h. fir alle z mit |z| < % konvergiert die
Potenzreihe absolut.
Ist |z| > %, so ist |z|¢ > 1 und damit die Reihe divergent.

2. Fall: Ist {{/]ax|} divergent, so ist fiir z # 0 auch die Folge { {/|axz*|} divergent, woraus
die Divergenz fiir  # 0 folgt.

10
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Beispiele:

11



1 Reihen

1.2.2 Die Taylor-Reihe

Frage: Wie und unter welchen Voraussetzungen erhalt man zu einer gegebenen Funk-
tion die zugehorige Potenzreihe?

OB.dA:zy=0

Ansatz: f(x):Zakxk:a0+a1x+a2x2+~--+akxk+... = f(0) =aop
k=0

Annahme: Es darf gliedweise differenziert werden.

Dann folgt:
f'(z) = ay + 2a0 + - - + kapa®* 1+ ... = f(0)=a,
f//(l') = 2&2 —+ 6@333' + -+ k(k — 1)akxk_2 + ... = f”(O) = 2@2
" (x) = 6as + 24a4x + - - + k(k — 1)(k — 2)azz* 3+ ... = f"(0) = 6as
fBa)y=k-(k—=1)-(k—=2)-...-2-ap +2(...) = fB0) = k! ap
(k)
ap = / (0) Vk € Ny
k!
Fiir die Potenzreihe »  ay(z — x0)" erhélt man entsprechend
k=0
(k)
=" k(f(’) Wk € No.

ay heiflt k-ter Taylor-Koeffizient.

Satz von Taylor:

Die Funktion f sei in der Umgebung der Stelle z¢ (n 4 1)-mal differenzierbar; dann gilt
die Taylor-Entwicklung;:

f(n) (z0)

n!

f// (I,O)

o) (x —m)* + -+

f(x) = f(zo) + f'(20) - (x — 20) + (= 20)" + Rn(2);

dabei gibt es eine Stelle u zwischen zy und x, so dass sich das Restglied R,, darstellen
lasst in der Form
f(n+1)(u)

_ - n+1
R,(x) = CEw] (x —x9)" .
Im Sonderfall zy = 0 liefert die Taylor-Entwicklung
an (n) 0
f(z) = f(0)+ f(0) - =+ f2<' )x2 +- 4+ / n'( )36” + R, (x)

12



1 Reihen

mit (n1)
(9
n :

. L f () (o) ko )
Py(z)=>_ (x — x)" heifit n-tes Taylor-Polynom;

R, (z) = f(z) — P,(x) heifit Restglied der Taylor-Entwicklung von f um .

Art der Anndherung;:

n=0: Py(zx)= f(xg) durch die Gerade y = f(xo)
n=1 P(x)= f(xo) + f'(x0) - (x — zp) durch die Kurventangente im Punkt (xq, f(z0))
n=2 Pyx)= f(zo)+ f'(x0) - (x —x0) + @(I — x9)? durch die durch den Punkt
(xo, f(x0)) verlaufende Parabel, die dort die gleiche Tangente und Kriitmmung
hat wie f.
Beispiele:

13



1 Reihen

Ist die Funktion f in (a,b) mit zo € (a,b) beliebig oft differenzierbar, so erhdlt man fur
n — oo die Taylor-Reihe

oo (k)
. k(!x0> (& — xo)".

k=0

Beispiele:

Gesucht ist die Taylor-Reihe der folgenden Funktionen um xy = 0:
1. f(zr) =e" esist fB(z) =e?, fB0)=e’=1VkeN,
oo .k

Z % ist damit die Taylor-Reihe zu e®.
k=0 "

14



1 Reihen

Nicht jede beliebig oft differenzierbare Funktion wird durch ihre Taylor-Reihe dargestellt.
Es gilt jedoch:

Satz: Es sei f auf (a,b) beliebig oft differenzierbar mit xy € (a,b). Dann konvergiert
die Taylor-Reihe zu f gegen f, wenn gilt:

(n+1)
Vz € (a,b) lim / (v)

_ n+l _
A ) (x —x)" =0.

Bemerkungen:

1. Ist 0 < r < oo der Konvergenzradius der Taylor-Reihe von f, so wird f hochstens
auf [zg — r, xy + r| durch die Taylor-Reihe dargestellt.

2. Die Darstellung einer Funktion durch ihre Taylor-Reihe ist dasselbe wie die Dar-
stellung als Potenzreihe.
Sofern es moglich ist, verwende man bekannte Potenzreihenentwicklungen, um die
Taylor-Reihe einer bestimmten Funktion anzugeben.

Beispiele:

15



1 Reihen

Binomische Reihe
Die Taylor-Reihe zu (1 + z)® ist ) <Z> ¥ (a €R)
k=0
1. Fall: a € N; wegen (Z) = 0 fiir £ > a bricht die Taylor-Reihe nach dem Term mit
x® ab. Die Taylor-Reihe liefert die binomische Entwicklung.

2. Fall: Fira ¢ Ngilt (}) #0Vk € N

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist » = 1, d.h. die Reihe ist konvergent fiir
Vo € (—1,1), ja, es gilt sogar, dass auf diesem Intervall die Funktion (1 4 )* durch ihre

Taylor-Reihe dargestellt wird.

16



1 Reihen

1.2.3 Rechnen mit Potenzreihen

0O.B.d.A. sei im folgenden zy = 0 gewahlt.

Bemerkung: Alle nachstehenden Séatze iibertragen sich sinngeméfl auf Potenzreihen
mit beliebigen Entwicklungspunkten.

Satz: (Differentiation und Integration von Potenzreihen)

Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall beliebig oft (gliedweise) differenzier-
und integrierbar. Die Potenzreihen der Ableitungen und der Stammfunktionen haben
denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Reihe.

Insbesondere gilt:

Es sei Z arz® eine Reihe mit dem Konvergenzradius » > 0. Dann ist die durch glied-

k=0
o)

weise Differentiation entstehende Potenzreihe Z kapz® ! und es gilt:

k=1

0o /
(Z akxk> =ay + 2ap7 + 3azz* + ... ,x € (—r7)

00 7
(Z ak:ck> =2as + 6agz+ ... ,x € (—r7),
Ferner gilt:

gzt
/Zaka: dm-Zak/x dx— k+1 ,x € (—m 1)
denn: Ist F' gegeben durch F(x Z @k 2" dann gilt:
s k1
00 /
ag
(x) (kz:;)k—l—lx > kz:%akx

Beispiele:

17
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Satz: (ldentitdtssatz fiir Potenzreihen)

Sind Z aiz® und Z bpa® zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien rqy, 75 > 0
k=0 k=0
mit 7 := min(ry, 7o) und gilt Z aprt = Z bra® V€ (—r,r), so folgt a = b, Vk € Ny.
k=0 k=0
Beweis:
Aus Z apx® = Z bx® folgt fiir x = 0: ag = by,
k=0 k=0
aus Z kapz" ' = Z kbpah 1 folgt fir x = 0: a; = by
k=1 k=1
USW.

Satz: (Addition und Multiplikation von Potenzreihen)

o0 [o¢]

Es seien Z arz® und Z biz® zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien rq, 7o > 0.
k=0 k=0

Dann gilt fiir alle z, z € (—r,r), wobei r := min(ry, ry),

[} Z akxk + Z bkl’k = Z(ak + bk)l‘k
k=0 k=0 k=0

. (gam> : (2 bkxk) = i (i albk_l> -zt

k=0 \I=0

Beispiele:

18



1 Reihen

Division von Potenzreihen

u(x

Den Quotienten f(z) = E ) zweier Potenzreihen mit nichtverschwindenden Konver-
v(x

genzradien u(z) = ag + a1 + asx? + ... und v(x) = by + byw + box® + ... erhilt man

nach dem folgenden Schema:
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten

flx) =co+c1x+cz® + ...

Multiplikation der Potenzreihen von f und v und anschlieender Koeffizientenvergleich
der Potenzreihen f(z) - v(x) und u(z) ergibt die Koeffizienten cy.

Beispiele zur Substitution bei Potenzreihen:

19
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1.2.4 Anwendungen

1.2.4.1 Untersuchung von unbestimmten Ausdriicken

20



1 Reihen

1.2.4.2 Berechnung nicht-elementarer Integrale

Die in der Statistik oft verwendete Funktion

T

G(z) = / et dt GauBsches Fehlerintegral
0

lasst sich nicht mit elementaren Funktionen darstellen, daher ist man auf Néherungs-
werte angewiesen.
Mogliche Vorgehensweise:

1. Reihenentwicklung des Integranden

2. gliedweise Integration der Reihe

1.2.4.3 Eulersche Formel

) ) (Jy)k o0 (Jy)Qk 00 (jy)2k+1 o'} L y2k ‘ o'} . y2k+1
ol = - +Y W =S S )
kz::o ! ,;0 (2k)! ,;O 2k +1)! ,;0 (2Kk)! kz::O 2k +1)!
= cosy +jsiny
oo Lk oo Lk 00 k l k—l 00 k
21 zo Zl ’22 _ ]' Zl ’22 _ (Zl + ’22) _ 21tz
ee (Zk!)(Zk!)ZMZ!(k_MZm e
k=0 k=0 k=0 =0 k=0
(A

Hieraus folgt: e*1¥ = e%el¥ = e®(cosy + jsiny).

21
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1.3 Fourier-Reihen

1.3.1 Trigonometrische Reihen und Fourier-Reihen im 27-periodischem
Fall

Gegeben seien zwei Folgen reeller Zahlen {ay }ren,, {0k }ren-

Dann nennt man
Qo

5 + Z ay, cos kwzx + by, sin kwx

k=1
eine trigonometrische Reihe.

Bemerkung: Ist ay = 0 Vk € Ny (bzw. by = 0 Vk € N), so spricht man von einer reinen
Sinus- (bzw. Cosinus-) Reihe.

Wir betrachten zunachst den Fall, dass die gegebene Funktion f die Periodenlange 27
besitzt; in § wird dann der Fall einer beliebigen Periodenldange behandelt werden.

Es sei f integrierbar tiber [—7, 7] und es gelte fiir alle z € [—7, 7]

T :@%— ay, cos kx + by sin kx .
2
k=1

Integration tiber [—m, ] liefert

/f(x) dx = /% dx + / <Z akcoskm—{—bksink‘x> dx
- —r Zx \k=1

22
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(es darf gliedweise integriert werden)

™

/f(:c) d:czﬂa(ﬁ—Zak/coskxdx—i—Zbk/sinkxdx
k=1

- k=1 “n
574717;: Iliﬂ:() =

1 K
= aoz—/f(x)dx

7T—7r

x :@—l— ay cos kx + by sin kx -cosmx, m>1, [ ...dz
2
k=1

—T

/ f(z)cosmx dx = / % cosmx dx + / (Z ay, cos kx cosmx + bysinkx cos mx) dz
o o k=1

—Tr
T

= % / cosmx da:+Zak / cos kx cosmz dx + Z by, /Sink‘xcosmx dx
- k=1 b1

-
~—_——
=0

Integral verschwindet
Da gilt, dass cos(a + ) + cos(av — ) = 2 cos acos 3, folgt

™

/coska:cosm:v dr = ;|:/COS((]€—|—m);U> dx_i_/ cos((k—m)z) dw} :{ 0 ,falls k #m

m L fallsk=m

—T

=0
™

1

= Ay, = —/f(x) cosmz dx
m

1
Analog zeigt man, dass b, = — / f(x)sinmx dx gilt.
T

-7
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Definition:

Es sei f iiber dem Intervall [—7, 7| integrierbar.
Dann heiflen die Zahlen ay, b, mit

™

1
ar = —/f(a:)cosk:v dx, k € Ny
7r

1 s
bk:—/f(x)sinkxdx, keN
s

die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Die Reihe

s(z) = % + > ay coskx + by sin kx
k=1

heifit die zu f gehorende Fourier-Reihe.

Schreibweise: f(z) ~ % + Y akcoskx + by sin kx
k=1

Die obige Entwicklung heifit harmonische oder Fourier-Zerlegung.

Bemerkung: Ist f 2m-periodisch, so sind die Integranden 27-periodisch und jedes Inter-
vall der Lange 27 kann als Integrationsintervall verwendet werden.

Spezialfille:

2 ™
1. Ist f gerade, so gilt a; = —/f(x) coskx dr, k € Ny und b, = 0 Vk € N.
T
0
2 ™
2. Ist f ungerade, dann gilt a, = 0, Vk € Ny und b, = —/f(x) sinkx dx, k € N.
T
0
3. Gilt f(z) = f(z + 7) Vz € R, so gilt

Aop+1 = bapy1 =0, k € Np,

2 ™
Aol = —/f(x) cos 2kx dx, k € Ny,
T
0

24



1 Reihen

™

2
bo = —/f(:c) sin 2kx dx, k € N.
s
0

4. Gilt f(z) = —f(z + m) fir Vo € R, so gilt

ag =0, agr = by, =0, k € N,
2 K
Aopy1 = —/f(x) cos(2k + 1)z dx, k € N,
T
0

™

2
bosr = —/f(x) sin(2k + 1)z dz, k € No.
e
0

Beweis zu 3.:

0 s
ak:; [/f(x)cosk:x dx—l—/f(x)coslm dx
—T 0

/Of(a:) coskx dx = (—1)" /0 flz+ m)cosk(x + ) de = (—l)k/ﬂf(u) cos ku du;

hier wurde cos k(x + 7) = cos kx cos km — sin kz sin k7w verwendet und anschlieflend u =
N—— N——

x + m substituiert.
Damit folgt:

L [ [ )]0 k ungerade
U = — {( 1) O/f(a:)coskx dx—i—o/f(x)cosk:w dac] —{ 2 (7 f(a)coskade k gerade

Analoge Vorgehensweise fiir die b;’s. Ebenso fiir 4.

Beispiel:

25
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Vorbemerkung: Konvergiert die Fourier-Reihe einer Funktion fir alle z € [—m, 7],
so konvergiert sie auch fir alle x € R, da sie 27-periodisch ist. Insofern ist es zweck-
méaBig, eine auf [—m, 7] definierte Funktion, deren Fourier-Reihe ermittelt werden soll,
2m-periodisch auf R fortzusetzen.

Satz: Die Funktion f geniige den Dirichlet-Bedingungen, d.h.

e f sei mit Ausnahme endlich vieler Stellen in [—, 7) definiert und durch
f(z) = f(x + 27) 2m-periodisch auf R fortgesetzt;
e f besitze in [—m, 7) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und fiir alle 2y € [—7, 7)
existiere Em f(z) und Em+f(x) € R;
T—T0— T—T0

e f’ sei bis auf endlich viele Stellen in [—7, 7) stetig.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe s zu f auf R und es gilt

Veg e R s(zg) = ; ( lim f(x)+ lim f(x)) :

T—To— r—xo+

Bemerkungen:
1. Beispiele von Funktionen, die den Dirichlet-Bedingungen geniigen:

a) Ségezahnkurve:

0 27

26



1 Reihen

2. Ist f an der Stelle 7y stetig, so gilt lim f(z) = lim f(z) und damit s(xy) =
T—To—

T—x0+
f (o).
3. Falls f den Voraussetzungen des Satzes gentigt, gilt fiir alle £ € N (¢ sei eine
Konstante)
£ falls es Stellen zy gibt mit lim f(x lim f(x
a1 < { ellen 0 gib mit I, /() 7,1, @)
7z Tfalls es keine solchen Stellen z, gibt.

1.3.2 Beispiele von Fourier-Reihen

27
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1.3.3 Fourier-Reihe einer Funktion mit beliebiger
Periodenlange

Es sei f eine 2p-periodische Funktion, dann ist g mit g(x) = f(2z) 2n-periodisch, denn
es gilt fir alle x € R
gz +2m) = (2w +2m)) = f(2x +2p) = f(22) = g()

™

17 1
ak:—/g(m)-coskxdﬁc:—/f(gx)-coskx dx
7T m

s
Subst.: u =2z, 2z = %u
d
o z, dr =" du
du p P
17 T
= ap = — / f(u) - cos(k—u) du
—p

Damit kdnnen wir unsere zunéchst fiir den 2m-periodischen Fall gewonnenen Ergebnisse
auf den Fall einer beliebigen Periodenlange verallgemeinern:

Definition:

Es sei f iiber dem Intervall [—p, p] integrierbar.
Dann heiflen die Zahlen ay, b, mit

p

1
ar = f/f(a:) cos k—x dx, k € Ny
pJ, p

p
1
b = f/f(x) sin b dr, k € N
p 2 p
die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Die Reihe
s(x) = o + Z aj, Cos Kl + by, sin P
p p

2 O
heifit die zu f gehorende Fourier-Reihe.

Bemerkung: Ist f 2p-periodisch, so sind die Integranden 2p-periodisch und jedes Inter-
vall der Lénge 2p kann als Integrationsintervall verwendet werden.
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Speazialfille:

p
2
1. Ist f gerade, so gilt ak:—/f cosk xdx k € Ny und b, =0 Vk € N.
p
0

p
2
2. Ist f ungerade, dann gilt a, = 0, Vk € Ny und b, = f/f(ac) sink Xz dz, k € N.
p p
0

3. Gilt f(z) = f(z +p) Yz € R, so gilt

Aop+1 = bapy1 = 0, k € Ny,
p
2 T
agy = —/f(x) cos2k—x dx, k € Ny,
p p

p

2
bo, = f/f(:c) sin2kgx dr, k € N.

0

=

4. Gilt f(z) = —f(x+p) VzreR,so gilt
ap =0, agy = by, =0, k € N,

p
2
Aop41 = f/f(:x) cos(2k + 1)Ex dx, k € Ny,
P/ p
p
2 . T
bops1 = —/f(x) sin(2k + 1) "z dz, k € N,
p p

0

Satz: Die Funktion f geniige den Dirichlet-Bedingungen, d.h.

e f sei mit Ausnahme endlich vieler Stellen in [—p, p) definiert und durch
f(z) = f(z + 2p) 2p-periodisch auf R fortgesetzt;

e f besitze in [—p, p) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und fiir alle 2y € [—p, p)
existiere lim f(z) und li)erf(x) eR
T—xTo— T—T0

e [’ sei bis auf endlich viele Stellen in [—p, p) stetig.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe s zu f auf R und es gilt

Vrg e R: s(wo):;(lim f(z)+ lim f(z ))

T—To— r—xo+

Die Vorbemerkung und die Bemerkungen zu dem entsprechenden Satz in § gelten
sinngeméf} auch im Fall einer beliebigen Periodenldnge.
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Alternative Darstellungen der Fourier-Reihe:
In Anwendungen bedeutet haufig x = ¢ die Zeit und % =w= 2% die Kreisfrequenz.
Damit lautet die Fourier-Reihe zu f

% + Z ay, cos kwt + by, sin kwt
k=1
mit
2 T
4 = = / F(t) cos ket dt
T
0
9 T
b= / F(t) sin kst dt
0

Eine weitere Darstellung ergibt sich aus der Beziehung

a, cos kwt + by sin kwt = Ay, sin(kwt + )

Begriindung fiir diese Beziehung:

A sin(kwt + ) = Ay sin @y, cos kwt + Ay, cos @y sin kwt
< <L

ag by

umgekehrt:
Vaz+ b = \/Ai sin? o, + A2 cos? g = Ak\/cos? o +sin? o, = A,

A s
Z: = A:::;:Zli = tan ¢y, (im Fall by = 0 ist o = sgn(ax) 7).

Damit lasst sich die Fourier-Reihe zu f auch schreiben als

% + Y Apsin(kwt + ¢p);
k=1

Ay, ist die Amplitude der k-ten Teilschwingung,
¢y ist die Phase der k-ten Teilschwingung.

1.3.4 Komplexe Darstellung der Fourier-Reihe
Wir betrachten zunachst wieder den 27-periodischen Fall.

Bricht eine Fourier-Reihe ab, so erhélt man ein trigonometrisches Polynom

Qo

5 + Zakcoskarbksinkx.

k=1
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Mit Hilfe der Eulerschen Formel e¥® = cosz +jsinx und e % = cos z — jsin x ergibt sich
cosz = (e 4+ ¢7%) und sinz = %j(ejm —e7I);

eingesetzt in das obige Polynom liefert dies:

. . . . n —ibr . ib .
S > %(eﬂ“ + e k) — ibk(e”“” —e M) = LU > B — IOk gike y G T Dk ik

2 "= 2 P = 2
= ~~ I N— ——
co Ck c_k
n n n -1 n
=cCo+ Z ckem + Z kaeﬂkx =Co + Z ckem + Z ckem = Z ckem
k=1 k=1 k=1 k=—n k=—n

Durch den Grenziibergang n — oo erhalten wir, dass eine trigonometrische Reihe

Qo

5 + Y ag cos kx + by sin kx

k=1

durch die Reihe -
Z cpe*®  mit ¢ € C

k=—o00

dargestellt werden kann, wobei die Konvergenz der komplexen Reihe bedeutet, dass der

n

Grenzwert lim Z e’ in C existiert.

TL*)OOk
=—n

Fir die Koeffizienten ¢y gilt:
1<6Lk —jbk) fur k>0
Cr = ?0 fir k=0

%(a_k +jb_y) fur k <0

S N

Folgerung: Wenn f gerade ist, so folgt ¢, € R Vk € Z.
Ist f ungerade, dann sind die ¢;’s rein imaginar oder verschwinden.

Umgekehrt gilt:

ag = 2C0
ar = ¢ + c_r, = 2 Re(cy,) ke N
b, = J(Ck — C_k) = -2 ]m(ck) keN

Ferner gilt ¢; =c_, Vk € Z.
Fir die Amplituden Ay gilt:

Ay = \Ja} + 0 = \J4(Re(cr))? + 4(Im(ci))? = 2/ (Re(ey,))? + (Im(cy))?

= 2|ex| = 2]c 4]
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Direkte Berechnung der komplexen Fourier-Koeffizienten

1 17
Co = 50 = 27r/ f(z) dzx

Fur k e N:

™

L 1 il
ck_i(ak—ka)_%/f(x)coskxdx—g/f(x)snlk% dz

—T —

_ 417(-_/ f(l_)<ejk$ _i_efjkz)dx - 4171-_/ f(x)(ejkx _ e*jkx>dx — 217T_/ f(x)efjkx dr

Analog erhalt man

I .
VEeN: c = 27r_/ f(z)ed da .

Damit gilt fiir alle k € Z:

I .
Cp = 27r_/ f(z)e % dg .

Beispiel:

Komplexe Form der Fourier-Reihe einer Funktion mit bel.
Periodenlange

Ist f eine 2p-periodische Funktion, so lautet die komplexe Darstellung der Fourier-Reihe

zu f

k=—00

p
e - 1 -
> e mit ¢, = ?/f(z)efjkgx dx, keZ.
P
-p
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1.3.5 Numerische Fourier-Analyse

0O.B.d.A. sei f 2m-periodisch, bei anderer Periodenlédnge rechnet man f durch die Sub-
stitution u = 2 in eine 27-periodische Funktion um (siehe § ).
Die Funktion f sei an 2N (dquidistanten) Stellen, den sogenannten Stiitzstellen, z; =

ih, i=0,1,...,2N — 1, mit h = § vorgegeben.

Ansatz fiir ein trigonometrisches Naherungspolynom n-ten Grades

Qn(x) = % + Z ay cos kx + by sin kx.
k=1
Gesucht sind die Koeffizienten ag, aq,...,a,,b1,b9, ..., by,.

Einsetzen der Stiitzstellen z; in die Gleichung @Q,,(x) = f(x) liefert das folgende LGS

Qn(z;) = % + Zakcoskxi + b sinkx; = f(x;), 1=0,1,...,2N — 1,
k=1
zur Bestimmung der a’s und b;’s.

1. Fall 2N > 2n + 1: LGS ist iberbestimmt — trigonometrische Approximation
2. Fall N = n: — trigonometrische Interpolation

1.3.5.1 Trigonometrische Approximation

Gegeben: Funktionswerte f; := f(z;), an den 2N dquidistanten Stiitzstellen
v =0T, i=0,1,...,2N -1,
Gesucht: Die 2n+1 Koeffizienten des trigonometrischen Polynoms

Qn(z) = % + Y ak coskx + by sin kx

k=1
wobei 2n + 1 < 2N gilt.
2N-1
Da sich bei der Minimierung der Fehlersumme Y (Q(z;) — f;) Fehler gegenseitig auf-
=0
2n—1
heben konnen, wird die Summe der Quadrate der Fehler > (Q(z;) — fi)* minimiert.
=0

Wir gehen dhnlich vor wie bei der Herleitung der Darstellung der Fourier-Koeffizienten
in § und nehmen dazu an, dass Q,(z;) = f;, 1 =0,1,...,2N — 1, gelte.
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n 2N—-1
% + Z Gy COSMT; + by SinT; = f; -cos kx;, Z oo, k=0,1,...,n
m=1 =0
2N-1 IN—1 n ON—1 n IN-1
= Z 5 cos kx;+ Z Z Ay, COS NI, COS kKT;+ Z Z b, sin mx; cos kx; = Z ficoskx;
=0 m=1 =0 m=1 =
Hilfsatz:
IN—1 0 kE#m
(H1) > coskz;cosmz; = N k=m<N
i=0 2N k=m=N
2N—1 0 kE#m
(H2) > sinkx;sinmaz; =< N k=m<N
i=0 0 k=m=N
2N-1
(H3) > sinkz;cosma; =0 fir alle k,m
i=0
k=0:
) 2N IN-1 IN—1
Z 1+ Z A Z cosma;cos0z; = > f;
i=0
=agN (H1) =0
IN—1
= Ao = 77 Z fi
i=0
k> 0:
ag N1 n IN-1 IN-1
) Z cos kx; cos 0x; + Z A, Z cosmx; cos kx; = Z ficos kx;
i=0 m=1 i=0 i=
(H1) =0 (Ig){ 0 k#m
- N k=m<n<N

12N1

—Zflcoskasz, 0<k<n.

Ebenso ergeben sich die Koeffizienten by, als

12N1

— Z fisinkx;, 1<k <n.
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1.3.5.2 Trigonometrische Interpolation

Es sei N =n.
Fir z = x; =i ergibt der Summand b,, sin nz: b, sin nit = 0.
Also sind (neben den ag, ay, . .., a,) nur die by, ..., b,_1 zu bestimmen, und wir erhalten

ein LGS mit den 2n Gleichungen @, (z;) = f; fiir die 2n Unbekannten.

a n
Die Interpolationsforderung @, (x;) = f;, d.h. 50 + > amcosma; + by sinma; = fi,
m=1
1 =0,...2n — 1, liefert fiir k < n die Koeffizienten ag, ..., a,_1, b1,...b,_1 wie in Ab-
schnitt [L3.5.11
Fiir £ = n ergibt sich eine Anderung:
n 2n—1 2n—1
Z U Z COSMI; COSNIT; = Z ficosnx;
m=1 i=0 i=0
(H1) [ 0 fir m #n
- { 2n firm=n=N
1 2n—1 1 2n—1 1 2n—1 )
ap = — ;COSNL; = — ; COSIT = — -1 .
2n§f Qni;:)f 2”1:0( )
Bemerkungen
1. (Grenziibergang n — oo) Ist f integrierbar, so gilt fir die Koeffizenten a,(cn), b,(cn)

des trigonometrischen Interpolationspolynoms

™ ol a™
Qn(z) = 07 +3 a\™ cos kx + b{" sin kx + % cos nT
k=1

2
alg”) — i/f(a:)cosk:c dr,k =0,1,...,n,

0

(n — o0)

21
b;") — i/f(x)sinkx de,k=1,...,n—1,

0

d.h. fiir n — oo geht @), in die Fourier-Reihe zu f iiber.

2. Der Aufwand zur Berechnung der Koeffizienten des trigonometrischen Interpola-
tionspolynoms ist O(n?). Im Fall n = 2P, p € N | ldsst sich die ”"Fast Fourier
Transform” (FFT) anwenden (s. Vorlesung Numerische Mathematik im Master-
Studiengang). Der Aufwand reduziert sich dann auf O(np).
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2 Funktionen mehrerer Veranderlicher

2.1 Funktionen mehrerer Veranderlicher und ihre
Darstellung

R™ = {(x1,29,...,zp)|x; ERi=1,2,...,n}
Betrachtet werden Funktionen f: D C R" —+ R
(X1, T2y ..oy xn) = f(T1, 29, ..., 2y) =y

W; bezeichnet den Wertebereich von f.
Spezielln =2: 2z = f(z,y)

n=3: w= f(z,y,z2)

Beispiele:

1. Ohmsches Gesetz u = u(R,i) = R -

2. Der Gesamtwiderstand R eines Stromkreises mit Einzelwiderstinden Ri, Ro, R3
betrage R = R(Ry, Ry, R3) = Ry + 228 Er wird beschrieben durch die Funktion

R>+R3

f(z,y,2) = v+ ZZ mit dem Defintionsbreich

Dy ={(z,y,2) e R*z,y,2 > 0,y + 2> 0} = [0,00)* \ {(2,0,0)|z € R}.

Im Fall n = 2 wird durch die Funktionsgleichung z = f(z,y) jedem Zahlenpaar (z¢, yo) €
Dy genau ein Funktionswert zp = f(xo,y0) zugeordnet. Wir fassen das Zahlentripel
(xo0, Yo, 20) als kartesische Koordinaten eines Punktes Py im dreidimensionalen Anschau-
ungsraum auf. Der Funktionswert zy besitzt dabei die geometrische Bedeutung einer Ho-
henkoordinate. P(z, Yo, 20) liegt im Abstand |zo| ober- oder unterhalb der z, y-Ebene,
je nachdem, ob zy > 0 oder zy < 0 ist. Liegt P(xq,¥o,20) in der x,y-Ebene, so ist
zp = 0. Ordnet man auf diese Weise jedem Zahlenpaar (z,y) € D einen Raumpunkt
P(z,y,z) mit z = f(z,y) zu, so erhdlt man eine iber dem Definitionsbereich von f

liegende Fléche.

Beispiel: Ebenen im Raum

Allgemeine Form der Ebenengleichung im Fall n = 3: ax + by +cz2+d =0
Spezialfall: Koordinatenebenen
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

x,y-Ebene: z =0

y, 2-Ebene: x = 0

x, z-Ebene: y =0

Parallelebenen zu den Koordinatenebenen
z.B. 2z =a, a konst.

Die perspektivische Darstellung rdumlicher Flachenstiicke ist oft aufwéindig. Man be-
gntigt sich daher haufig mit einer partiellen Darstellung der Funktion f, indem man
Schnitte durch die Flache von f parallel zu den Koordinatenebenen legt. Dies geschieht,
indem man eine der Variablen konstant hélt. Die dabei entstehenden ebenen Schnitt-
kurven werden dann in der entsprechenden Parallelebene dargestellt.

Beispiel: z = f(z,y) = 4 — 2% — ¢?

Schnitte parallel zur z,y-Ebene: z =¢, 4 — 22> — > =c= 2> +1y* =4 —¢

Dies ergibt eine Schar konzentrischer Ursprungskreise von Radius /4 — c.

Schnitte parallel zur y, z-Ebene: z = ¢, z = 4 — ¢ —y?> = k — y? und Schnitte parallel
—r

zur x, 2-Ebene: y = ¢, 2 = 4 — 2% — ¢ = k — 22 ergeben jeweils eine einparametrige

Parabelschar.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.2 Grenzwert und Stetigkeit

Im R! kann man sich einer Stelle xy von zwei Seiten her nihern, wihrend man sich im
R? einer Stelle (z9, o) auf beliebigen Wegen nihern kann.

Definition (n =2): Es seien {zy},{yx} zwei Folgen reeller Zahlen. Dann heifit

{(x1,yr)} Punktfolge im R

Falls klim xp = a und klim yr = b, so heifit die Punktfolge {(zx, yx)} konvergent gegen
—00 —00

(a,b).
Schreibweise: klim (g, yr) = (a,b) bzw. (zg, yx) — (a,b) (k — o0)
—00

Die Funktion f heifit stetig an der Stelle (z,yo), wenn fiir jede gegen (zg, yo) konver-
gente Punktfolge {(zx, yx)} aus dem Definitionsbereich von f gilt

Jim f(@r, ye) = [0, 90)-

—00

Die Definition fiir n > 2 erfolgt entsprechend.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.3 Differentialrechnung

2.3.1 Partielle Ableitung

Schnitt der Fliache mit der Ebene y = y,

Flachenkurve ki : z = f(x,y0) =: g(x)

_ o o gleo+Az) —g(me) . f(xo + Az,y0) — f(20, %0)
e = tanac =gl = i, T = A, As
Existiert dieser Grenzwert, so heifit f partiell differenzierbar nach x an der Stelle
(x0,Y0) und dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von z = f(z,y) nach x
an der Stelle (zg,yo).

Bezeichnung:

0 0z
ol o) = 9 (mo,0)  oder 2.0, 0) = 5w, )

Schnitt der Flache mit der Ebene = = x,
Flachenkurve ks : 2z = f(xo,y) =: h(y)

_ oy hyo+Ay) = hlye) L. (o, yo + Ay) = f(x0, %0)
=g =Rl = S0 T Ay T T A Ay

Existiert dieser Grenzwert, so heifit f partiell differenzierbar nach y an der Stelle
(20, yo) und dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von z = f(z,y) nach y
an der Stelle (z,yo).

Bezeichnung:

0 0
fy($0>yo) = 85(%’%) oder Zy(l’o:yo) = a;(mo,yo)

Besitzt f in jedem Punkt aus einer Teilmenge ihres Definitionsbereiches eine partielle
Ableitung nach x, so heiit f in dieser Menge partiell differenzierbar nach z und die
partielle Ableitung nach x ist selbst wieder eine Funktion von x und y.

Analog gilt dies auch fiir die partielle Ableitung nach y.

Entsprechend gilt fir z = f(x1,29,...,2,):

0

8f = fu,(x1, 29, ..., x,) bezeichnet die partielle Ableitung von f nach x;.
T
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Beispiel: f(z,y) = V1 — 22 — 4?2

of 1 1 9p) — x
@J]—fx(x’y) 2 /1 w?_yQ ( ZL’)— m
o fyay) = -

oy Y Y I — a2 — 2

Definition (Gradient): Ist die Funktion f : D C R™ — R an der Stelle § = (1, .

D partiell differenzierbar nach x4, ..., z,, so heifit der Vektor

V() = grad f(€) == (fur (&), fun (&), [ (€))7

der Gradient von f an der Stelle {.  (V wird geprochen als , Nabla®)

Beispiel: f(z,y,2) =2+ yyjz
of _, or_ 2 oy
or Oy (y+2)* 0z  (y+2)?
& & r
V(&) = gradf(¢) = (1, )

(L2 +&3)2 (& +&3)?
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Diskussion: Stetigkeit und partielle Differenzierbarkeit

0 fallszy =0
1 sonst
f ist im Ursprung unstetig, aber dort partiell differenzierbar nach x und y.

Beispiel: f(z,y) = {

Satzz: Wenn f, und f, in einer Umgebung von (zo,yo) existieren und in diesem Punkt
stetig sind, dann ist die Funktion f in (xg, o) stetig.

2.3.2 Tangentialebene und totales Differential

n=1: Gleichung der Tangente y = yo + f'(x0)(z — o)

n=2: 2=z
Die Tangentialebene der Funktion z = f(z,y) im Flachenpunkt P(zg, o, z0) mit zo =
f(zo,y0) enthalt sdmtliche Tangenten, die im Punkt P an die Fliche gelegt werden

koénnen.

Herleitung der Gleichung der Tangentialebene > = az + by + ¢
Ubereinstimmung der Anstiege von Ebene und Fliche im Punkt P

%—a—f(x )=a %—a—f(:c )=">
ax_ax 0, Y% ) = a, ay_ay 0,Y0) =

P liegt sowohl auf der Flache als auch in der Ebene, d.h.

20 = axo + byo + ¢ = ¢ = 2 — azo — byo = 20 — fu(%0, Yo)Zo — fy(Z0, Yo)Yo-

Damit lautet die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z = f(z,y) im Flachen-
punkt P(zo, Yo, z0) mit 20 = f (2o, yo)

5 — fx(%’ yo)($ _ 960) + fy(ag07 yo)(y — yo) + 20 = <Vf(xo, yo) , (95 : xo)) + 2o
Y —Yo

Beispiel: Es sei f(z,y) = xcos(z +y) + (y — 1)%e %",

Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene im Ursprung?

20 = f(O, O) =1

far(xa y) = COS(ZL’ + y) - xsin(x + y) + (y - 1)2e7:1:2 ’ (_21:)7 fx(()? 0) =1
folw,y) = —zsin(z +y)+e™ -2(y — 1), [,(0,0) = =2
z=1z-0)+(-2)(y—0)+1l=o-2y+1
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Totales Differential P(zy,yo, z0) mit zo = f(xo,%0) sei ein Punkt auf der Flache der
Funktion z = f(z,). Welche Anderung erfihrt der Funktionswert, d.h. die Héhenkoor-
dinate zy des Flachenpunktes, bei seiner Verschiebung

1.
2.

auf der Flache selbst

auf der Tangentialebene in P?

. Verschiebung auf der Fléche:

Die Koordinateninderungen werden bezeichnet mit Ax, Ay, Az
P(x0, Y0, 20) — Q(x0 + Ax,yo + Ay, 20 + Az)
To — w0+ Ax, Yo = Yo+ Ay, Az = f(vo+ Az, y0 + Ay) — f(0, Yo)

. Verschiebung auf der Tangentialebene:

Koordinatendnderungen werden bezeichnet mit dx, dy, dz, wobei dx = Az, dy =
Ay

P(z0,y0,20) = Q'(zo + dx,yo + dy, 20 + dz)

der =x—x9, dy=y—1yo, dz=2z—2

Aus der Gleichung der Tangentialebene ergibt sich

dz = fo(z0,y0)dr + fy(20, yo0)dy.

Fir kleine Werte von dr = Az und dy = Ay ergibt sich ndherungsweise Az ~ dz =
fa(zo, yo) Az + f (0, yo) Ay, d.h. die Flache z = f(x,y) darf in unmittelbarer Umgebung
der Punktes P ndherungsweise durch die Tangentialebene ersetzt werden (,Linearisie-
rung®).

Definition: (Totales Differential) dz = f,(zo,y0) dz + f,(z0,y0) dy heifit das totale
(vollstandige) Differential der Funktion z = f(x,y) an der Stelle (zg, yo).
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Die Variable z und y mogen von dem Parameter ¢ abhingen,

Formales Dividieren des totalen Differentials dz durch dt liefert die Kettenregel fiir
Funktionen zweier Veranderlicher.

dz _0f dz Of dy

dt Oz dt Oy dt
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Ubertragen auf Funktionen mit n Variablen z = f(zy,...,z,), erhalten wir das totale

Differential
. af d.il?l
dz=Y" %d% = (Vf(a:), dw), wobei dx = : ,

i=1 9Ti
dz,,
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Nachfolgend leiten wir eine wichtige Eigenschaft des Gradienten (s. §[2.4.3) im Fall
n = 2 her. Die Herleitung fiir n > 2 erfolgt entsprechend.

Gegeben sei die Funktion z = f(z,y). Der Gradient von f an der Stelle (xg,yo) € Dy
lasst sich schreiben als

Vf(xoa yO) = f$<x07 yO)e(l) + fy<x07 310)6(2)

und das Differential von f an der Stelle (zg, yo) infolgendessen als

dz = fx(l"myo)dl" + fy(ffo, yg)dy = (Vf(iﬂo, 90)7 dze® + dye (2)) .

Es bezeichne ¢ = A(Vf(xo, o), dre™ + dye (2)) .
Dann gilt (vgl. Diskrete Mathematik, § 4.5)

dz = Hdme(l) + dye(2)|| ||V f(x0,90)|| cosp .

Wir betrachten nun nur Ortszuwéchse dze ) 4 dye | deren Endpunkte auf einem Kreis
vom kleinen Radius r liegen.

Dann ist dz = r||V f|| cos ¢ allein abhangig vom Winkel (.

Unter der Annahme V f # 0 nimmt dz seinen grofiten Wert fiir o = 0 an.

Da das Differential niherungsweise die Anderung der Funktion in Abhédngigkeit vom
Argumentzuwachs beschreibt, nimmt die Funktion f am stérksten in der Richtung zu,
die durch den Gradienten gekennzeichnet ist.

Entfernt man sich vom Flachenpunkt Py(zg, yo, 20), 20 = f(Z0, %), in einer zum Gradi-
enten senkrecht verlaufenden Richtung, so ist ¢ = 7, was dz = 0 ergibt. Das zeigt, dass
die Funktion f in dieser Richtung (ndherungsweise) stationér ist.

Ergebnis: Der Gradient einer Funktion f gibt die Richtung des grofiten Wachstums
der Funktion an. Seine Norm ist ein Maf} fiir das Anwachsen in dieser Richtung. Der
Gradient steht senkrecht auf der durch den entsprechenden Flachenpunkt verlaufenden
Hohenlinie.

2.3.3 Hohere partielle Ableitungen

Gegeben sei z = f(x,y)
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

VAN RN
f xrx f Yy f yr f vy
R A VN A
fx:ca: fmcy fazyx fwyy fya:x fy:cy fyyx fyyy

Schreibweisen:

<3f> ~ O (=t

Ox \ Ox 81;2
;’y(gi>:£§y—(fx> ~ fay
5(35):52;3 (e = fo

w=f@y,2)  ((fa)y): = fape = 2 (2 (8)) = 555 usw.

Beispiel: f(z,y) =e " cosy, fe = —e "cosy, fy =—e Tsiny
fow =€ ¥ cosy, fzy =€ Fsiny, fyz =€ Fsiny, fyy = —€ Fcosy

Satz von Schwarz: Falls die gemischten Ableitungen stetig sind, dirfen die einzelnen
Differentiationsschritte vertauscht werden.

Beispiel:  f.,y = fyoy = fyuz

Im Fall n = 2 reduziert sich dann die Anzahl der zu berechnenden partiellen Ableitungen
2. und 3. Ordnung von 4 auf 3 bzw. von 8 auf 4.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.4 Relative Extrema

2.4.1 Definitionen und Beispiele

Definitionen: Es sei M C D C R* und f : D — R. f besitzt an der Stelle £ =
(&1,...,&,) € D ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum), wenn in einer
Umgebung von & gilt

flx) < f(&) (bzw. f(§) < f(z)) Vz#E

f besitzt an der Stelle £ € M sein absolutes (globales) Maximum (bzw. Minimum)
auf M, falls gilt

flx) < f(§) (bzw. f(§) < f(z)) VeeM

Ist M = D, so lasst man haufig den Zusatz ,auf M fort.

Beispiele:
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein relatives
Extremum

Satz: (Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremums) Die
Bedingung fi(zo,%0) = fy(%0,%) = 0 ist notwendig fiir die Existenz eines relativen
Extremums an der Stelle (g, yo) einer Funktion f, deren partielle Ableitungen an dieser
Stelle existieren.

Beispiel: 2= f(z,y)=2*—vy? 2o=9 =0

Je =2z, fx(0,0) =0, fy: —2y, fy(ovO) =0

d.h. die notwendige Bedingung ist erfiillt.

Schnitt der Fliche mit der x, 2-Ebene (y = 0) z = z?
Schnitt der Fliche mit der y, z-Ebene (z = 0) z = —y?

= f(x,y) besitzt im Ursprung kein relatives Extremum.
Der Flachenpunkt (0,0, 0) ist ein sogenannter Sattelpunkt.

Verallgemeinerung auf Funktionen von n Veranderlichen: Notwendig fiir das Vor-
liegen eines relativen Extremums an der Stelle £ einer Funktion f(zy,...,z,), deren
samtliche partiellen Ableitungen dort existieren, ist das Verschwinden dieser Ableitun-
gen an der Stelle £, d.h.

Vf(§) = gradf(£) = 0.
Eine solche Stelle ¢ heifit stationédre Stelle von f.

Dies ist jedoch nur ein notwendiges Kriterium und kein hinreichendes!
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Satz: (Hinreichende Bedingung fiir ein relatives Extremum)

Die Funktion f: D — R, D C R" besitze stetige erste und zweite partielle Ableitungen.
Dann hat f an der Stelle (xg,y0) ein relatives Extremum, falls die folgenden beiden
Bedingungen erfillt sind:

L. fu(wo,40) = fy('r07y0) =0
2. Es gilt die Ungleichung

A(zo,y0) = Jaa(%0,90)  fay(T0, o)

B Jye(Zos90)  fyy(xo, yo) | = fea(Z0, 40) - fyy(20,%0) — fg?y(xo,yo) >0

<0

<0 . . .
50 } (bzw. fyy(xg,yo){ 50 }), so liegt ein relatives

Ist ferner f,.(zo,yo) {

Maximum
VOr.

Minimum

Bemerkung:
Gilt A(zg,yo) < 0, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Im Falle A(zg,yo) = 0 macht das Kriterium keine Aussage.

Vorgehensweise zum Auffinden relativer Extrema:
1. Ermittlung aller stationdren Stellen.
2. Fir samtliche dieser Stellen wird das Vorzeichen von A ermittelt.

3. Untersuchung der verbleibenden Punkte, in denen A = 0 ist oder f nicht hinrei-
chend oft differenzierbar ist.

Falls die absoluten Extrema von f auf M C D; zu bestimmen sind und M Randpunk-
te enthélt, sind ferner noch die Randextremwerte zu ermitteln und mit den relativen
Extrema zu vergleichen.
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Beispiel: Man bestimme die absoluten Extremwerte der Funktion
z=f(z,y) = (y — $2)(y — 2m2) im Bereich —1 < z,y < 1.

Bestimmung und Untersuchung der stationéren Stellen

fo=—2x(y —22%) + (y — 2%)(—42) = —2xy + 42° — 4oy + 423 = —2x(—42> + 3y)
fo=vy—22"+y— 2> =2y — 3a?

fe=0und f,=0 = —22x=0 oder 42* =3y

= 22=3/4y und 32 =2y = 2*=2/3y,

Dies ist nur moglich, wenn z =y = 0 ist; also ist (0,0) die einzige stationére Stelle.
fow = —6y + 2422, f,, = =6z, f, =2

A(0,0) =0, d.h. das Kriterium macht keine Aussage!

Untersuchung von f in der Ndahe des Ursprungs:
£0,y) =y

f(x,0) = 22*

Fiir y = ax folgt f(z,ax) = (ax — 2%)(ax — 22%) = 2%*(a — z)(a — 22)
Man kénnte nun glauben, dass bei (0,0) ein relatives Minimum vorliegt,
aber

flz,y) =0 y=2a2 V y=_22°

flr,y) >0 [(y—22>0Ay—222>0)]V[(y— 2> <0Ay—22* <0)]
Sy >2PVy < a?

flz,y) <0 [(y—22<0Ay—22>>0)]V|[ly—2®>>0Ay —22% <0)]
& a? <y < 222

In jeder noch so kleinen Umgebung um den Ursprung nimmt die Funktion f sowohl
positive als auch negative Werte an. Daher liegt im Ursprung kein relatives Extremum
vor.

Untersuchung des Randes:

fELy) =y —1)(y—2)=y*—3y+2=:h(y)

R(y)=2y—3, KWy =0=y=3/2>1

flx,1) = (1 —2?)(1 —22%) = 22" — 322 + 1 =: g(x)

g'(x) =82% — 6z =2x(42® —3), ¢(z)=0=>2=0Vr==21iV3
f(x,—=1) = (1 + 2*)(1 + 22?%) wird minimal fiir x = 0
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Als Randextremwerte kommen mithin in Frage:

(07 1)a (%\/§7 1)7 (_%\/37 1)7 (Oa _1)

sowie die 4 Randpunkte (£1,+1)

fEL-1) =6, [O0.+1)=1, f(EL,1)=0, [(+1V3,1)=-1/s.

Ergebnis: Das absolute Maximum von f wird angenommen an der Stelle (£1,—1) und
das absolute Minimum bei (£1+/3,1).
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.4.3 Verfahren des steilsten Abstiegs (*)

Ziel: Naherungsweise Berechnung von Extrempunkten einer Funktion f: D CR"” — R

0.B.d.A. wird das Minimierungsproblem behandelt. (Das Maximierungsproblem lasst
sich durch Ubergang von f zu —f auf ein Minimierungsproblem zuriickfiihren.)

Ein Problem, welches sich auf das Minimierungsproblem zurtiickfiihren lasst:

Gesucht sind die Losungen des folgenden Systems von nichtlinearen Gleichungen

gi(xy, 29, . ..,2,) =0

iq?F$1,$2,...,xn) =0 (%)

gn(T1,29,...,2,) =0

Beispiel: n=2: gi(z,y)=2>+y>—1=0, go(x,y) =1/42* + 4> =1 =0
D ={(z,y) € R?|z,y > 0}

n
Setze: f(z1,2a,...,20) = > g7 (v1, %0, ..., Tn)
i=1

Dann ist £ € D genau dann eine Losung von (x), falls néiB f(z) = f(&) =0.

Nach den Ergebnissen des § ist lokal, d.h. in einer Umgebung des Punktes z(?,
die Richtung des steilsten Abstiegs der zu minimierenden Funktion f gegeben durch
—V f(2®). Auf dieser Eigenschaft des Gradienten beruht das folgende Verfahren, welches
als Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradientenverfahren) bezeichnet wird.

Iterationsvorschrift:

1.
2.
3.

Wihle einen Startpunkt z(?); setze den Iterationsindex [ = 0.
Wihle als Suchrichtung s = —V f(z®).

Bestimme eine skalare Schrittweite oY) > 0 durch Losung des folgenden eindimen-
sionalen Minimierungsproblems (Linienoptimierung)

min f(zV + aWsD);

a>0

setze anschliefend

Wenn Abbruchkriterium erfillt, stop.
Starte neue Iteration [ := [ + 1; gehe nach 2
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2 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

1 n
Ein (einfaches) Beispiel: f(xy,...,z,) = 5 > (z; — a;)* mit a; €R, i =1,...,n, bel.
i=1

)
agz‘:xi_ah Vf($):l’—a
£ € R” bel. gewahlt, s© = _(xm) _ a)
i ©0) _ 40,0 _ _ (0) (0) () N
i, S = o a%sEOZ ) —a)

(1-a©)(@'? —a;)

1
= §min(1 - a(0)>22($(0) - @)’ = a® =1 dh M =g¢

Linienminimierung (Bestimmung des Minimums lings der festgelegten Suchrich-
tung):

Setze: h(a) = f(z® Vf(xD)

PV AS A
IV f (=)
Gesucht: o mit h(a”) = minh(a)

)

Bestimmung eines Naherungswertes o fiir o*
a; =0, hy == h(o), ag:=1, hy = h(as)
Solange hy < hs, setze ag := ag/2, hs = h(ag);
Qo = 063/2, hg = h(&g),
Man legt nun durch die Punkte (ay, h;), i = 1,2, 3, eine Parabel P(«) und nimmt deren
Minimumstelle o als Naherungswert fiir die Minimumstelle o*.
Es gilt:
a3 — Oy hs — hy
4 hy—2hy+ My

g = Qg —

Abbruch des Verfahrens, falls fiir ein [ gilt ||V f(z®)|| < ¢, wobei € eine vom Problem
abhéngige Genauigkeitsschranke ist.

Beispiel: Gesucht ist die Losung des Systems nichtlinearer Gleichungen:

gi(z,y,2) = 3z — cos(yz) — 1/2 =0
golz,y,2) = 2> —81(y+0.1)> +sinz +1.06 =0
93(,y, 2) = e~ + 20z + 102=3 —0

Dieses System hat die Losung (1/2,0, —7/6), /6 = 0.52359877 . ..
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Setze: f(x,y,z Zgl T,Y, 2

091 0 093 0 )

Vf(x,y z) = (2918+2 2%4-2 387 leagyl‘i‘ +293%+
ol (P91 091 09:\", (092 092 002\' (095 Ogs Ogs)’
o ox’ Oy’ Oz 92 ox’ Oy’ Oz 93 ox’ Oy’ 0z

3
Also gilt: Vf(z,y,2) =2- Zgz'ng'

Start (2, 5@ 20) = (1/2,1/2,1/2)

a =0y =1159.24
as = 0.25 | hy = 454.8059
ag =05, hg =363.5173
= ap = 04122214,  h(ag) = 372.2808
Es wird ap = 0.5 gewahlt, da h(as) < h(ap).
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Einfiihrendes Beispiel

Betrachtet wird ein nach oben geworfener Korper. Auf diesen wirkt die Anziehungskraft
der Erde und bewirkt eine der Wurfrichtung entgegengesetzte Fallbeschleunigung.

Fallbeschleunigung §(t) = —g¢

Gesucht ist das Weg-Zeit-Gesetz s(t).

§(t) = —g ist die Differentialgleichung des freien Falls ohne Beriicksichtigung des Luft-
widerstandes.

Losung dieser Differentialgleichung durch Integration
i) = /é(t) dt = /—g dt = —gt +
1
s(t) = /s‘(t) dt = /(—gt +C)dt = =gt + it + Gy, 1, Gy R bel.

ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

t=0:
C = 5(0) ist die Anfangsgeschwindigkeit vy = v(0)
Cy = 5(0) ist die Anfangshohe sy = s(0)

Durch Angabe der Anfangshéhe sy und Anfangsgeschwindigkeit vy ist die Losung der
Differentialgleichung eindeutig festgelegt
s(t) = $gt* + vot + so.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.1.2 Definition einer DGL

Definition (DGL): Eine Gleichung, in der Ableitungen einer (noch unbekannten) Funk-
tion auftreten, heifit Differentialgleichung (abgekiirzt mit DGL). Die Ordnung der in
der DGL auftretenden hochsten Ableitung heifit die Ordnung der DGL.

Explizite Form einer DGL: y™ = f(x; y, v/,..., y™™Y)

Implizite Form einer DGL: F(z; y, v/,..., y™) =0

Beispiele:
1. 3(t) = —g 2. Ordnung und explizit
2. 327% =2y® + Lcosw 2. Ordnung und explizit

2
3. x (%) +cosy =0 3. Ordnung und implizit

3.1.3 Losung einer DGL

Definition: Eine Funktion y = ¢(x) heifit Losung oder Integral der Differential-
gleichung

F('r; Y, y/> ) y(")) =0 bzw. y(n) = f(g;', Y, y', cey y(nfl))
auf dem Intervall /, wenn

1. ¢ auf dem Intervall I n-mal differenzierbar ist und

2. F(z; ¢, ..., o™) =0
bzw.

™ = fla; ¢, ¢, D)
fiir alle z € I gilt.

Beispiele:
1. Gesucht sind samtliche Funktionen y mit ¢y = 2.
Losung: y = 22 + C

2. §=—g,  s(t)=—1gt* + Cit + Oy
Bedingung 1: erfiillt

Bedingung 2:  §(t) = —gt + C, §(t) = —g
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3. ¥ +ytanx = I=(—7/2,7/2)

coszT’

Behauptung: y = sinx + C'cos x ist Losung fir alle C' € R.

y und y' = cosx — C'sin x eingesetzt in die DGL liefert:

_ _ sinx  cos’z +sin’x 1
cosz — C'sinz + (sinx + C'cosz) - = =
cos cos cos T

4. Schwingungsgleichung:
Harmonische Schwingung y(t) = Asin(wt + ¢), w >0
y(t) = Aw cos(wt + @)
ij(t) = —Aw?sin(wt + ) = —w?y(t)
= j+wy=0

Definition (Allgemeine und spezielle Losung): Die Menge aller Losungen einer DGL
heifit deren allgemeine Losung; sie enthélt Konstanten, die als Integrationskonstan-
ten bezeichnet werden.

Jede durch eine spezielle Wahl aller Konstanten in der allgemeinen Losung entstehende
Losung der DGL heifit spezielle oder partikulare Losung.

Anmerkung: Es gibt jedoch DGLn, die keine (reellen) Losungen besitzen,
zB. (v)*=—-1.

3.1.4 Anfangswertproblem

Definition (Anfangswertproblem): Gegeben sei die Differentialgleichung

y ™ = f(x;y, o, ..., y™ V), ein Intervall I sowie zo € I, yo, Y1, .., Yn—1 € R.

Dann bezeichnet man als Anfangswertproblem die Aufgabe, eine Funktion y zu fin-
den, die

1. der Differentialgleichung auf dem Intervall I geniigt und
2. die Bedingung

y(0) = vo, ¥'(x0) = y1, ¥ (x0) = v2y -+, " V(o) =Yt (%)

erfiillt.

Die Werte v, 41, ---, Yn—1 € R heilen Anfangswerte, die Bedingungen (*) Anfangs-
bedingungen, z; heifit Anfangspunkt.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Beispiele:

1. DLy = 2z, y(1) =
allgemeine Losung: y(x) 240, CeR
3=y(l)=14+C = C’
gesuchte Losung: y(z) =

2. Die DGL 4 + w?y = 0 beschreibt die harmonische Schwingung eines elastischen
Federpendels. Gegeben seien die folgenden Anfangsbedingungen:

y(0) = yp > 0: das Federpendel besitzt zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Auslenkung in
positiver Richtung
y(0) =0: Bewegung erfolgt aus der Ruhelage heraus.

Allgemeine Losung der DGL lautet (s. § [3.1.3)):
y(t) = Asin(wt +¢), A>0, p€]0,2n)
Amplitude A und Phase ¢ werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt:
y(0) =yo = Asinp=yy = ¢ € (0,7), da yy,A >0
9(0) = Awcosp =0 = p=m7/2,da A, w>0und ¢ € (0,)
= A=y, day(0)=Asing= Asinn/2 =y
——

1
Die Losung lautet y(t) = yo sin(wt + 7/2) = yo cos(wt), t >0
3.2 DGLn 1. Ordnung
Gegeben sei die DGL ¢ = f(z,y) . (1)

3.2.1 Richtungsfeld

Annahme:
Durch jeden Punkt des Definitionsbereiches von f gehe genau eine Losungskurve.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Die Steigung der Tangente an die Losungskurve in Py(zo, yo) lautet
Y'(z0) = f(o,yo) mit yo = y(zo)-
Durch die DGL (1) wird jedem Punkt P aus dem Definitionsbereich von f ein Richtungs-

oder Steigungswert zugeordnet. Er gibt den Anstieg der durch P verlaufenden Losungs-
kurve an.

Definition (Linienelement): Unter einem Linienelement der DGL (1) versteht man
ein Zahlentripel (zo, yo, y() mit (zo,yo) € Dy und yy = f(zo, yo). Die Menge aller Lini-
enelemente bildet das Richtungsfeld der DGL.

Alle Kurven, die in jedem Punkt die Richtung des Linienelementes haben, sind Losungs-
kurven.

Definition (Isokline): Eine Isokline ist die Verbindungslinie aller Punkte, deren zu-
gehorige Linienelemente parallel sind.

Die Isoklinen der DGL (1) sind durch die Gleichung f(z,y) = ¢ (c const.) gege-
ben.

Beispiele:

1. DGL 3 =2z  Isoklinengleichung: 2z = ¢, d.h. z = ¢/2
2. DGL 3/ = 1—y; die durch den Ursprung verlaufende Losungskurve ist zu ermitteln.

Isoklinengleichung: 1 —y=¢c = y=1—-c¢
Die gesuchte Losungskurve ist y(z) =1 —e™".
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.2.2 DGL ¢ = ky

d
Y _ ky, Annahme: y # 0
dx

W — | dy :>fd—yy:fk:dx = Inly|=kzr+C

)
An der Stelle xg sei der Anfangswert gy, vorgegeben; dann gilt

In |yo| = kxog + C

Subtraktion beider Gleichungen gibt

In|y| —Inly| = k(z —20) = [y| = |yolek(x7m0) = y(r) = yoe Fle=0)
————

Beispiel:
An einem Kondensator mit der Kapazitat C' liege die Spannung u.(t). Es gelte u.(0) = 0.
Er werde fir t > 0 iiber einen Ohmschen Widerstand R mit der Gleichspannung Uy,

aufgeladen.
Man bestimme den zeitlichen Verlauf der Spannung u.(t) und des in den Kondensator

flieenden Stromes i.(t).
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.2.3 Separierbare DGLn
Gegeben sei die DGL: v/ = f(x) - g(y)

Zi = f(z)-g(y) Annahme: g(y) # 0

Trennung der Variablen

dy dy

— = f(z dx:>/—:/fx dx
9(y) (@) 9(y) @)
Auflésung nach y

Bemerkung:

Die Trennung der Variablen erfordert g(y) # 0. Die Losung der Gleichung ¢(y) = 0 liefert
Losungen von Typ y = b (b const.), falls die Gleichung g(y) = 0 iberhaupt Losungen
besitzt. (Denn falls g(b) = 0, so ist y = b Losung)

Beispiele:
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.2.4 Auf separierbare DGLn zuriickfithrbare DGLn

e DGLn vom Typ ¢ = f(ax + by + ¢)
Subst.: u = u(x) = ax + by + ¢ (%)
W =a+by =a+bf(u)
Losung durch Trennung der Veranderlichen.
Losung in (x) einsetzen und nach y auflosen.

Beispiel:

AWP: DGL ¢/ =(z+y—1)* mit |z]<7/2, y(0)=1
Subst.:u:x—i—y—l u=1+y =1+u?

du
— =dx :>/ —/1dx = arctanu =z + C
1+ u? 1+ u?
u=tan(z+c)=2+y—1 = y=1—x+tan(z +¢)

(AWP)0=1—-1=tanC = C=knr, ke Z
die gesuchte partikuldre Losung lautet: y(z) =1 —x 4 tanx

e DGLn vom Typ ¢ = f(%)

Subst:u=u(z) =% = y=ux (xx)
y—u_ flu)—wu
T x

8

y=vr+u = u=

1
' = —(f(u) — u) ist eine separierbare DGL
T

Losung durch Trennung der Veranderlichen
Loésung in (k) einsetzen.

Beispiel:
A
v ‘ l—u—u 1-2u
Subst.: u = Q, u = =
T x
Vorausetzung' u#1/2
du dx
u—1 u—1 x
1
§1n|2u— 1] =—-In|z|+In|Cy|, C1#0
2
Inj2u — 1] =1 Jeaf
|z
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

2 k 1 [k
|2u—1|:ﬂ = 2u—1=— = u-2<+1>—

2 2 2

SHES

1 k
Allgemeine Losung der DGL: y = 5 (x + ) , keR.
x
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.2.5 Lineare DGLn 1. Ordnung

Definition: FEine DGL 1. Ordnung heifit linear, wenn sie in der Form ¢/ + f(2)y = g(x)
darstellbar ist.

g heifit Storfunktion. Falls g = 0 ist, heiit die DGL homogen, andernfalls inhomo-
gen.

Beispiele:
y = ky f(z) = —k linear und homogen
Yy +32%y =0 f(z) = 3z* linear und homogen
Y + 22%y = sinx linear und inhomogen
Y +32%y? =0 nichtlinear
Yyy+x=0 nichtlinear

3.2.5.1 Losung der homogenen DGL

y = Zi =—f(2)y
W= —fla)de = [%=—]f(x)da

Iyl = — [ f(x) dz

Allgemeine Losung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung;:

y(x) = ke [ T@dr ke R,

3.2.5.2 Losung der inhomogenen DGL

y+ f@y=9@) (2
e Variation der Konstanten
Losung der zugehorigen homogenen DGL durch Trennung der Variablen liefert
yo(x) = ke~ J f@dx Jk €R;
k wird durch eine Funktion K (z) ersetzt.

Losungsansatz:

y(z) = K(z)e~ ] @

Y(2) = K'(x)e J1@d 4 K (g)e [ 1@ d(—f(2))

Einsetzen in die DGL liefert:

K'(w)e JI@d _ @)K (z)e ™ [ 1@ ® 4 f(a) K (x)e [ I@ & = g(a)

=0
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

K'(x) = g(x)e] /&)
Integration liefert: K (z) = fg(:p)eff(”) 4 dy + C
Einsetzung in den Losungsansatz liefert:

Allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL (2):

y(x) = {/g(x)eff(x)dl’ dx +C| e~ JI@dr

Beispiele:
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

e Aufsuchen einer partikulidren Losung

Satz: Die allgemeine Losung y einer inhomogenen linearen DGL (2) ldsst sich
darstellen als y(z) = yo(z) + y,(x), wobei y, die allgemeine Losung der zugehori-
gen homogenen und y, eine beliebige Losung der inhomogenen DGL (partikulére
Losung) ist.

Beweis:

Vorgehensweise zur Losung einer inhomogenen DGL durch Aufsuchen einer parti-
kuldaren Losung:

1. Bestimmung der allgeme inen Losung gy der zugehorigen homogenen DGL,

2. Bestimmung einer partikularen Losung v, der inhomogenen DGL mit Hilfe eines
geeigneten Funktionsansatzes,

3. Summation y = yo + y, liefert die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Beispiel:

y —YL=2% yy=kx, keR, Ansatz fir y,: y,(r) = az® + bz’ + cx

Y

y, — 2 = 3ax® + 2bx + ¢ — (ax® 4 bx + ¢) = 2a2” + br = 2
3
Koeffizientenvergleich liefert: 2a =1 = a =1/2, b = 0 und damit y, = T

1‘3

2
Damit lautet die allgemeine Losung der DGL y(z) = yo(z) + yp(x) = kx + 5
R.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.2.5.3 Lineare DGLn 1.0rdnung mit konstanten
Koeffizienten

Y +ay = g(x)

Die zugehorige homogene DGL ¢’ + ay = 0 besitzt die Losung yo(x) = Ce ™" (vergl. §
32.2).
Bei einer inhomogenen DGL bietet sich an

e Variation der Konstanten

e Aufsuchen einer partikuldren Losung (oft zweckméaBiger)

Storglied g Loésungsansatz y,,
1. Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢
2. Lineare Funktion Lineare Funktion y, = cix + ¢
3. Quadratische Funktion Quadratische Funktion y, = c32? + 1@ + ¢o
4. Polynom vom Grade n Polynom vom Maxgrad n
yp:CniC"—i--“—i-cl:c—i-co
g(x) = A-sin(wx)
6. g(z) = B - cos(wx) yp, = Cy - sin(wzx) + Cy - cos(wx)
7. g(z) = A-sin(wz) + B - cos(wz)
C-e’ firb+# —a
8. g(x)=A-e"™ =
9() U {Cx-ebx fir b= —a
Tab. Lésungsansatze fir DGL vom Typ ¢/ + ay = g(z)
Beispiel:

Y2y =2  yg=ce ™
Ansatz fir y, :  y,(r) = ax® + Br + 7 (Tabelle, 3. Fall)
Eingesetzt in die DGL liefert dies :
201 + B+ 202? + 2Bx + 2y = 22
Koeffizientenvergleich: 2a =1 = a =1/2, 20+ p)=0 = f=—a=-1/2
f4+2y=0 = y=1/4

2 x 1
> 271

. I e |

Ergebnis: y(z) = yo(z) + yp(z) = Ce ™ + 5 5t CeR.

=y, =
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.3 Lineare DGLn 2. und hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Definition: Eine DGL n-ter Ordnung, die sich auf die Gestalt
Y (@) + ana (2)y" V(@) + -+ ar(2)y (2) + ao(2)y(z) = g(x)

bringen lédsst, heifit linear. Falls g(x) = 0, heifit sie homogen, andernfalls inhomogen.

Wir betrachten hier nur den Fall, dass die Koeffizientenfunkionen a;,7 =0,1,...,n — 1,
konstante Funktionen sind:

Y (@) + an1y " (@) + -+ ary/ (2) + agy(z) = g(). (1)
Die DGL (wir lassen wieder das Argument z fort)
Y™+ an oy 4 a4 agy =0 (1n)
heifit die zu (1) zugehorige homogene DGL. Sie hat stets die triviale Losung

y=0.

Satz: Das AWP ist eindeutig l6sbar, wenn ¢ stetig ist, d.h. zu jeder Anfangswertvorga-
be xg, y;, i = 0,1,...,n — 1, gibt es genau eine Lésung y von (1) mit y® (x0) = y;, i =
0,1,...,n—1.

3.3.1 Eigenschaften der homogenen DGL
Wir betrachten zunéchst die homogene DGL
Y™+ any" TV -+ ay +agy =0 (2)

Satz:

1. Sind y;, yo zwei Losungen von (2), so ist auch y = c1y1 + cayo, €1, ¢2 € R, Losung
von (2).

2. Ist y eine komplexwertige Losung von (2), so sind auch Re y, Im y (reellwertige)
Lésungen von (2).
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Beweis:

1. Vorbemerkung: Es gilt (c1y1+coy2)” = ((cry1+cay2)’) = (cryi+cayy) = cry+coyhy,

und durch Induktion erhélt man

(cry1 + 02y2)(n) = Clygn) + Czyén)-

Sind vy, y» Losungen von (2), so gilt:

(c1y1 + cay2)™ + ap_1(cr1yr + c2y2) "V + -+ ar(arys + cayp) + ao(ciys + coya) =

Mt an_1e1y" V4 darary +ageryn+eyS Fan_1cyS V4 -+ aycayhFaocays

=0 [Z/gn) + Gn—1y§n_l) + -+ aryy + aoy] +co [yén) + an—lygn_l) + - 4 aryh + aoys)

=0, da y1 Losg. von (2) =0, da y2 Losg. von (2)
=0
2. Es sei y eine komplexwertige Losung von (2).
Setze u = Re y, v = Im y. Dann gilt:
(u+jv)™ + g (u+jo) "D 4+t ay (u+ jv) + ag(u+jv) =0
u™ + ap_u™ D g+ agu 4+ jo™ + a0 Y £ @ +agv] =0
Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn sowohl der Real- als auch der Imaginar-
teil der linken Seite verschwinden. Damit sind u, v Losungen von (2).

Bemerkung: Mittels Induktion erhélt man, dass die Aussage unter 1. auch fir endliche
Summen von Losungen gilt.

Beispiel: (Schwingungsgleichung)

Yy +wly=0 (3)

Losungen sind y;(t) = sinwt, yo(t) = coswt (vgl. [3.1.3)).

Damit ist auch ¢; sin wt + ¢; coswt Losung von (3) fiir alle ¢1,¢c0 € R .

Auch y(t) = e ist Losung von (3), denn es gilt 3/(t) = jwe™, y"(t) = —w?e™' und
damit

Y’ + wiy = —wet + w2t =0 .

Nach obigen Satz sind dann auch Re y = coswt, I'm y = sinwt Losungen von (3).

Definition: Die Losungen yi, ¥o,..., ¥y, von (2) heien linear unabhingig, falls
aus
cyrt eyt A+ cyn =0

folgt, dass gilt ¢; = co = - -+ = ¢, = 0. Andernfalls heiflen sie linear abhéangig.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Satz: Es seien yi, 4o, .., Y, Losungen von (2); dann sind vy, 4o, .., ¥, linear unab-
hingig, wenn die Wronski-Determinante

wow
Wlyr, .. s 2] = w y2§x yn.x
w' (@) g (@) w0

an einer beliebigen Stelle xy nicht verschwindet.

Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, Wy, ..., yn; xo] # 0, aber yy, ..., y, wiren linear abhéngig. Dann wére
die Gleichung

ath+ eyt ey, =0 ()

erfiilllt, ohne dass ¢y = ¢ = --- =¢, =0, etwa ¢; # 0.
Dann besitzt das homogene LGS

c1y1 (o) + coya(wo) + -+ - + cpyn(z0) = 0
ey (wo) + cay(wo) + -+ - + ey (20) = 0

eyl (o) + ey (wo) + -+ ey I (m0) = 0

die nichttriviale Losung (c1,ca,...,¢,)T  (e1 #01)

= Wlyr, ..., Yn; xo] = 0, dies steht im Widerspruch zur Annahme.
Beispiel: (Schwingungsgleichung (3))

y1(t) = sinwt, yo(t) = coswt sind Lésungen von (3)

sin wt cos wt

Wiyi, yo] = = —wsin? wt—w cos® wt = —w(sin® wt+cos® wt) = —w # 0

wcoswt —wsinwt

= sinwt, coswt sind linear unabhéangig.

Satz: (Losungsgesamtheit einer linearen homogenen DGL)
Jede Losung y von (2) lasst sich darstellen in der Form y = c1y1 + caya, + -+ + ¢u¥n,

wobei y1, Y2, ..., Yp linear unabhangige Losungen von (2) und ¢, ¢, ..., ¢, € R sind.

Bemerkung: Man nennt {y, 4,..., y,} auch Fundamentalsystem der DGL (2).
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Beispiel:

Die allgemeine Losung von (3) lautet: y = ¢1 sinwt+co coswt, ¢1, ¢ € R.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.3.2 Losung der homogenen DGL

v+ anay™ Y e ay +agy =0 (2)

Az

Ansatz zur Losung von (2): y(z) =e Ziel ist es, A zu bestimmen

Y (z) = Xe™, o (x) = N2 ..., y™ = A"e* eingesetzt in (2) liefert:
N 4 g, AT leM 4 g e e’ =0 | e

bzw. die charakteristische Gleichung
)\n+an71)\nil+"'+a1)\+ao =0 (4)

Aox

Ist A\g Losung von (4), so ist e Losung von (2).

3.3.2.1 Lineare DGLn 2. Ordnung
Fiir die homogene DGL 2. Ordnung
y'+ay +by =0 (2a)

lautet die charakteristische Gleichung

M 4+al+b=0 (4a)

—a++va? —4b
Diese besitzt die Losungen Ay, = ¢ 2& ;
eM? e*? gind dann Losungen von (2a).
Je nach Vorzeichen der Diskriminante D = a? — 4b sind drei Fille zu unterschei-
den:

e D>0: )\1, )\QGR, )\1#)\2
e er2® Nz A 1 1
= — AT 2T, — o (M1tA2)z _
Wiy, yo AeNT \petew ere A Ay € (A2 = A1) #0

Also bilden y;(z) = e*®, yo(x) = e*2® ein Fundamentalsystem der DGL (2a)
Die allgemeine Losung ergibt sich als y(z) = c1eM® + 2%, ¢1, ¢y € R.

Beispiel:
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

e D=0: A\ =X\ =\ = —a/2, das ergibt y; = y, = e ~¥/?
Losungsansatz: y(z) = K(z)e~%2*  Ziel: Bestimmung von K (z)
Y () = K'(@)e™2% + K(2)(—a/2)e 2% = [K'(z) — a/2 K(z)) - e~/
y'(@) = [K"(2) — a/2K'(x)] - e 7% + [K'(2) — a/2 K ()] (~a/2)e~*/?*
= |K"(z) = aK'(x) + a* A K (x)] - e~/
Einsetzen in (2a) liefert:
[K"(x) = a K'(x) + /A K (z) + aK'(z) — a®/2 K (z) + bK ()] - e =27 = 0
[K”(:c) ~1/4(a® — 4b) K(2)

—D=0
= K'(z)=0 = K(z)=cx+c, ¢, xn€ER

_efa/2:r::O |_ea/2x

—a/2z hinzuerhalten.

1 T
—a/2 1—a/2x

Damit haben wir zu der Losung e ~%?? die Losung ze

—a/2x —a/2x

(§] xre

W[ylvyﬂ = _a/zefa/Zx e—a/2z _ a/Z:L‘e*a/Q‘”
=e ®#£0

Damit lautet die allgemeine Losung der DGL: y(z) = (c1@ + ca)e "2, ¢, ¢y €
R.

—ax

= e .

Beispiel:

e D < 0: Es gibt zwei konjugiert-komplexe Losungen A;/; = o & wj.
Die Losungen g2 = e*/2” der DGL bilden ein (komplexes) Fundamentalsystem
der DGL (Nachweis mit Hilfe der Wronski-Determinante).
Ziel: reelles Fundamentalsystem
y(z) = a1fi (@) + cafia(7) = cre(oteT 4 pelamwi)e — gor [C1€wjz + co€ ij]

= e [c1 coswz + 1] Sin wx + ¢ COswx — Cj sinwz
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

=e"| (c1 + ¢g) coswx +j (€1 — o) sinwx| = e [A] coswz + jAy sin w]
—_——— —_———
::Al :1A2
Satz Ay BT y1(z) = e*sinwz, yo(z) =e* coswzr
sind (reelle) Losungen, ja, sie bilden sogar ein (reelles) Fundamentalsystem der
DGL (Nachweis mit Hilfe der Wronski-Determinante).

Beispiel:

75



3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Zusammenfassung:

DGL: /" +ay +by =0
char. Glg.: A2 +a\+b=0

Losungen der char. Gleichung | Fundamentalsystem allgemeine Losung (c1,co € R)
1A, A € RO # Ao y1(x) = eM® c1eMT 4 coet2®
y2<x) — )\zx
2. M =M=)ER y1(r) = e® (c1w + cp)e®
Yo (1) = we*
3. Mg =afjw y1(z) = e* sinwzx e (¢ sinwx + o coswe)
ya(x) = e cosw

3.3.2.2 Lineare DGLen hoherer Ordnung

Die linke Seite der charakteristischen Gleichung

/\n+an_1/\n—1 4.

t+aA+ag=0

bildet das sog. charakteristische Polynom p(\).

a) Alle Losungen von (4) sind reell und verschieden.
Die reellen Zahlen \;, ¢ = 1,...,n, seien die paarweise verschiedenen Loésungen
von (4) und y;(z) = e i =1,...,n, die zugehorigen Losungen von (2). Dann ist

y(x) =3 cie”
i=1

ebenfalls Losung von (2). Um zu zeigen, dass hierdurch die allgemeine Losung von

2) gegeben ist, ist zu zeigen, dass die Wronski-Determinante von v;, ..., y, nicht
) bl ) bl
verschwindet.
e)\lx e)\gr e)\nx
Ajer® Age2® Apern®
W[ylaayrwx]: :
/\711*16>\1x )\gfle)\zx )\2_1€>\"$

1 1 1

At An
o e)\lxe)\gx . e)\nx . ‘

NN
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

b)

Die rechts stehende Determinante ist die sog. Vandermonde-Determinante (s. Skrip-
tum zur Mathematikl von Frau Prof. Preissler), die nicht verschwindet, da nach
Vorraussetzung alle \; verschieden sind.

Damit bilden die Funktionen e**, i = 1,...,n, ein Fundamentalsystem der DGL
(2).

Alle Losungen von (4) sind verschieden, unter ihnen gibt es komplexe.
In diesem Fall gelten die unter a) angestellten Uberlegungen nach wie vor, auch
wenn einige der Losungen komplex sind. Denn fiir das Verschwinden der Wronski-
Determinante haben wir nur von der Verschiedenheit der Losungen, nicht aber von
der Tatsache, dass die Losungen samtlich reell sind, Gebrauch gemacht. Ebenso
kénnen wir die Konstanten ¢; in der Darstellung einer beliebigen Losung y als kom-
plexe Zahlen ansetzen, ohne dass y den Charakter einer Losung von (2) verliert.
Von den n Losungen von (4) seien r reell und 2s je zu Paaren konjugiert komplex.
O.E. seien diese folgendermafien nummeriert (r + 2s = n)

/\1,/\2,...,)\,«, 1251 :tle, M2 :tjUQ, ceey Mg :l:j?]s.
—_————
eR

Die im Fall D < 0 im §[3.3.2.1| angestellten Uberlegungen liefern die linear unab-
hangigen Losungen

eM?® cos nx,...,e"" cos v,
eM1® sin vy, ..., et? sin v,x.

Unter den Nullstellen des charakteristischen Polynoms gibt es mehrfa-
che Nullstellen.
Es habe A; die Vielfachheit &, d.h.

p(A) = (A - Al)kq(k) mit q(Ar) # 0.

Dann sind

AT AT

M g et g2 oM

.., ahTleMe

linear unabhéngige Lésungen von (2).
Dies liefert den folgenden Beitrag von A; zu der allgemeinen Losung von (2):

A ist reell: (co+ciw+ -+ cpqabt) elr®
A1 ist komplex: AL =+ juy

(cotcrm+--+c12® ) eM® cos v +  (do+diz+---+dp_12%71) e sin vy .

Beziiglich der formal etwas aufwendigen Beweise wird auf die entsprechende Li-
teratur verwiesen.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.3.3 Losung der inhomogenen DGL

y"(2) + a1y V(@) + 4 ey () +agy(z) = glz) (1)

Satz: Die allgemeine Losung y von (1) ldsst sich darstellen als y = yo + v, wobei yo
die allgemeine Losung von (1) und y, eine partikuldre Losung von (1) ist.

Beweis: Wortwortlich wie in §

Losungsansatze fiir die partikuldre Losung

Fall 1:

g ist ein Polynom vom Grad m

m=2:y" +ay’ + by = byx® + bix + by

Fall b # 0: Ansatz: y,(z) = coz? + 12 + ¢

Ziel: cg, cq, co zu bestimmen

yfg = 2007 + ¢y, y{; = 209,

Einsetzen in die DGL liefert:

20y + a(2cow + ¢1) + b(cox? + 1 + ) = bow® + by + by
Koeffizientenvergleich liefert:

beg = by = 9 = bg/b

2aco +bcy = by = ¢ = (b1 — 2acy) /b

2¢9 +acy +bcg =by = ¢y = (bg — 2¢co — acy) /b

Da b # 0 gilt, sind die Gleichungen eindeutig nach ¢y, ¢1, co auflosbar.

Fall b =0, a # 0: Ansatz: y, = co2® + 122 + oz

Yy = 3cor? + 2c17 + ¢, Yy, = 6cox + 2¢4

Einsetzen in die DGL liefert:

6cox + 2¢1 + a(3eaw? + 2017 + ¢) = box?® + by + by
Koeffizientenvergleich liefert:

3acg = by = g = b2/<3@)

6co + 2ac1 = by = ¢ = (bl — 602>/<2CL)

2c1 +acy = b() = Cy = (bo — 261)/@

Da a # 0 gilt, sind die Gleichungen eindeutig nach ¢y, ¢1, co auflosbar.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Storfunktion g

Losungsansatz y,

1. Polynom vom Grade m

B Qum () fir b#0
= r-Qun(zr) fir a#0,0=0
@m: Polynom vom Maxgrad m
Parameter: Koeffizienten des Polynoms @,

2. Exponentialfunktion
g(z) = e

(1) c ist keine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

yp =A-e“
(2) c ist eine einfache Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms:

yp = Ax - e
(3) c ist eine doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms:

Y, = Ax? - e
Parameter jeweils: A

3. Sinusfunktion g(z) = sin fz
oder
Kosinusfunktion g(x) = cos Sz

(1) jB ist keine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

Yy, = A-sin Sz + B - cos fx
(2) jB ist eine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

Yp = x(A - sin fx + B - cos fx)
Parameter jeweils: A, B

(1) ¢ +jB ist keine Losung der charakteristischen
Gleichung:

Yp = e (Qm(x) - sin fr + R, (x) - cos fx)
(2) ¢+ jp ist eine Losung der charakteristischen
Gleichung:

Yp = e (Qm(x) - sin fx + Ry, (x) - cos fx)
@m, Ry: Polynome vom Maxgrad m
Parameter: Koeffizienten der Polynome @),, und

Ry,

Tab. Losungsansitze fir DGL y” + ay’ + by = g(z)
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

Bemerkung zu den Losungsansatzen:

Setzt sich die Storfunktion additiv aus mehreren Gliedern zusammen, so erhilt man den
Losungsansatz fiir y, als Summe der Losungsansétze fiir die einzelnen Storglieder.

Es gilt ndmlich der folgende

Satz: Ist u bzw. v Losung von

Y (@) + an 1y (@) + -+ ary (2) + agy(z) = gi(w)
bzw.

Yy () + a1y V(@) + -+ @y (@) + agy(x) = ga(2),
so ist u 4+ v Losung von

Y™ (@) + ap 1y (@) + -+ ey () + agy(z) = g1(3) + ga(2).

Beweis:
u™ + a,_qub + ... 4+ ad + agu =q
™ + a,_ o™ + ... 4 ap + agv =gy
u™ o™ 4o, (D D)y g (W ) Fag(utv) =g+ g
(u+v)™ 4+ a,_ 1 (u+v)D + . taut+v) +alutv) =g+ g
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLn)

3.4 Systeme von Differentialgleichungen

Die folgenden Gleichungen bilden ein System von n DGIn 1. Ordnung fiir die Funktionen
Y, Y2, -+, Yn

yi = fl(xa y1($)’ yQ(x)’ SO yn(x))
Yy = f1($, yl(w)u y2(x)7 R yn(x»

y’:’b = fn(xa yl(x)> yZ(x)7 sy yn(m))'

Eine DGL n-ter Ordnung

yW () = f(z, y(z), ¥'(2),..., y" V(@)

lasst sich darstellen als ein System von n DGLn 1. Ordnung;:

Die Substitutionen
yi(x) = y(x)
ya(x) =y (x) = yi(x)
ys(x) == y"(x) = ys(x)

Yn-1(2) =y () = Yo (2)
Yn(@) =y D(2) =y, (2)

sowie y,,(x) = y™(z) = f(z, y1(2), ga(2),..., ya(2))
liefern das folgende System von DGLn fiir die Funktionen y; bis v,
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4 Fourier-Transformation

Diese Einfithrung basiert auf

G. Glatz, H. Grieb, E. Hohloch, H. Kiimmerer, R. Mohr
Fourier-Analysis

Briicken zur Mathematik, Bd. 7

Cornelsen Verlag, Berlin, 1996

4.1 Spektraldichte

Es sei f periodisch mit der Periode T und wy := 2. Es gelte f(t)

T/2

1 —jkw
k=7 / f(t)e kot g,
—T/2

Annahme: ¢, € R. Wir setzen

Aw = wy

wy 1= kwy = kAw.

2
Dann gilt wy = Aw = %
1 wy Aw
d damit — = — = —.
und damit - = o = -~

Wir betrachten das sog. ,normierte Spektrum*

T
T = /f(t)e’j‘”’“tdt

o0 o0

f)== > (aT) e = 217r > (e T) e Aw

k=—o00 k=—o00

'ﬂ‘b—‘w
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4 Fourier-Transformation

Idee: Ausgehend von einer periodischen Funktion mit der Periode T', erhédlt man durch
den Grenziibergang T — oo, d.h. Aw — 0, den Ubergang zu der Spektraldarstellung
einer nicht-periodischen Funktion.

(Spektraldichte)

T/2 00
/ Ft) ekt dt Ioee, / Flt) e dt
~T/2 —o00
1 i (e T) e* Aw e L 7S(w) el dw
27, = 21
0 Urnbehnbprmel
,,Umkehrformel*
Definition:

Zu einer gegebenen Zeitfunktion f heifit

S(w) == / F(t) et dt

Spektraldichte der Funktion f; das auftretende Integral heifit Fourier-Integral.

(Korrespondenzsymbol)

f(t) o—e S(w)

Funktion im Zeitbereich Funktion im Frequenzbereich

Die Zuordnung f + S heifit Fourier-Transformation.

Analogie:

periodische Funktion < diskretes Spektrum {Ag, pr} bzw. {cx}

aperiodische Funktion <« kontinuierliches Spektrum S(w)
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4 Fourier-Transformation

Beispiel (Spektrum eines Rechteckimpulses):

Impulsdauer T; = 27T,
Periode T' = 215

1 fur |¢| < T
ft) = ir [t < T

0 fUI'T1<|t|STO
FE+T)=f(t) VteR
L
T T T,

Fourier-Koeffizienten:

/ f 2T1 . Tl
=9 o, T
-7
=0
—_—
1 T 1 T T
Cp, = T / e Ikwot g — 5T / cos kwot dt — j / sin kwot dt
07 o -
T
1 1 Ty 1 T
= — kwot dt = in kwol) = E-lr = — sink=t
T 0/Cos wo o sin kw1 Tok?Tl sin T07r - sin T07T

Spektrum fiir verschiedene Quotienten n = £ = Io:

T, Th
Im Folgenden sei T} fest und T variiert. 1
1 1 1
Co T Ch = 7 sin( 7Tn)

normiertes Spektrum: Mit wy = kwo und T = 2% erhélt man fir & #0

27 1

i T i T;
ol = == —sin(w,T}) = QM Qle
wo kT Wk wi Ty

Setzt man u = wy, T}, so besitzen alle Spektrallinien die Hiillkurve F (u) = 2Tlsi% mit
den Nullstellen v = 4+7m, £27, . ..
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4 Fourier-Transformation

{ex T} 22 F(u) = o1 220

u

S(w) = F(wTy) ist die Spektraldichte (des Rechteckimpulses).
Berechnung der Spektraldichte des Rechteckimpulses mit Hilfe der Definition:

£t) = {1 fir [t| < T}

0 sonst

Fiir w # 0 gilt

7 Tl _elwt T
S(w): / f(t)e_JWtdt: / e—jwtdt: i
Jw |_r
oo -7 1
_ L (o gpemy 2 e
o SE—T
S—
sin w7y
_or sin w7}
WTl

Sinus cardinalis

sint f t
sinc(t) = ¢ ¢ I__H 70
1 firt=0

sin 7t
wt

Achtung! Zuweilen findet man auch die Definition sinc(t) =
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4 Fourier-Transformation

4.2 Vorbereitungen
Bemerkung: Die graphischen Veranschaulichungen sind vom Leser einzutragen.

4.2.1 Einheitssprungfunktion

Definition (Einheitssprungfunktion, Heaviside-Funktion):

1 furt>0
o(t) = )
0 furt<O0

Beispiel 1:
Rechteckimpuls:

1 fir —T<t<T
0-|
0 sonst

t+T>0t>-T

f@)=ct+T)—0o(t—-T) {—T>0&t>T

86



4 Fourier-Transformation

Beispiel 2:

1 fir —T <t<0
f)=q¢-1 fiwwr0<t<T

0 sonst

F(t) = ot +T) — 20(t) + o(t — T)

Beispiel 3:

0 sonst

() = {m(t—a) fira <t
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4 Fourier-Transformation

4.2.2 Einheitsimpuls

0e(t) = ~ [o(t) — o(t - )

3

Es gilt: / d.(t)dt = 1.
Definition (Einheitsimpuls, Dirac-Impuls, Dirac-Stof}):

5(t) = lim d.(t) = lim ~ [o(t) — o(t — &)]

e—0 e—0 ¢

J ist eine verallgemeinerte Funktion (Distribution)

falls ¢ = b
5(t) = {OO allst=0" i [ styde =1
0 sonst .

d(t) wird durch einen nach oben gerichteten Pfeil der Lange 1 dargestellt.
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4 Fourier-Transformation

Der Einheitsimpuls an der Stelle ¢, wird beschrieben durch 6(t—ty).

Eigenschaften von §:

Es gilt 6(—t) = d(t), d.h. § ist gerade.
Ausblendeigenschaft: f(¢)d(t — to) = f(to)d(t — to)
Insbesondere gilt firty =0: f(¢)6(t) = f(0)d(t)

| F®d(t —to)dt = f(to)

Beispiel:

/ costo(t + g)dt = cos(—g) =0

—0o0

Zusammenhang zwischen ¢ und §:

Definition:
Die Einheitssprungfunktion o lasst sich approximieren durch die Rampenfunktion s..

0 furt<O
se(t):i=9L fir0<t<e
1 fure<t

89



4 Fourier-Transformation

Damit gilt:
i(t) =a(t)

Beispiel (Dreieckimpuls):

t

u(t) = (1+ ;) o+ 1) — (o) + (1= 7)) [o(t) = ot = 7)

Formales Differenzieren liefert:

alt) = fi‘; = 2o+ T) —o(0)] + (1+ ;) 6(t+T) — 5(t)
1

— 7o) — ot =T)] + (1 — ;) [6(t) = o(t =1T)]

1
=7 o(t+T)—=20(t)+o(t—T)|+06(t+T)—0(t—-1T)
+l to(t+ 1) — 2t0(t) +t5(t—1T)
T N——— N—_—— N————
—TS(t+T) =05(t) T§(t—T)

(Ausblendeigenschaft)

a(t) = ; (o(t+T) — 20(t) + ot — T)]

siehe Beispiel 2 in § 4.2.1l Ferner gilt

_dPu 1 [6(t +T) — 26(t) + 6(t — T)].

it) =3z =7
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4 Fourier-Transformation

4.2.3 Faltung
Definition:

Unter der Faltung der beiden Funktionen f;, fo versteht man die Operation f; * fo
definiert durch

f1* fa(t) /fl - fot — 7)dT

Satz:
Das Faltungsprodukt ist kommutativ, d.h. es gilt

fix fa=fax fi

Beweis:

Subst: T=t—u

fox 11 /fz Vilt = wdu =T —/f1 )falt = 7)dr

= / fl(T)f2<t - T)dT = f1* fQ(t)

Satz (0.B.):
Die Faltung ist assoziativ und distributiv beziiglich der Addition, d.h. es gilt:

f1*(f2*f3):(f1*f2)*f3
fr(g+g)=f*g+f*g

Beispiel 1:

filt) = ft) = f(t) =e" o)

/ f(r)f(t —7)dr = / eTo(t)e " a(t — 1)dr

t t
=o(t) /e’Te’(t’T)dT =o(t)e ™ / ldr = te "o (t)
0 0
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4 Fourier-Transformation

Beispiel 2:

fox f1(t) = / [o(T) —o(r = T)] e_(t_T)a(t T)dT

0 firt <0
¢

_JJeteTdr fir 0<t<T
0
T
feteTdr furT <t
0
0 firt <0

={1—et fuir0<t<T

et (eT—l) fir T <t

t t
Nebenrechnung: fe*fefdrze*tferr:e*teT];:e*f(etA)
0 0

4.3 Die Fourier-Transformation und ihre
Umkehrung

4.3.1 Definition und Existenz der Fourier-Transformierten

aus § [T} S(w) = / F(t)e Htat
17 ot
Umbkehrformel: f(t) = o / S(w)e’ dw
7r

Ubliche Bezeichnungen: Frequenzvariable: — Statt der Kreisfrequenz w
wird als Frequenz f mit w =
27 f verwendet.
Zeitfunktion: s(t) (statt f(t))
Frequenzfunktion: S(f) (statt S(w))
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4 Fourier-Transformation

Definition (Fourier-Transformation):
Es sei s eine auf R definierte reellwertige Funktion. Existiert das Integral

Ofo s(t)e 2 /tdt fiir alle f € R, so wird hierdurch auf R eine Funktion S mit

—0o0
o0

S(f) = / s(t)e 2t dy

— 00

definiert. S heifit die Fourier-Transformierte zu s. Die hierdurch gegebene Zuordnung
s(t) — S(f) heifit Fourier-Transformation.

Bemerkungen:

1. Die Fourier-Transformation ist nicht eindeutig, denn sind s; und sy auf R de-
finierte reellwertige Funktionen, deren Funktionswerte sich nur an endlich vie-
len Stellen voneinander unterscheiden, so besitzen doch beide die gleiche Fourier-
Transformierte, da sich der Wert eines Integrals nicht dndert, wenn man den Inte-
granden an endlich vielen Stellen abandert.

2. Nicht fir jede auf R definierte Funktion existiert das Fourier-Integral. Als Beispiel
wahlen wir s(t) = 1 V¢ € R. Um die Frage der Konvergenz des Integrals

o0
/ le % /tdt  zu entscheiden, betrachten wir

— 00
a

/e—j27rftdt _ 1 o2t
2nf

a

0
0

Der Grenzwert fiir a — oo existiert nicht, da e #%7/¢ = cos 27 fa — jsin 27 fa fiir
a — oo unbestimmt divergent ist.

Satz:
Ist die Funktion s : R — R absolut integrierbar, d.h. gilt [ |s(t)| dt < oo, dann besitzt

s eine Fourier-Transformierte, welche tiberdies beschrankt ist.
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4 Fourier-Transformation

Beweis: Fur alle f € R gilt

/ s(t)e 2Tt qy| < / st P ar = / Is(t)] dt < o0
—_—~
—00 —00 |efj27rft|:1 —00
VteR

4.3.2 Umkehrformel

Satz (0.B.):

Die Funktion s : R — R sei absolut integrierbar mit der Eigenschaft, dass auf jedem

beschrankten Interval sowohl s als auch s’ bis auf endlich viele Sprungstellen stetig sind.
. . o l . .

Es gelte fur alle tg € R : s(ty) = 2@2%1, s(t) + tEglJr s(t)).

Dann gilt fiir alle t € R:

o0

s(t) = / S(f)eiftdf,

—0o0

Bemerkung: Das Integral in der Umkehrformel ist als der sogenannte Cauchysche
Hauptwert zu verstehen:
[ ...df = ali)nolo [ ...df, d.h. die Grenziibergiinge gegen £oo sind in der gleiche Weise

—00

vorzunehmen.

Definition:
Die Zeitfunktion s(t) und die Frequenzfunktion S(f) bilden ein
Fourier-Transformationspaar, wenn sie den folgenden Gleichungen geniigen:

o0

S(f) = / s(t)e It dy
s(t) = / S(f)es2staf.

Bezeichnung: s(t) o—e S(f)
s heifit Original-/Oberfunktion
S heilt Bild-/Unterfunktion

94



4 Fourier-Transformation

4.3.3 Darstellungen der Spektraldichte

Aufspalten in Real- und Imaginarteil:

Mit e 927t = cos 2 ft — jsin 2 ft folgt

oo

S(f) = /s(t) [cos 2 ft — jsin 27 ft] dt

—00

= /s(t)cos27rftdt +] (— / S(t)sin27rftdt>

—0o0 — o0

R(f) 1(f)

Fourier-Cosinus-Transformation Fourier-Sinus-Transformation

Kartesische Darstellung: S(f) = R(f) +jI(f)
R(f),1(f) sind reellwertig

R ist gerade: R(—f) = R(f)

I ist ungerade: I(—f) = —1(f)

Ferner gilt:
s(t) gerade = S(f) = 2/s(t) cos2m ft dt
0

s(t) ungerade = S(f) = —Qj/s(t) sin 27 ft dt
0
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4 Fourier-Transformation

Darstellung in der Exponentialform
S(f) =18(f)] e

|S(f)| = R2(f) + I2(f) Betrag (Amplitude)

I(f)

o(f) = arctan Argument(Phase
(f) i (Phase)
|S(f)] und @(f) sind reellwertig
|S(f)| ist gerade
©(f) ist ungerade
Beispiel:
sty=e - 0o(t), 0 <
S :/ —at 7327rftdt:/ f(oz+J27rf)tdt: = (o2t
(/) ¢ c ¢ o+ j27rfe 0
0 0
_e—at [ f f ] S
= ——— |cos2mft — jsin2n ft
a+j2nf 0
__‘12% 1}1—{20 e “lcos2m fu — jsin 2w ful p —1
a+j2rf
=0
B 1 a—ji2nf Q@ " =2 f
Ca+ji2rf a—ji2nf  a?+4n2f? Ja2+47r2f2
R(f) 1(f)
—at (% —J27Tf
e *o(t) o T4 f?
SO = \| s * e = e
o (a2 +472f2)2 (a2 + 472f2)2 o o + 4r2f2
2 2
©(f) = arctan <—7Tf> = —arctan Lf
Q@ !
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4 Fourier-Transformation

4.4 Eigenschaften der Fourier-Transformation

Satz (Additionssatz):
F{ags) + agsa} = arF {s1} + anF {s2} Voi,an € R

Bemerkung: Gilt fiir i a;s; entsprechend; F~! ist ebenfalls linear.
i=1

Beweis:
f{OélSl(t) -+ 04252(t)} = / (@131(t) + &282(15)) efj27rftdt
= 1 / 81<t>e*j27rftdt + ay / Sg(t)eipﬂ—ftdt

= Oél.F{Sl(t)} + QQ.F{SQ(t)} .
Satz (Vertauschungssatz):
Sy =F{s()y = s(=f)=F{SO)}
Beispiel (vgl. Beispiel in § [4.1)):

_ Colt — 2T "5 f#0
r(t)=c(t+T)—0c(t—-T) o—e {2T 0

o7 smT)  fallst £ 0

R(t) — 2ntT
2T fallst =0

FARW} =r(=f) =o(=f+T) —o(=f=T)
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4 Fourier-Transformation

Satz:

S =F{s()y = S =F{s(=1)}

Beweis: /S(_t)e*ﬂ“ftdtz /s(u)e’jzﬂ(*f)”duzs(—f)

Beispiel (Fortsetzung): s(t) = e o (t)

s(—t) = el (—1) Fls(—)} = S(—f) = —

Substitution:
u=—t = du= —dt

a+j2nf

e

Lo JeTMo(t) +eYo(—t) t#£0
B t=0

f{e_o‘lt‘} = F{e_ata(t)} + ]:{eo‘ta(—t)}

11 2
S a+i2rf  a—ji2nf  a?+4n2f?

98

a—j2nf - a? + 4n? f?



4 Fourier-Transformation

Satz (Zeitverschiebungssatz):

Fs(t—tg)} = e ™ F {s5(1)}

Beweis:
Subst: u=t—tg
t=u-+tg
7 _ dt=du o0 .
f{s(t — to)} e / S(t _ to)e—JQWftdt — / s(u)e—JQTFf(u-f—to)du
= ¢ i2mfto / s(u)e 92y,
F{s(t)}
Beispiel:
1
t)=e "ot S(f) = ——— (vel §[E3.3
s(t) =e “o(t), (f) ot 2nf (vgl. §[4.3.3)
—j2m fto
F a(t—tg) t—t _ 87
e ot —to)} PR

Satz (Frequenzverschiebungssatz):

SN =Flst)}y = S( - fo) = F{s(t)e )

Beweis:
/ S(t)ej%fotefj%ftdt — / S<t)efj27r(fffo)tdt =S(f = fo)
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4 Fourier-Transformation

Beispiel:

_ Colt — 2T f#0
r(t)=c(t+T)—0c(t—-T) o—e {2T o

sin 27 (f—fo)T
" o 2SO fls f £
2T falls f = fo

Anwendung:

2 cos 27 fot

Damit folgt

S =Fs0) =SS~ fo) +S( + o)) = F {s(0) cos2mfor}.

Satz (Ahnlichkeitssatz):

S(f) = Fls(t)} = f{s(at)}—15<f> Va € R,a £ 0.

jal = \a

Beweis: Siehe Ubung.

Beispiel:
sin(27 fT) 0
() = ot +T) — ot —T) o—e it 17
2T f=
1 t t t AT Snin/T) 0
a=-: r()—o(—i—T)—a(—T) o—e w7
2 2 2 2 AT F=0
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4 Fourier-Transformation

Satz (Differentiation im Zeitbereich):

d"s

s(t) o—e S(f) - g

Fourier-Transformationspaar

o—e (j2mf)"S(f)

Beweis: Aufgrund der Umkehrformel gilt

o0

s() = [ S(pemitas
) =2 = [ s(pionfer = a(t) o—e joxf S()
—00 Umkehrformel

Fir die hoheren Ableitungen analog.

Satz (Differentiation im Frequenzbereich):

as
afn

S(f)=F{s)y = = F{(=j2nt)" s(t)}

Beweis: Durch Differentiation der Definitionsgleichung.

Folgerung (Multiplikationssatz):

()52 ey

Beispiel:

sin 27 fT
r(t) = ot +T) —o(t—T) o—e {;? I “;fg
) os |z AT CoS2EST —sin2nfT] [ 0
r 0 f=0
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4 Fourier-Transformation

Satz (1. Faltungssatz):
Si(f)=F{si(t)}, i=12 = S1-Sy=F{s1%52}

Beweis:

F{s1xs2(t)} = 7 (7 s1(7)s2(t — T)dT) e It gy

= 7 s1(T) ( 7 So(t — T)ej2”ftdt) dr

Vertauschen der  —oo —00
Integrationsreihenfolge
ist erlaubt
00
= [ sine ISy (s
—00
9
=5,(f) [ si(r)e EIdr = Si() - Sal )
—00
S1(f)
* Nebenrechnung;:
0o
/ s9(t — T)e It
—0o0
Subst: u=t—7
=>t=u+71
du=dt = % _ _ x )
=~ / so(u)e WA gy — e —i2mIT / so(u)e Iy
00 —00

Sa2(f)
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4 Fourier-Transformation

Beispiel:

51(t) = so(t) = e o (t)
Dann gilt (vgl. §[4.3.3) F{s(t)} = oz—i—?'Zﬂf
und (vgl. § sx*s(t) =te *o(t)

und damit F {te _ata(t)} = !

(a+j2mf)?
Satz (2.Faltungssatz):

Sz(f) :F{Sz(t)}, 22172 = .7:{81'82}:51*52

Beweis: Analog zum 1. Faltungssatz.

Satz (Integrationssatz):

f{ / S(T)dT} 211.271#15(]0)4‘;5(0) -0(f)

—0Q0

Beweis: Folgt in § [4.5.3]
Satz (Parsevalsche Gleichung):

S =F{s)y = [ Swd= [1s()Pdf

Beweis: Wir wahlen im 2. Faltungssatz s; = sy =: s, dann gilt:

/ §2(t)e ~I2lot gy — / S(S(fo — f)df

Speziell fiir fy = 0 ergibt sich:

7¥@ﬁzfﬁwwa4Mf

Nun gilt (vgl. § 4.3.3):

S(f) = R(f) +i1(f)
S(=f) = R(=f) +iI(=f) = B(f) = jI(f) = 5*(f)
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4 Fourier-Transformation

2

= S(f)-S(=f)=R(f) + I*(f) = IS(f)

Folgerung:

o0 . 2
/(smw) dio — z
; w 2

Beweis:

Wir wéhlen r(t) = o(t+ 1) — o(t — 1); dann gilt

[ee) 1
/ r2(t)dt = / ldt = 2
—0o0 —1
Anwendung der Parsevalschen Gleichung liefert:
/ R(f)df = / r2(8)dt = 2

oe) . 2 S} .
sin 27 f 4 sin w2 Substitution:
4 / df = — / ( ) d w=2mf; 4L=27
_ ( 2 f > / 27 w “ 2nf; 4=

Beachtet man, dass der Integrand gerade ist, so folgt

[e’] . 9 [e%¢] . 9
/ (Smtu) doo — 2/ <Slnw> doo
! w ; w

und damit

[e.e]

/(sinw)2d _2-27T_7T
S\ YTy Ty
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4 Fourier-Transformation

4.5 Weitere Beispiele und Anwendungen

4.5.1 Fourier-Transformierte des Einheitsimpulses

Mittels der Ausblendeigenschaft des Einheitsimpulses erhalt man

F{6t)} = 7(5(t)ej2”ftdt — e 0f =1 5(t) o—e 1

—00

Mittels Vertauschungssatz folgt: |1 o—e d(—f) =4(f)

4.5.2 Fourier-Transformierte der Einheitssprungfunktion

Konstruktion der Spektraldichte von o (#) iiber die Spektraldichte S der Signum-Funktion
sgn(t):

sgn(t) = o(t) —o(=t) o—e S(f)

Verallgemeinerte Ableitung (vgl. § |4.2.2)

d

p sgn(t) = 6(t) — (=d(=1)) = 26(¢)

Ssan(t) o—e 2

andererseits liefert der Differentiationssatz:

slt) o—e nfS()
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4 Fourier-Transformation

Der Vergleich der rechten Seiten ergibt

_ 1
S(f)—j?f

Die Einheitssprungfunktion o lasst sich mit Hilfe der Signum-Funktion darstellen:

o(t) = %sgn(t)—i—% t#0
1 t=20

Damit folgt:

106



4 Fourier-Transformation

4.5.3 Beweis des Integrationssatzes

Faltung der Zeitfunktion s(¢) mit der Einheitssprungfunktion liefert

t

(s*xo)(t) = 70 s(t)o(t — 1)dT = / s(T)dr.

Anwendung des 1. Faltungssatzes ergibt

f{/ts(T)dT} ! S(f) (ﬂjrf + ;5(]‘"))

_ ——S(f) + =S(0)s(f).

1
Ausblendeigenschaft
von 0(f)

4.5.4 Fourier-Transformierte des Dreieckimpulses

Fiir die 2. Ableitung von s gilt nach § [4.2.2]

(Zeitverschie-

B2 1 bungssatz) T T
w2 . . s j2r - —j2m
o = B+ T) = 20(t) +0(t ~T)) o—e e 2+e ]
_ ; {ejfrfT _ e—jwar
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4 Fourier-Transformation

1 4
=7 [2jsin7fT]* = —7 sin?(7fT)

Andererseits gilt nach dem Differentiationssatz

d?s

I (i27f)° S(f) = —4n’f* - S(f)

Durch Vergleich der beiden Bildfunktionen erhalt man:

sin(mw 2 .
S(f) = {T( ) fir f 70
T fur f =0

4.5.5 Fourier-Transformierte periodischer Funktionen

Mit 6(tf) o—e 1und s(t) =1 o—e S(f) = d(f) folgt unter Verwendung des Fre-
quenzverschiebungssatzes:

S(f - f()) = 5(f — fg) &—O S(t)ejzﬂfot _ ej27rf0t
Pt o—e  §(f — fo)

s(t) = Y cpel?THr o—e S(f)= > ad(f—kfo)
k=—00 k=—o0
Die Fourier-Transformierte
Fourier-Reihe der periodi- einer Fourier-Reihe besteht
schen Funktion s mit der aus Einheitsimpulsen der
Periode T' = %’r = f—lo Intensitat ¢, an den Stellen

k- fo.
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4 Fourier-Transformation

Zusammenhang zwischen der Spektraldichte eines Einzelimpulses und den komplexen
Fourierkoeffizienten der zugehorigen periodischen Impulsfunktion:
Wir betrachten den Einzelimpuls sq(t)

solt) o—e So(f) = / so(t)e 12 ftdt

—00

so(t)e 2™t dt

I
|
NH\MH

Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten der durch periodische Fortsetzung entstehenden
Funktion s(t) gilt

N

1 . 1
=7 s(tye 2 RIotgt mit T = —, wy = 27 fo.

fo

Ck

!

Der Vergleich der beiden Darstellungen liefert

1
C, — ?Sg(k?fo), k? - Z

d.h. die normierten komplexen Fourierkoeffizienten {c;7"} sind die Funktionswerte der
Spektraldichte des zugrundeliegenden Einzelimpulses sy an den Stellen kfy. Damit er-
hélt man fir die Fourier-Transformierte der periodischen Impulsfunktion s(t) die Dar-

stellung

U= 3 SolkRO( — kfy)

k=—o00
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4 Fourier-Transformation

Beispiel:

(t) t, —nw<t<m
S =
0 0, sonst

Dann gilt (vgl. Beispiel in § [4.4)

So(f) = 277';]02 {27?2f cos (27r2f> — sin (27r2f)} :

Mit T'=2n, d.h. kfy = %, folgt

o
So(kfo) = =2 | kem cos(kr) —sin(kr)
k —_—— Y
(~1)k =0
2]
— (—1)F22E
(=1)"—
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5 Laplace-Transformation

5.1 Herleitung aus der Fourier-Transformation

Um die Laplace-Transformierte aus der Fouriertransformierten herzuleiten, multiplizie-

ren wir die gegebene Zeitfunktion s(¢) mit dem konvergenzerzeugenden Faktor e =%,

a > 0 hinreichend grof} gewahlt:

5(t) = {s(t)e_o‘t furt >0

0 firt <0
f{g(t)} = /S(t)e—ate—j27rftdt — /S(t)e_(a+j27rf)tdt.
0 0

Mit w =27 f und p = a + jw folgt

[e.e]

F{E0) = [shemd=5@m), peC. (1)

0

Wendet man auf S(p) = S(a+jw) die Fourier-Riicktransformation an, so ergibt sich

7 : dw
~ _ : j2m ft I
5(t) —_/ S(a+ jw)e ™ df (df 27?)
- 7S(a + jw)e!' dw
2T

—00

x e

17 . . .
s(t) = % / S(O& +jw)e(a+Jw)tdw Subst.: p=a+jw = %:‘]

w—too = p—ratjoo

1 a+joo
=5 | Swerd 2
s(t) o (p)e™dp (2)
a—joo
Die Integration erfolgt dabei in der komplexen Ebene ldngs einer Parallelen zur imagi-
naren Achse.

In der Praxis fithrt man die Transformationen (1), (2) mit Hilfe bekannter Korres-
pondenzen (s. Tabelle) und der Eigenschaften der Laplace-Transformation (s. § [5.3)
durch.
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5 Laplace-Transformation

5.2 Definitionen und Beispiele

Wir werden die Frequenzvariable fortan mit s statt mit p bezeichnen (wie auch in ande-
ren Vorlesungen tiblich).
Die Transformationsgleichungen (1) und (2) fiihren zu folgender Definition:

Definition:
Die Zeitfunktion f(t) mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 und die Frequenzfunktion F(s) bilden ein
Laplace-Transformationspaar, wenn sie den folgenden Gleichungen gentigen:

F(s)=L{f()} = /f(t)e‘“dt, seC

f(t)_c—l{F(s)}_;m, / F(s)e™ds.

Bezeichnung: f(t) o—e F(s)

Die Funktion f(¢) heifit Original-/Oberfunktion und F'(s) Bild-/Unterfunktion.
Grundsétzlich gilt s € C; wir beschranken uns hier auf s € R.

Zu einer gegebenen Funktion f(t) existiert die Laplace-Transformierte

F(s) = / F(t)e—stdt

nur unter gewissen Voraussetzungen:

Gilt beispielsweise
1) In jedem endlichen Intervall besitzt f nur endlich viele Sprungstellen,

2) |f(t)] < Me® fir alle 0 < ¢ (M, « seien Konstanten);

dann existiert
oo
/ f(t)e*dt
0

fir
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5 Laplace-Transformation

Beispiele:

113



5 Laplace-Transformation

5.3 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Satz (Linearitat der Laplace-Transformation):

Fir alle o, 5 € C gilt

L{af(t)+Pg(t); = aL{f(t)} +BL{g()}.

Anmerkung: Gilt auch fiir
Z a;fi
i=1

entsprechend; £ ist ebenfalls linear.
Beweis: Wie beim Additionssatz der Fourier-Transformation (s. §4.4]).

Ahnlichkeitssatz:
1 S
LA{flat)}=~-F(-) ,a>0.
a a

Beweis: Wie beim Ahnlichkeitssatz der Fourier-Transformation (s. §[4.4)).
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5 Laplace-Transformation

1. Verschiebungssatz (Verschiebung nach rechts):
L{ft-T)ot-T)}=e T F(s) ,T>0.

Beweis: Mittels der Substitution uw =t — T" ahnlich wie beim Zeitverschiebungssatz der
Fourier-Transformation (s. § [4.4).
2. Verschiebungssatz (Verschiebung nach links):

L{f(t+T)o(t +T)) =T (F(s) — /f(t) o=stdt).

Beweis: Mittels der Substitution v = ¢ + T" dhnlich wie beim Zeitverschiebungssatz der
Fourier-Transformation (s. § [4.4)).

Dampfungssatz:

L{f()e "} = F(s+a).
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5 Laplace-Transformation

1. Differentationssatz (Differentation im Zeitbereich):

Die Funktion f sei hinreichend oft differeznzierbar und es gelte

. —st . / —st __
thjgof(t)e =0, thjgof(t)e =0,... . (%)
Dann gilt

L{f(t)} = s F(s) = £(0),
L{f"(t)} = 5" F(s) — f(0)s — f(0),

LB} =" F(s) = £(0) 8" = f/(0) 5" = -« = f72(0) s — f"7D(0).

Bemerkung: Hat f*) eine Sprungstelle bei t = 0, so ist fiir f*)(0) jeweils der rechts-
seitige Grenzwert einzusetzen.

2. Differentationssatz (Differentation im Frequenzbereich):

LA F0) = (-1 o F(s).
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5 Laplace-Transformation

Faltungssatz: Es gelte f;(t) =0 fir ¢t <0 und L{fi(t)} = F(s), i = 1,2.

Dann ist
L{fi* f2(t)} = Fi(s) - Fa(s).

Bemerkung: Nach § gilt

t

fish®) = [ ) falt =) dr = o(t) [ Fi(7) fult = 7) .

0

Integrationssatz:

c {/f(f)df)} - i F(s).
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5 Laplace-Transformation

Satz (Laplace-Transformierte periodischer Funktionen):
Es sei f periodisch mit der Periode T. Dann gilt

LU0 =y [ Fe "t
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5 Laplace-Transformation

5.4 Losung von linearen DGLen mit konstanten Koeffizienten mit
Hilfe der Laplace-Transformation

Gegeben sei eine lineare DGL (mit konstanten Koeffizienten)
Y () + anay™ V(@) -+ @y (1) + aoy(t) = (1) (1)

Unter Anwendung der Linearitiat der Laplace-Transformation und des 1. Differentiations-
satzes ergibt sich

$"Y (s) = " 'y(0) — "2y (0) — -+ - — sy P (0) — y"7V(0)
+an [ (s) = 8" Py(0) — 8" (0) — - - =y 2(0) ]
+- 4 ar [sY(s) —y(0)] + apY (s) = G(s)

und damit

[s" + a, 18" 4+ a1s +ag] Y(s) = G(s)

= p(s) (charakteristisches Polynom der DGL)

+] S"Tha, 18" P+t | y(0)

"2 4 ap 18" 4+ ap ] '(0) =:z(s)
+o s+ anat ]y %(0) + 5 V(0)

und schliefllich die Bildfunktion zu der Losung von (1) zu
G(s) | 2(s)

Y =200 T o)

Diese Bildfunktion ist dann unter Verwendung von Eigenschaften der Laplace-Transformation
und bekannter Korrespondenzen in den Zeitbereich zurtickzutransformieren. Der Quoti-

2(s)

ent ﬁ in der Darstellung der Bildfunktion ist echt gebrochenrational. Ist G(s) gebro-
p(s
G(s)

chenrational, so ist auch ——- und damit Y (s) gebrochenrational. Bei der Ricktransfor-

mation in den Zeitbereich ist haufig die Partialbruchdarstellung des bzw. der Quotienten
nitzlich.

Lost man das Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation, so werden An-
fangsbedingungen an der Stelle 0 bei der Anwendung des Differentiationssatzes sofort
berticksichtigt. Damit ist diese Methode haufig schneller als die Methode, die in Kap.
dargestellt ist. Bei dieser wird zuerst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
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5 Laplace-Transformation

DGL ermittelt und zu dieser eine spezielle Losung der inhomogenen DGL addiert, die
man mit Hilfe von bekannten Losungsansiatzen gewonnen hat.

Anschliefend werden dann aus den Anfangsbedingungen die Integrationskonstanten er-
mittelt.

Mo6chte man mit Hilfe der Laplace-Transformation die allgemeine Losung der DGL be-
stimmen, so ldsst man die Funktionswerte der Losung und deren Ableitungen an der
Stelle 0 in der Darstellung der Losung stehen.

Sind Anfangsbedingungen an einer Stelle t; # 0 gegeben, so bestimmt man zunéchst
die allgemeine Losung der DGL, in der die Anfangswerte an der Stelle 0 die Rolle von
Integrationskonstanten spielen. Aus den Anfangsbedingungen an der Stelle ¢y erhdlt man
Gleichungen, mit deren Hilfe die Anfangswerte an der Stelle 0 und damit die spezielle
Losung des Anfangswertproblems bestimmt werden konnen.

Vorteilhaft ist die Methode der Laplace-Transformation bei DGLn mit stiickweise definier-
ter Storfunktion.

Beispiel:

Y +2y =4, y(0) =4

1. Schritt: Transformation der Differentialgleichung in den Bildbereich
LLy +2y} = L{y'} +2L{y} = £L{4} =4L£{1}

Der Differentiationssatz liefert fir Y (s) = £ {y}

sY(s) —y(0) +2Y (s) = ;l 1 o—e ~—

(s+2)Y(s)—4= ;l

2. Schritt: Losung der algebraischen Gleichung

fi4 4 4

YVis) = —
(5) s+ 2 s(s+2)+s+2
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5 Laplace-Transformation

3. Schritt: Riucktransformation

y(t) = L7 {Y (s)}

1 1 at
— AL +4£‘1{ } © o
s(s+2) s+2 at
e —1
o—e
a
e 2 —1 2t 2t 2t
:4< —— te >_2e +2 2(e +1)
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

6.1 Darstellungsformen ebener Kurven

implizite Darstellung:  F(z,y) =0

explizite Darstellung: y = f(x)
Parameterdarstellung:  {z = z(t), y = y(t)}
Darstellung mittels Polarkoordinaten: — r = r(p)

Beispiel: Darstellung eines Ursprungskreises vom Radius R

implizit (kartesische Koordinaten): 22 + y* — R? =0
explizit (kartesische Koordinaten): y = +v/ R? — 22

+ fiir den oberen, — fiir den unteren Halbkreis
Parameterdarstellung: {x = Rcost, y = Rsint, t € [0,27) }
explizit mittels Polarkoordinaten: r(¢) = R, ¢ € [0, 27)

Differentiation von Funktionen in impliziter Darstellung

Vorgehensweise:

1. Differentiation der Gleichung F'(z,y) = 0 nach x, wobei y als Funktion von x anzu-
sehen ist. Funktionsterme h(y) sind dabei nach der Kettenregel zu differenzieren:
dhly) _dh dy _dh
dr  dy dxz dy Y

2. Auflosen der differenzierten Gleichung ergibt ¢’ in Abhangigkeit von = und y:
v =y'(z,y).

3. Die Steigung mp im Kurvenpunkt P(xp,yp) erhdlt man durch Einsetzen von zp
und yp in die Gleichung fur y'.

122



6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

Beispiel: Anstieg der Kurventangente an den Kreis 22+y? = 25 im Punkt (3, 4).

1. Moglichkeit: Berechnung von 3/ in expliziter Form
N A b

r=3: y’:—%

2. Moglichkeit: Implizite Differentiation
& (7* + ) = (25)
=20 +2yy' =0=y =—7

Einsetzen der Punktkoordinaten liefert 3/ = —%.

6.2 Vektorielle Darstellung von Kurven

Parameterdarstellung einer ebenen bzw. raumlichen Kurve

Betrachtet wird das kartesisches Koordinatensystem mit den Basisvektoren e e®) e®),
Dann kann eine Kurve C' durch Vektorfunktionen dargestellt werden:

R?: 7(t) = a(t)e™ + y(t)e® = (I(t)> (1)

y(t)
x(t)
R 7(t) = o(t)e ) + y(t)e® + 2(0)e® = [ y(1) (2)
2(t)
Aquivalente Darstellung der Kurven
_ z = a(t)
x = z(t) _

oo e

Beispiel:

x=cosy, y=sinp, ¢ €0,2r), beschreibt einen Kreis der, beginnend in (1,0), im
mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird.

Bei der Darstellung z = sinp, y =cosp, ¢ € [0,27), wird, beginnend in (0, 1), der
Kreis im mathmatisch negativen Sinn durchlaufen.
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

Annahme:

Die Funktionen z,y, z seien differenzierbar nach ¢.

AT F(t 4+ At) — 7 (t
Tangentenvektor ¢ = lim el lim r(t + At) —7(t)
At—0 At At—0 At

= Ao, { At o At T At ¢

z(t + At) — x(t) y(t + At) — y(t) 2(t + At) — 2(t)

— 1 1) ; ©) ; (3)
L VA Sy VS
dx dy dz

_ W @ T 6
@ Tat @

Damit gilt:

g . )
i=T == i)

6.3 Ebene Kurven in Parameterdarstellung

6.3.1 Steigung und Kriimmung

Gegeben sei die Kurve {z = z(t),y = y(t)}. Dann gilt

y/:tana:g_

&
y//:d(y>:d<?)ﬂﬁzw.1:1¢?
dr \z) ~ dt \&) dx @2 & (@) i

Satz: (Steigung und Kriimmung in Parameterdarstellung)

y/:g y//::i/.'jj_y"j k:yx—wy
P @ T @
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

6.3.2 Untersuchung von Kurven in Parameterdarstellung

Definition: (Geschlossene Kurve): Ist der zugrundeliegende Parameterbereich ein ab-
geschlossenes Intervall T = [t1,ts] und gilt z(t1) = z(t2), y(t1) = y(t2) und sind = und y
stetig auf 1, so heifit die Kurve {x = 2(t),y = y(t),t € I} geschlossen.

Definition: (Symmetrie): Die Kurve {z = z(t),y = y(t),t € D} ist symmetrisch in
dem folgenden Sinne, wenn es zu jedem Parameterwert ¢t € D einen Wert 7 € D gibt, so
dass die Punkte P(t) und P(7) den folgenden Bezichungen geniigen:

x(t) = x(7)
- {y<t> e

o(t) = —a(7)
8 { y(t) = y(7)

} = Symmetrie zur x-Achse
} = Symmetrie zur y-Achse

3. {x(t) - _x(T)} = Symmetrie zum Ursprung
y(t) = —y(7)
Y

Fiir ebene Kurven gilt ¢ = = .
T

Wir betrachen hier drei Falle:

y(to) = 0,&(to) # 0: waagerechte Tangente in P(ty)
y(to) # 0,x(ty) = 0: senkrechte Tangente in P(ty)
y(to) = 0,%(tp) = 0: in Punkt P(tg) ist kein Tangentenvektor definiert,

P(to) heiit singulidrer Punkt.

6.4 Ebene Kurven in Polarkoordinaten

Wir betrachten die Polarkoordinaten (7, ¢) mit
r=0P,
¢ = Winkel zwischen (ﬁ und der positiven reellen Achse.

Ist » = const, dann ergibt sich ein Ursprungskreis.
Ist ¢ = const, dann ergibt sich eine Ursprungshalbgerade.
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

Steigung und Kriimmung

Gegeben sei die Gleichung einer Kurve r = r(¢) in Polarkoordinaten.
Die kartesischen Koordinaten erhalten wir durch

r=x(p) =r(p)cosp,  y=ylp)=r(p)singp.

dr dx
Bezeichnen wir » = —, & = —, ..., so ergibt sich
dy dy
T =1 Ccos — rsinp, Yy =1rsinp + rcosy
T =1cosp — 2rsinp — rcos p, j = Tsine + 27 cosp —rsing

Satz: (Steigung und Kriimmung in Polarkoordinaten)

Die Steigung im Kurvenpunkt P(r, ¢) ist gegeben durch

, Yy Tsing4rcose
YT 7cosp —rsing

Fiir die Krimmung gilt

@i — @y 212 — ri + 72

o (x'2+92)3/2 o (T2_|_7z2)3/2

Winkel o zwischen der Kurventangente in P(r, ) und der Ursprungshalbgeraden
oP

Steigung der Ursprungshalbgeraden: m; = = = = tanp
r TrCcosp
Steigung der Kurventangente: my =y’ = y _rsmptrcose tan

T rcosp—rsing
t —t —
tana = tan(y — ) = any —tany _ me—m
1+ tany -tany 1+ mime
Mit der Setzung s := sin ¢ und c := cos ¢ folgt

e — 2 c-(rs+rc)—s-(Fc—rs) res+rc® —res+rs® v
tana—1+§.w— .('_ )+('+ )_-2_ + 2 + -
$.Ie L (fe—rs) 4 s(rs 4 e rc —res+17s2+res 7

Beispiel: Wir untersuchen die archimedische Spirale r(¢) = ap fir den Winkel ¢ = 0.
a- @

a =0
d.h. die archimedische Spirale lauft mit waagerechter Kurventangente aus 0 heraus.

tan ag = =0,
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

6.5 Integration von Kurven

6.5.1 Flachenberechnung
a) Flache zwischen einer Kurve und den Koordinatenachsen
Gegeben: Kurve in Parameterdarstellung

{z=a(t), y=y(t); th <t <ta},

die schlicht tber der z-Achse verlauft, d. h. jede Parallele
zur y-Achse schneidet die Kurve maximal einmal.

Satz: Die Flache A, zwischen der Kurve, der x-Achse und den beiden Parallelen zur
y-Achse durch die Punkte P(¢;) und P(ts) ist gegeben durch

to
t1
wobei die Kurve so zu durchlaufen ist, dass die Fléche links von der Kurve liegt.

Entsprechend gilt auch der folgende Satz:

Satz: Fir die Flache A, zwischen einer schlicht iiber der y-Achse verlaufenden Kurve,
der y-Achse und den beiden Parallelen zur z-Achse durch die Punkte P(¢;) und P(ts)
gilt

to

4, = [w@ittat,

t1

wobei die Kurve so zu durchlaufen ist, dass die Flache links von der Kurve liegt.
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

b) Sektorflache in Polarkoordinaten

Gegeben: Kurve r = r(¢p) in Polarkoordinaten.

Gesucht: Fliache Ag berandet von der Kurve und Ursprunghalbgeraden,
die mit der positiven z-Achse die Winkel ¢; und ¢, einschlieflen (o1 < ¢9).

Vorgehensweise: Man zerlegt den Winkelbereich zwischen ¢; und @9 in Sektoren mit Fla-
cheninhalt A A, mit konstantem Offnungswinkel Ay und ersetzt die Kurve in jedem Sek-
tor durch Kreisbégen vom Radius 7y , wobei r, der Abstand vom Pol des Schnittpunktes
der Kurve mit der Winkelhalbierenden des Sektors ist (k = 1,2, ...,n).

AA, = ;r,%Agp
n 1 n

Ag ~ ZAAk = §ZT2A¢
k=1 k=1

Der Grenziibergang n — oo, d. h. Ay — 0, liefert

c) Sektorfliche in Parameterdarstellung

Gegeben: Kurve in Parameterdarstellung
{z=2(),y=yt);t1 <t <to}

Gesucht: Fliache Ag wie in b)
Satz (Leibnizsche Sektorformel):
1 P2 1 2
As =3 /7"2(90)d90 =3 /(wy — dy)dt,
©1 t1

wobei die Kurve mit wachsendem t so zu durchlaufen ist, dass die Flache links von der
Kurve liegt (g2 > ¢1).
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6 Differentialgeometrie ebener Kurven (*)

Folgerung: Ist die Kurve fiir I = [t1, 1] geschlossen, so erhdlt man den Inhalt der
eingeschlossenen Fliache A durch

to
1
A= 5/(a:y—x'y)dt.
t1

Bemerkung: Diese Formel gilt auch, wenn der Ursprung auflerhalb der umschlossenen
Flache liegt.

6.5.2 Bogenlangenberechnung

Die Lange s einer Kurve ist gegeben durch:

- falls die Kurve explizit in kartesischen Koordinaten y = f(z) gegeben ist
(s. Analysis Teil 1, § 18.2)

z2
s = / V1+ (v)2dx Léange zwischen den Kurvenpunkten
o (33'1,f(.%’1>),(332,f($2>)

- falls die Kurve in Parameterdarstellung {x = z(t), y = y(t)} gegeben ist:

to

s = / \ 22+ yidt Lange zwischen den Kurvenpunkten
" P(ty), P(t2)

- falls die Kurve in Polarkoordinaten r = r(y) gegeben ist:

2
s:/\/r2+?'"2dg0 (7'":3—;)
1

Lange zwischen den Kurvenpunkten P(p1), P(p2)
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