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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und ihre Verkniipfungen

1.1.1 Mengenbegriff
In der naiven Mengenlehre geht man von folgendem Mengenbegriff aus:

Definition (Georg Cantor, 1845 - 1918): Unter einer Menge versteht man eine Zusam-
menfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens, Elemente der Menge genannt, zu einem Ganzen.

Schreibweise: Bedeutung:

M ={ay,aq,...,a,} Die Menge M enthilt die Elemente ay, as, ..., a, .

M ={ay,as,...} Die Menge M enthilt die Elemente ay, as, ...
(aufzihlende Darstellung).

M={z| E(x)} M ist die Menge aller z, fiir die die Eigenschaft E(x) gilt
(beschreibende Darstellung).

aec M a ist Element der Menge M,
a¢& M a ist nicht Element der Menge M.
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Wichtige Mengen:

N:={1, 2,3, ...} Menge der natiirlichen Zahlen,
N,:={0,1,2,3, ...} Menge der natiirlichen Zahlen zzgl. 0,
Z:=A{0,+1,-1, +2,-2, ...} Menge der ganzen Zahlen,

Q:={r|r= §7 pEZ, q€eN} Menge der rationalen Zahlen,

R := {z | x ist endliche oder unendliche Dezimalzahl ! (mit Vorzeichen (+/-))}

Menge der reellen Zahlen.

!Hierbei sind allerdings noch alle Dezimalzahlen mit 9er-Periode geeignet zu identifizieren, z.B. 0.49
mit 0.5.
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Enthélt die Menge M endlich viele Elemente, etwa n viele, so notieren wir |M| = n und
nennen M eine endliche Menge. |M| heifit die Kardinalitét (Machtigkeit, Kardinal-
oder Elementzahl ) von M; sie wird auch mit card M oder #M bezeichnet. Nichtendliche
Mengen heien unendlich, und wir notieren |M| = oo.

Mengen ohne Elemente heiflen leer. Ist die Menge M leer, so notieren wir M = & (oder
auch M ={ }).
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1.1.2 Grundbegriffe der Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, von dem man entscheiden kann, ob es wahr
oder falsch ist.

Junktoren: E und F seien Aussagen. Die zusammengesetzte Aussage ist
wahr genau dann, wenn

Konjunktion: FE A F E und F wahr sind;
Disjunktion: EV F mindestens eine der beiden Aussagen F und F' wahr ist;
Negation: -F E falsch ist;

Implikation: ~E = F  E falschist oder F und F wahr sind (gelesen als ,,wenn E, dann
F<FE F“ JAus E folgt F.*“, | E impliziert F.“, | F ist notwendig fiir
E.“ oder ,E ist hinreichend fir F.“);

Aquivalenz: E < F  E und F wahr sind oder E und F falsch sind, also F und F
den gleichen Wahrheitswert haben (gelesen als , E' genau dann,
wenn F*“, | E ist notwendig und hinreichend fir F.“ oder ,F
und F sind dquivalent.”).

Folgende Reihenfolge gilt, nach abnehmender Stérke der Bindung geordnet:
- A\, V, =, &

Die Negation hat die stérkste Bindung, die Aquivalenz die schwichste.

Tautologien:
EvV-E (Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten)
-(EN-E) (Gesetz der Kontradiktion)
(E=F)ANF=G) = (F=G) (Gesetz vom Syllogismus)
E & —(-FE) (Gesetz von der doppelten Verneinung)

EFE=F & -F=-E (Gesetz der Kontraposition).
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1.1.3 Grundbegriffe der Pridikatenlogik

Definition: Es sei M eine Menge von Objekten. Das Zeichen x heifit Variable iiber M,
wenn x ein Zeichen ist, fiir das beliebige Elemente aus M eingesetzt werden diirfen.

Definition: A heifit Aussageform iiber M, wenn

a) in A wenigstens eine Variable iber M auftritt,

b) beim Ersetzen von Objekten aus M fiir alle in A auftretenden Variablen eine Aussage
entsteht.

Quantoren (auch Quantifikatoren genannt)

Ve e M A(x) Fiir alle x € M gilt A(x). (Allquantor)

dr e M A(z) Es existiert (mindestens) ein x € M, fiir das A(z) gilt.
(Existenzquantor)
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Grundregeln
Vee M Alx) < —(Jze M -A(z))
dre M A(z) & —(VxeM -A(z))
Vee M (Alx) ANB(z)) & (VzxeM Alx)) N (Vzx e M B(x))
dJre M (A(x) VB(z)) & (FreM A(x)) V (3xz € M B(z))

Fiir die folgenden drei Aussagen seien M, N Mengen und A(z,y) eine Aussageform
((z,y) € M x N , vgl. §1.2.2):

Vee M (Vy € N A(z,y)) & Yye N (Vxe M Ax,y))
JreM (Jye N A(z,y)) < Jye N (Jvr e M A(z,y))
dreM Vye N A(z,y)) = Vye N BzxeM A(z,y)) .
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1.1.4 Teilmengen

Definition (Inklusion): Es seien A und B Mengen.

a) A ist Teilmenge von B (i.Z. A C B), falls jedes Element von A auch Element von
Bist,dh. ACBsrec A= x€B.

b) A und B sind gleich (i.Z. A = B), wenn jede Menge Teilmenge der anderen ist,
dh. A=B& ACBABCA.

c) A ist echte Teilmenge von B (i.Z. A C B), falls A Teilmenge von B, aber nicht
gleich B ist,dh. AC B& AC BAB # A.

Folgerungen:
a) Fiir jede Menge A gilt @ C Aund A C A.
b) Sind A, B und C' Mengen, so gilt AC BABCC=ACC.

Definition: Es sei M eine Menge. Dann heifit
P(M) ={A|AC M} (Menge aller Teilmengen von M)

die Potenzmenge von M.

Es gilt [P(M)| = 2™ fiir endliche Mengen M.
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1.1.5 Verkniipfungen von Mengen

Definition: Es seien A und B zwei Mengen.

11

a) Die Menge AU B = {z|x € AV z € B}, welche alle Elemente von A und B enthilt,

heifit Vereinigung von A und B.

b) Die Menge AN B = {z|x € AAx € B}, welche alle gemeinsamen Elemente von A

und B enthélt, heifit Durchschnitt (auch Schnittmenge) von A und B;

¢) A und B heiflen disjunkt (oder auch elementfremd), falls AN B = @.

d) Die Menge A\ B = {z|z € AN x ¢ B}, welche alle Elemente von A enthilt, die

nicht Element von B sind, heifit Differenz von A und B.

Bezeichnung fiir die Vereinigung bzw. fiir den Durchschnitt von n Mengen Ay, As, ...

n €N,

AjUA U .UA, = UA
=1

AlﬂAgﬂﬂAn: ﬂAl

=1

bzw. fiir Mengen A;, i € I (Indexmenge): |JA;, () Ai.

i€l el
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Beziiglich der Verkniipfungen U und N gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetz:

Assoziativgesetz:

Distributivgesetz:

Fiir zwei endliche Mengen A und B gilt ferner:
|AUB| =|A|+ |B|—|ANB| .

Definition: Ist M eine Menge, I eine Indexmenge sowie A; C M, i € I, so daff gilt
Uiecs Ai=Mund A;NA; =@ fiiri # j, 4, j € I, dann heiflt {A; |7 € I} eine Partition

(oder auch disjunkte Zerlegung oder disjunkte Uberdeckung) von M.
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Definition (Komplementbildung):
Ist G Grundmenge und A eine Teilmenge von GG, dann nennt man G'\ A das Komplement

von A (beziiglich G) und bezeichnet es mit A:
A={zlre Grx g A}

Es gelten die De Morganschen Gesetze

e |
ol
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1.2 Relationen

1.2.1 Kartesisches Produkt

Definition: Fiir n Mengen A;, As, ... , A, heifit die Menge

A1><...><An = {(:cl,...,xn)\ x; € Ai, 1= 1,...,77,}

das kartesische Produkt von A;, A,, ... , A,. Anstelle von A;x...xA,, schreibt man
auch X, A, :

(x1,...,2,) heiit n-Tupel, fiir n = 2 spricht man von Paaren, fiir n = 3 von Tripeln und
fiir n = 4 oder n = 5 auch von Quadrupeln bzw. Quintupeln;

x;, i =1,...,n, heiBt die i-te Komponente von (x1,...,z,) .

Ist |A;| =m, i=1,...,n, so gilt

|A1><...><An|:m1-...-mn.

Sind alle A; identisch, d.h. A; = A, i =1,...,n, dann heift
A" = Ax ... XA

das n-fache kartesische Produkt von A. Es gilt dann A' = A und man setzt A° := &. Ist
|A| = m, dann ist |A"] = m™.
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1.2.2 Relationen und ihre Darstellungen

Definition: Eine Teilmenge R C A; x...x A, heiit (n-stellige) Relation auf A; x. .

n = 2 (binére Relation):
Bezeichnungsweisen fiir R C A x B:

(x,y) € R Element-
R(z,y) Prafix- ) Schreibweise
xRy Infix-

Darstellungsmoglichkeiten, falls A und B endlich:

A={ay,...,an}t, B={b1,...,b,}

- durch eine Matrix M = (mj)i=1, m;j=1,.n (S. 8§5):

1 , falls (a;,b;) € R
o { ! (0:.5)

, sonst

- durch einen Graphen (s. §7):

a e o b
az ® o by
am L L4 bn

von a; fithrt ein Pfeil zu b;, falls (a;,b;) € R.

15

XA,
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1.2.3 Aquivalenzrelationen

Definition: Es sei R eine binére Relation auf der Grundmenge A. Dann heifit R

a) reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt aRa,

b) symmetrisch, wenn fiir alle a, b € A gilt: aRb = bRa,

d

)
)
¢) antisymmetrisch, wenn fiir alle a, b € A gilt: aRb AbRa = a = b,
) transitiv, wenn fiir alle a, b, ¢ € A gilt: aRb A bRc = aRec.

Definition: Eine Relation R C A x A heifit Ordnung ! auf A, wenn R reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv ist.

n der dlteren Literatur auch Halbordnung genannt.
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Definition: Eine Relation R C A x A heiBt Aquivalenzrelation auf A, wenn R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Definition: Ist R C A x A eine Aquivalenzrelation und a € A, dann heiBt die Menge
la]r = {b € A|aRb}

Aquivalenzklasse von R, a heiBt Reprisentant der Aquivalenzklasse la]g.
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Satz: Es sei R C A x A mit A # @ eine Aquivalenzrelation. Dann gilt

a) Fiir alle a € A ist [a]g nichtleer.

)
b) Fiir alle b € [a]g gilt: [b]r = [a]&.
c¢) Falls =(aRb), dann ist [a]g N [b]gr = &;
)

d) A= UaEA [a]r.

Folgerungen:

a) Jede Aquivalenzrelation auf A legt eine Partition von A fest.(Man spricht auch von
einer Klasseneinteilung von A.)

b) Umgekehrt definiert jede Partition von A eine Aquivalenzrelation auf A.
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1.3 Abbildungen

Definition: Es seien A und B Mengen; f heifit Abbildung (oder Funktion) von A
in/nach B | falls f jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet.

Schreibweise:
f: A—B
Ty, y=f(x)

A heifit Definitionsbereich von f und B Zielmenge von f; fiir A schreiben wir auch
Dy; die Elemente von A heien Argumente von f;

Wy ={y e Bl3dr € A: y = f(x)} heiit Wertebereich von f, die Elemente von
Wy heiflen Werte von f;

Gy =A{(z, f(x)) |z € A} heiit Graph oder Schaubild von f.

Gilt M C A, N C B, so heifit

fM) = {yeB[FweM: f(z)=y}
das Bild von M unter f,
fUN) = {2 € AlFy e N: f(z) =y}

das Urbild von N unter f;

ist A =g, so heifit f leer;
ist A = B, so spricht man auch von einer Selbstabbildung von A.

Die Gleichheitsrelation definiert auf jeder Menge A eine Abbildung, ndmlich die iden-

tische Abbildung, kurz auch Identitit genannt. Sie wird mit 14 oder id4 oder einfach
mit id bezeichnet; es gilt also

Ve e A ida(z) =x .
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f heifit injektiv (oder eineindeutig oder umkehrbar [eindeutigf), falls gilt:
Vay, o € At f(z1) = f(22) = 21 =15

in diesem Falle existiert die Umkehrabbildung f~!:

f—l : Wf — A
x=f"y), falls y = f(2);

f heiBt surjektiv (oder Funktion auf B), falls Wy = B gilt;
f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition (Gleichheit und Verkettung von Funktionen):

Zwei Funktionen f und ¢ heiflen gleich, wenn Dy = D, und f(z) = g(z) fiir alle x € Dy
gilt.

Es seien f : A — B und g : C'— D Funktionen mit W; C C. Dann heifit go f : A — D
definiert durch (g o f)(x) = g(f(z)) verkettetete Funktion.

Ferner gilt fiir die Verkettung von Funktionen das Assoziativgesetz, d. h. ist neben den
Funktionen f und g aus obiger Definition h : E — F' eine Funktion mit W, C E, dann
gilt

ho(gof)=(hog)of.
Ist f : A — B eine Funktion, dann ist f bijektiv genau dann, wenn es eine Funktion

g: B — Agibt mit go f =ids und f o g =idg. Dabei liefert die Beziehung g o f = id4
die Injektivitdt und f o g = idg die Surjektivitéit von f.
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Komplexe Zahlen

Algebraische Eigenschaften der reellen Zahlen

Es gelten fiir die Addition auf R die folgenden vier Gesetze:

(Al) Ya,b,ceR (a+b)+c=a+(b+c)=ta+b+c (,, Assoziativitit der

Addition®)
(A2) Va,beR a+b=b+a (,, Kommutativitit der Addition*)
(A3) 30€eR VaeR a+0=a (,, Null oder Nullelement*)
(Ad) VaeR F—a€R a+(—a)=0 (,Inverses Element zu a beziiglich +

meist gelesen als ,, minus a*)

Fiir die Multiplikation gelten ganz analog - bis auf die Sonderstellung der Null - :

(M1) Va,b,ce R (a-b)-c=a-(b-¢c)=:a-b-c=:abc (,, Assoziativitit der

Multiplikation®)
(M2) Va,beR a-b=b-a (,, Kommutativitit der Multiplikation®)
(M3) 31€R VaeR a-1=a (,, Fins oder FEinselement®)
(M4) Va e R\ {0} dJa'eR a-a'l=1 (,,Inverses Element zu a beziiglich -

meist gelesen als ,a hoch minus 1)
Fiir die Verbindung von Addition und Multiplikation gilt:

(D) Va,b,ce R a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (,, Distributivitdt®)
21
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2.1 Definition und Darstellung der komplexen Zah-
len

2.1.1 Einfithrung der komplexen Zahlen

Definition: C := R? = {(z,y) | z,y € R} Menge der komplexen Zahlen

A

Definition (Gleichheit, Addition und Multiplikation in C):
Fir (x1,11), (2, y2) € C wird definiert:
(1,91) = (22,42) & 21 = T2 A Y1 = o

(1,91) + (22, 42) = (21 + 22,51 + V)
(x1,11) - (2, y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)
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Satz: Fiir alle (zx, yx), (z,y) € C, k =1,2,3 , gelten die folgenden Eigenschaften:

(AD): ((@1,m1) + (22, 92)) + (23,93) = (21,51) + (22, 92) + (23, 93))

(A2): (1, 91) + (w2,92) = (22,52) + (21,51)

(A3): (z,y)+(0,0) = (z,y)

(Ad): (z,y) + (-z,—y) = (0,0)

(M1): ((z1,91) - (22,92)) - (w3,93) = (21, 91) - (22, 92) - (%3, 3))

(M2): (1, 51) - (22,82) = (22,92) - (x1,51)

(M3): (z,y) - ( 0) = (z,9)

MY @) () = (10)

(D): ((z1,91) + (22,92)) - (w3,93) = (21, 51) - (23,93) + (22, 92) - (3,93) -
Beweis:
Zu (A1)-(M3) durch einfaches Nachrechnen

(M4):

(@9)° (a;2—xky2’ :cz_ery2) N (m2iy2 - :L'?_jy” :vx?(jryy)Q * x;ny) = (1,0

(D):

(@1 + 22,91 + y2) - (23,93) = (¥1 +22) - 23 — (Y1 + ¥2) - Y3, (W1 +22) Y3 + (Y1 + v2) - 3)
= (1103 + ToT3 — Y13 — Y2¥y3, T1Y3 + TaY3 + Y173 + YoT3)

(1, y1) - (23, y3) + (T2, Y2) - (23,y3) = (7173 — Y1y3, T1Y3 + Y173) + (223 — Yays, ToYs + T3ya)
= (2123 + D273 — Y1Y3 — Y2u3, T1Y3 + Tays + Y173 + YoT3)

Bemerkung: Im folgenden werden wir hdufig das Multiplikationszeichen fortlassen.

Einbettung von R in C:
R—C

x+— (x,0)

Bezeichnung: Wir schreiben x statt (z,0) ,
0 statt (0,0) ,
1 statt (1,0) .
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Insbesondere gilt: (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1.

Bezeichnung: Die komplexe Zahl j := (0, 1) heifit imaginéire Einheit.

Damit gilt: j2 = —1 .

(z,9) = (2,0) + (0,y) = (2,0)(1,0) + (0, 1)(y,0) = = + jy

z=x+jy, Re(z)=x heifit Realteil von z ,
Im(z) =y Imaginérteil von z .

Damit besteht die Inklusionskette:

NczZcQcRcC

Die Gauflsche Zahlenebene

c=a+jy

mmagindre
Achse

Y — (l‘, y)
Darstellung mittels Zeiger z = x + jy

x reelle Achse
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Beispiel:

7 =2,20=—3,23=2], 24 =—2], 25 =3+2], 26 = —3+2j, zr=—3—-2j, 3=2—-3]

26 | 23 Z5

z7

Definition: Die komplexe Zahl z* = x— jy heifit die zu z = z+jy konjugiert komplexe
Zahl.

Es gilt:
(z")*=2 VzeC

Im obigen Beispiel ist

* * * *

Definition: Unter dem Betrag der komplexen Zahl z = x + jy versteht man

2] = V22 + 42 .

Im obigen Beispiel gilt

|Z8| =+vV13.
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2.1.2 Darstellungsformen einer komplexen Zahl
Kartesische Form

z =x + jy

Trigonometrische Form

Sei z #0 .

Polarkoordinaten (r,¢), r = |z|, ¢ € [0,27), ¢ heifit Argument, Winkel oder Pha-
se von z

T =7TCcosp, y=rsiny

z—=2Y=x—jy=rcosp—jrsing =r(cosp —jsinp) =r(cos(—p) + j sin(—yp))

Dem Ubergang zum Konjugiert-komplexen einer komplexen Zahl entspricht also die Spie-
gelung des Zeigers der komplexen Zahl an der reellen Achse.

Exponentialform

Aufgrund der Eulersche Bezeichnung (siehe Mat 2) 148t sich schreiben
e¥ = cosp +jsing.

Damit ergibt sich die Darstellung z = r /¢ .
z— 2t =rel?

Spezielle Werte:

=0 % =cos0O+jsin0 =1
o =7/2: &% =cos(n/2) +jsin(r/2) =]
p=m ™ =cosm+jsinT =1

© = 3/2m: 33?7 = cos(3/2m) + j sin(3/27) = —j
p=2m: € =cos(27)+ jsin(27) =1

Ferner gilt:

‘ejﬂ = \/6082<p+sin2g0 =1

72 — cos(p + 27) + j sin(p + 27) = cosp + j sing = €%
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Fiir jedes Intervall fiir ¢ der Lénge 27 wird also der Einheitskreis genau einmal, und zwar
im Gegenuhrzeigersinn, durchlaufen.

”Polarform” ist die Sammelbezeichnung fiir die trigonometrische und die Exponential-
form.

Umrechnung zwischen den Darstellungsformen

1. Umrechnung von der Polarform in die kartesische Form
z=r(cosp+jsing)=re¥ — z=x+jy
mittels x = r cosp, y =1 sinp

Beispiel:
z = 2e73/%" = 2(cos 3/4m + jsin3/47m) = 2(—1/2v/2 + j1/2v/2) = V2(—1 + j)

2. Umrechnung von der kartesischen Form in die Polarform
mittels r = |z| = /22 + 42, tanp =y/z
Berechnungsformel fiir den Winkel ¢
1. Quadrant: ¢ = arctan ¥

2.,3. K . p=arctan? + 7
4. K : ¢ =arctan ¥ + 27

Fiir die reellen Zahlen z = x + 50 ist

0 x>0
@ = ¢ nicht def. =0
U x <0

Fiir die imaginédren Zahlen z = 0 4 jy ist

72 y>0
P71 3/2r y<0

Herleitung der Formel fiir den 2. Quadranten:

z=x+7Jy
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Hilfswinkel «:

tana = &£ = L

[z] = —z
= o = arctan %y = — arctan%
= ¢ = 180° — o = 180° + arctan £

Beispiel:

z=—4+3j, r=+/(-4)2+32=5

¢ =+ arctan 2 ~ 2.5
z a5 (cos2.5+ jsin2.5) = 5e/?P

2.2 Komplexe Rechnung

2.2.1 Die vier Grundrechenarten in kartesischer Darstellung
Addition und Subtraktion

21 =T1+JY1, 22 = Ta+ JYo
21tz =x1 £ x9+ j(y1 £ 1)

Beispiel:
21:3—7j, 22:—1+2j

2 4+20=3—-1+j(-T+2)=2-05j

Bemerkung: Sind die beiden komplexen Zahlen in der Polarform gegeben, so sind sie
zur Addition in die kartesische Form zu iiberfiihren.

Multiplikation und Division

21 =1+ Jy1, Z2 = Ta+ JY2
21+ 29 = T1T2 — Y2 + J(@1Y2 + T2y1)
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Beispiele:

1. 21 =3-25, z=-5+4)
21-20=3-(=5)—(=2)-4+ 75344+ (-2)-(=5H)) = =T+ 225

29

2. z=a+jy, 22" = (e jy)e—jy) =+ +j(may tay) =2+’ = ]

d.h. es gilt |z| = vz - 2*

2L _ Ty + Y192 . TY1 — T1Y2
2 x5+ Y3 x5 + Y3

Beispiel:

Kehrwert von j:
1ol _J
i -1

2.2.2 Multiplikation und Division in Polarform

21 = ri(cos P1 + jsin 991), 29 = 13(COS g + j sin py)
21 - 29 = (r1€?%1) - (19e7%2) = 1119(cos 1 + j sin 1) (cos g + 7 sin o)
= 1179 (COS 1 COS g — Sin 1 sin ps) +J (cos 1 sin @y + sin ¢ €os P3)

(. J (. /

:coS(;;l+§02) . =Sin(:0r1+gog)
= rira(cos(p1 + p2) + jsin(pr + pa)) = 7’17“263(901'*"”2)

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Betrdge multipliziert und

ihre Winkel addiert.

Analog erhélt man:

21 riel¥i 1 1

= — — —(cos — ) S — — 1 i(p1—¢p2)
29 o€l P2 Ty ( (901 902) + J 1n(g01 @2)) 7«26

Zwei komplexe Zahlen werden dividiert, indem man ihre Betrége dividiert und ihre Winkel

subtrahiert.
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Geometrische Deutung:

2 = rie’%
Spezialfille:

1. Multiplikation mit einer reellen Zahl r > 0 :
rz = (rr))e’#
bedeutet eine Streckung des Zeigers von z; um das r-fache, wobei der Winkel ¢,
unverdndert bleibt.

2. Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1:
z=e%, 2z = elPriele = Tlej(cer@l)
bedeutet eine Drehung des Zeigers von z; um den Winkel ¢, wobei die Lénge von
z1 unverandert bleibt.
¢ > 0: Drehung im mathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn)
¢ < 0: Drehung im mathematisch negativen Sinn (Uhrzeigersinn)

Allgemeiner Fall:
Die Multiplikation von z; mit z = re’® 14t sich zerlegen in:

1. Multiplikation mit der reellen Zahl r,
d.h. zundchst wird der Zeiger von z; um das r-fache gestreckt.

2. Multiplikation mit €%, d.h. der resultierende Zeiger wird um den Winkel ¢ gedreht.
Insgesamt erhélt man eine Drehstreckung.
Die Division 148t sich auf die Multiplikation zuriickfiihren:

21 1 : 1 1 il
Sy = = i)

z z rel¥ T

Zuerst wird z; um das 1/r-fache gestreckt und der resultierende Zeiger dann um den
Winkel ¢ zuriickgedreht.

Anwendungen:

1. Multiplikation von z € C mit j = 1-e/™? bedeutet eine Drehung von z um 90° (im
Gegenuhrzeigersinn).

2. Division von z € C durch j bedeutet Multiplikation mit e~7™/2 und somit ein Zuriick-
drehen von z um 90°.
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Potenzieren:

= rel®

2
2" = [r(cos + jsinp)|" = [red?|" = r"ei™ = r"(cosny + jsinnp) = rteln?

Formel von Moivre:
(cos + jsin )™ = cosnp + jsinng

Eine komplexe Zahl wird in ihre n-te Potenz erhoben, indem man ihren Betrag in die n-te
Potenz erhebt und ihren Winkel mit n multipliziert.
Beispiele:

1. z=2(cosm/3+ jsinm/3) 2° =7
23 =23(cosT 4 jsinm) = —8

2. Potenzen von j:

J =

=1
P=5g==J

j= G = (12 =1
P=iti=7

allgemein gilt fiir n € N:
j4n =1, j4n+2 =_1
j4n+1 =J, ]4n+3 = —j

Weitere Rechengesetze fiir komplexe Zahlen: Fiir alle zq, z5 € C gilt

a) |21 - zaf = [21] - |22
Folgerung: |z|F = |2*| VkeN,zeC

b) |21 £ 29| < |2z1] + |22] Dreiecksungleichung
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2.2.3 Radizieren

Definition: Eine komplexe Zahl z heifit n-te Wurzel von a € C, wenn sie der Gleichung
Z" = a geniigt.

N =a = apel®, z=rel¥
2" = el = qpel® = qoe? T mit k€ Z
= 1" = ay, also r = {/ag, d.h alle Losungen haben den gleichen Betrag /ay

o+ 2kw
ne =aoa+2kr, pp=—"97/— k€eZ
n
j (a+2k)
2 = age @ , kel
Fiir k£ > n ergeben sich die bereits mit £ = 0,1,...,n — 1 berechneten Lésungen:
jla+2nm) . . .
Zn = {fage” o = fagelm . &7 = pageln = z

1
Zn+1 = 21, USW.

Analog fiir negative k.

Insgesamt gibt es also genau n verschiedene Losungen der Gleichung 2" = a.

Spezialfall a = 1, d.h. ¢p =1 und damit r =1, a =0
Die Losungen von z" = 1 heiflen die n-ten Einheitswurzeln.
n=1 z=1
n=2 @o=0, o1 =m,dh zp=1, 2y = —1
n=3 =0, p1 =2/3m, ps=4/31
n=4: @o=0, o1 =7/2, po =7, p3=3/2m,dh. zp=1,21 =J,20 = —1,23=—]
n=">5 ¢ =0, g1 =2/bm, po=4/b7m, p3=06/bm, py =8/5m
n=6 ¢y =0, o1 =1/3m, p2=2/31, p3=m, g =4/31, p5 =5/3m

Allgemein gilt:
1. zo = 1 ist stets Losung.
2. Falls n gerade ist, ist 2,/ = —1 Losung.

Beispiele:
1. 23 = —8 =8

20 = 2673 = 2(1/2 + j1/2V/3) = 14 jV/3, 2 = 26/" = -2
2y = 269937 = 2793 = 1 — j\/3 = 2
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2. 2t =—-1+j= V/2e73/4m
20 = 21/8€j3/167r, 27 = 21/86(]'3/16-!—]'/2)71' — jZO

29 = —20, 3= —J%

Anwendung auf die Losung quadratischer Gleichungen

Beispiel: 22+2+1=0

Quadratische Ergiinzung: (z + 1/2)? 4+ 3/4 = 0 hat keine Losung in R
(z+1/2)? = -3/4

Substitution: u = z 4+ 1/2

u?=-3/4=3/4-¢"

uy = 1/2v/3e7™% = 1/24/3;

wy, = 1/2v3e7%% = —1/2/3j

2+1/2=uy = 2=—1/2+1/2/3j

n+1/2=u = z=-1/2-1/2/3j

33
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Algebraische Strukturen

3.1 Gruppen

Definition: Es sei GG eine nichtleere Menge, auf der eine bindre Operation o definiert ist.
(G, o) heift Gruppe, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

a) Va, b, ceG: (aob)oc=ao(boc) Assoziativgesetz
b) IneGVaeG: noa=aon=a Existenz eines neutralen Elements
c) YoeGdaeG: aoa=aoa=n Existenz eines inversen Elements.

Gilt ferner
d) Va,beG: aob="boa, Kommutativgesetz

dann heifit die Gruppe kommutativ oder abelsch.

Bemerkungen:

1) Man bezeichnet @ oft mit ¢! in multiplikativ und mit —a in additiv geschriebenen
Gruppen.

2) Gilt nur das Assoziativgesetz, so nennt man (G, o) eine Halbgruppe.

34
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Satz: Fiir eine Gruppe (G, o) gelten die folgenden Eigenschaften:

1

\]

- W

)
)
)
)
)

D

Das neutrale Element von G ist eindeutig bestimmt.
Zu jedem Element von G gibt es genau ein inverses.

Das neutrale Element ist invers zu sich selbst.

Fiir alle Elemente a € G gilt @ = a.

Kiirzungsregeln: Gilt in G aob=aoc, dann ist b = c.
Ebenso gilt: Ist boa = coa, dann ist b = c.

Fiir alle a, b € G gilt: aob=boa .

Losbarkeit von Gleichungen: Zu zwei beliebigen Elementen a, b € G gibt es genau
ein Element x € G mit a o x = b und genau ein Element y € G mit y oa = b.
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3.2 Ringe und Korper

Definition: Es sei R eine nichtleere Menge, auf der zwei bindre Operationen + und
defininiert sind. R heifit Ring, falls

a) (R,+) eine abelsche Gruppe bildet,
b) * assoziativ auf R ist,
c¢) die Distributivgesetze fiir + und * gelten:

Va,b,ce R: ax(b+c)=axb+axc
(b+c)xa=bxa+cxa.

Ist die Operation * ebenfalls kommutativ, dann heift R ein kommutativer Ring (in
diesem Fall geniigt fiir die obige Definition nur eines der beiden Distributivgesetze).

Existiert bzgl. * ebenfalls ein neutrales Element, so bezeichnet man dieses mit 1 (Einsele-
ment) und nennt R einen Ring mit Einselement.

Das neutrale Element in (R, +) bezeichnet man mit 0 (Nullelement) und das zu a in-
verse Element mit —a. Die Differenz a — b ist durch a — b := a + (—b) erklért.



KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN 37

Eigenschaften: Fiir alle a, b, ¢ € R gilt:

1) ax0=0%xa=0

Definition: Elemente a, b eines Ringes R mit a # 0, b # 0 und a*b = 0 heiflen Nullteiler
von R. Besitzt R keine Nullteiler, so heifit R nullteilerfrei.

Satz: Ist der Ring (R, +, x) nullteilerfrei, so gelten die Kiirzungsregeln
a*xT=a%*y

Ya,z,y € R, a#0: ¢ oder =>r=1y.
Trka=yY*a

Definition: Ein Ring (R, +, ), fiir den (R\{0}, *) eine abelsche Gruppe ist, heiit Kérper.

In einem Korper K gelten die von (Q,+,:) und (R, +,-) bekannten Rechenregeln. So
ist eine lineare Gleichung ax+b=c¢ mit a # 0 in K eindeutig losbar.
Wenn wir das bzgl. % inverse Element zu a € K mit % schreiben, gilt beispielsweise

ad + cb

Le
d bd

Sl S

Satz: Ein Korper ist nullteilerfrei.
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Vektorraume

4.1 Pfteile

In einer gegebenen Ebene, im folgenden mit € bezeichnet, gibt es zu je zwei Punkten P
—
und P’ genau eine Verschiebung, die P in P’ iiberfiihrt. Diese wird mit PP’ bezeichnet

und als Pfeil mit Anfangspunkt P und Endpunkt P’ dargestellt. Unter ﬁ werden aber
auch andere Punkte, etwa Q und ', ineinander iibergefiihrt. Auf der Menge aller Pfeile
fithren wir die folgende Relation der Parallelgleichheit ein.

— — — —
Definition: PP’ pg QQ' :< PP und QQ' sind parallel, gleichlang und gleichge-
richtet.

Diese Relation ist eine Aquiv_akenzrelation auf der Menge aller Pfeile. .
Unter der durch einen Pfeil PP’ représentierten Verschiebung von e verstehen wir [PP'],,,.
Mit V, bezeichnen wir die Menge aller Verschiebungen von e. Verschiebungen werden auch
mit @, ?, T, ... bezeichnet; P’ = P+ @ ist derjenige Bildpunkt, den man erhélt, wenn
man a auf P anwendet; @ ist eindeutig bestimmt, insbesondere folgt aus P+a = P —l—?,
daB @ = b gilt. Ist P’ = P, so gilt P' = P + 0 mit der identischen Verschiebung o .

38
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— —
Definition: Es seien @', b € V.. Dann verstehen wir unter @ + b die durch den Pfeil
_)

Do » : : oY) — /" / :
PP" représentierte Verschiebung, wobei P = P+ @ und P”" = P'+ b gilt.

Nachweis der Unabhéngigkeit des Ergebnisses von den ausgewéahlten Reprédsentanten:

Satz: (V,,+) ist eine kommutative Gruppe.

Beweis:
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Wihlt man in der Ebene € einen festen Punkt O, so kann man jede Verschiebung durch
einen in O beginnenden Pfeil (Ortsverschiebung) reprisentieren. Dann bestimmt jede Ver-
schiebung 7’ der Ebene € beziiglich des Punktes O eindeutig einen Punkt P = O + 7,
dessen Ortsveschiebung sie ist.

Essei @ € V., @ # 0, und A € R mit A # 0. Dann bezeichnet \@ diejenige Ver-
schiebung, die die Eigenschaft besitzt, dal die sie reprisentierenden Pfeile

a) parallel zu den @ reprisentierenden Pfeilen sind,

b) |Al-mal so lang wie die Pfeile von @ sind,

—

c) gleichgerichtet zu den Pfeilen von @ sind, falls A > 0, und entgegengesetzt gerichtet

zu diesen sind, falls A < 0 gilt.

Ist A =0, so wird \@ := 0 fiir alle @ € V, und, falls @ =
A € R gesetzt. Die Verschiebung A'a” wird das A-fache von

, so wird \@ := 0 fiir alle

ﬁ
0
ﬁ
a genannt.

Satz: Fiir Verschiebungen gelten die folgenden Rechengesetze:

a) Nua)=\p)a

b) A+u)a@ =Xd +pa
O MNT+D)=AT +Ab
d) 1ad =7 .
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4.2 Definition des Vektorraumes und Beispiele

Definition: Es sei K ein Korper. Unter einem Vektorraum (oder linearem Raum)
v = (V,+,:) tiber K (K-Vektorraum) versteht man eine nichtleere Menge V' zusam-
men mit einer Addition + auf V' und einer Verkniipfung K x V' — V, der skalaren
Multiplikation, die jedem Paar (A\,a) € K x V genau ein A - a € V zuordnet, so daf
(V,+) eine kommutative Gruppe bildet und die folgenden Axiome fiir alle A\, € K und
a, b € V erfiillt sind:

a) A-(p-a)=N\-p)-a Assoziativgesetz

b) A+p)-a=A-a+pu-a Distributivgesetze

c) lra=a. (1 Einselement in K)

Bemerkungen:

Die Elemente von K heiflen Skalare, diejenigen von V' Vektoren.

Anstelle von A - a schreiben wir auch kurz Aa.

Das neutrale Element in V' wird mit o bezeichnet und Nullvektor genannt, das zu a
inverse Element wird mit —a bezeichnet und Gegenvektor zu a genannt.

Hiufig tritt R (oder C) als Skalarkérper auf; wir sprechen dann von einem reellen (bzw.
komplexen) Vektorraum.
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Folgerungen: Fiir alle a € V, A € K gilt:

a) Ao=o

b) 0a = o

¢) (-1)a=—a

d) da=0o = AX=0Va=o

Definition: Unter einem Unterraum (auch Teilraum genannt) U eines K-Vektorraumes
9 versteht man eine nichtleere Teilmenge U von V', die mit der auf V' definierten Addition
und skalaren Multiplikation selbst einen K-Vektorraum bildet.

Satz (Unterraumkriterium): Eine nichtleere Teilmenge U C V eines K-Vektorraumes
9 bildet genau dann einen Unterraum von ¢, wenn gilt:

Vape Kya,belU: Xla+pubeU.

Bemerkung: Jeder Vektorraum besitzt sich selbst und den nur aus dem Nullvektor be-
stehenden Raum als Unterraum.
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4.3 Lineare Unabhingigkeit

Definition: Es sei 1 ein K-Vektorraum sowie Ay,...,\,, € K und aq,...,a,, € V. Dann
heif3t

a:Z)\iai:)\lale...—l—/\mam

=1

Linearkombination von aq,...,a,,. Ist \y = ... = \,, = 0, dann heif}t die Linearkom-
bination trivial, andernfalls nichttrivial.

Die Vektoren ay,...,a,, heilen linear abhingig, falls es eine nichttriviale Linearkom-
bination gibt mit \a; + ... + A\pa,, = o. Sie heiflen linear unabhingig, falls sie
nicht linear abhéangig sind, d.h. der Nullvektor 18t sich nur dann als Linearkombina-
tion A\ja; + ...+ A\,a, darstellen, wenn \; =0 fiir alle i = 1,...,m gilt.

Satz: Es sei ¥ ein K-Vektorraum und ay,...,a, € V. Dann sind die folgenden beiden

Aussagen dquivalent:

a) Die Vektoren ay, ..., a,, sind linear abhéngig.

b) Mindestens ein Vektor a; ist Linearkombination der {ibrigen, d.h.

m

Folgerungen: In einem Vektorraum gilt:

a) Jedes Teilsystem eines linear unabhéngigen Systems ist linear unabhéngig.

b) Wenn ein Teilsystem eines gegebenen Vektorsystems linear abhéngig ist, so ist das
gesamte System linear abhéngig.

¢) Ein linear unabhéngiges System enthélt den Nullvektor nicht und umgekehrt ist
jedes Vektorsystem, welches den Nullvektor enthélt, linear abhéngig.
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4.4 Basis und Dimension

Definition: Eine Menge B = {ay,...,a,} von Vektoren aus V heifit Basis' von 9, falls
gilt

a) B ist linear unabhénig.

b) Jedes Element aus V' 148t sich als Linearkombination von Elementen aus B darstel-
len.

Bemerkungen: Es 148t sich zeigen, dafl jeder Vektorraum eine Basis besitzt und daf§ eine
Basis eine minimale Menge von Erzeugenden liefert, d.h. je r + 1 verschiedene Vektoren
sind linear abhéngig. Ferner gilt, daf§ die Darstellung eines Vektors in einer gegebenen
Basis eindeutig ist. Je zwei Basen eines Vektorraums haben die gleiche Anzahl von Ele-
menten.

Definition: Ist ¥ ein Vektorraum und ist {ai,...,a,} eine Basis von ¥, so heifit r die
Dimension von 9: r = dim¢. In diesem Fall sprechen wir von einem r-dimensionalen
Vektorraum. Zusétzlich setzen wir dim{o} := 0. Gibt es dagegen keine aus endlich vielen
Vektoren bestehene Basis, so heiffit der Vektorraum unendlichdimensional.

Folgerung: Ist dimvY = n, so ist jedes System von n linear unabhéngigen Vektoren
aus V eine Basis von 4.

IWir betrachten hier nur den Fall von endlichen Basen.
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4.5 Das Standardskalarprodukt

Definition: Wir definieren in (R",+,-) ein Skalarprodukt (auch inneres Produkt ge-
nannt), durch

n Qi b
(a,b) = Z a; 3; fiir alle a = : , b= : € R".
=1 n B
Weitere Bezeichnungen sind a - b, < a,b >, ... .
Dies Standardskalarprodukt besitzt die folgenden Eigenschaften:
a) Va,beR™: (a,b) = (b,a) Symmetrie
b) Va, b, ce R™: (a+0b,c) = (a,c)+ (b,c) Additivitat
c) Ya,beR"; ANeR: (Aa,b) = A(a,b) Homogenitét
d) VaeR™: 0<(a,a) und (a,a)=0 < a=o.

Definition: Zwei Vektoren a, b € R™ heiflen orthogonal (bezeichnet mit alb), falls
(a,b) = 0 gilt.

Satz: Jedes Vektorsystem, das aus paarweise orthogonalen Vektoren besteht und den
Nullvektor nicht enthélt, ist linear unabhéngig.
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Jal == V(@) = (Z a?)

heifit die Norm von a. Der Vektor a heift Einheitsvektor, falls ||a|| = 1 ist.

Eine System {ay, ..., a,} von paarweise orthogonalen Einheitsvektoren bildet ein Ortho-
normalsystem (i.Z. ONS), d.h. es gilt fiir alleé,7 =1,...,n

Definition: Die reelle Zahl

- _J O, fallsi#j5
(aia5) = 9y '—{ 1, falls i =j
0 heifit Kronecker-Symbol.
Satz: Fiir alle a, b € R", A € R gilt
a) 0 < o]
b) la]| =0 & a=o0
c) [[Aall = [Al o]
d) (a,b) = llall[[b]| cos £(a,b)
e) |(a,b)] < |lall ||b]] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
£) la+b] < ||all + [0 (Dreiecksungleichung) .
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4.6 Lineare Abbildungen

Es seien (V,+,:) und (W, +,-) zwei K-Vektorrdume.

Definition: Eine Abbildung ¢ : V — W heifit linear (oder auch [Vektorraum-| Ho-
momorphismus), falls gilt

d(Aa + pb) = Ap(a) + up(b) VA pueK, a, beV.

Ist ¢ zudem bijektiv, so heifit ¢ ein [ Vektorraum-| Isomorphismus.

Satz: Es sei ¢ : V — W linear. Dann gilt:

a) (o) =o;

b) sind aq, ..., a,, linear abhéngige Vektoren (in V'), so sind die Vektoren ¢(ay), . .., ¢(am)
linear abhéngig (in W).

c¢) Ist U ein Unterraum von V, so ist ¢(U) ein Unterraum von W und es gilt

dim¢(U) < dimU.

Bemerkung: I. allg. werden linear unabhéngige Vektoren nicht in linear unabhéngige
Vektoren tiberfiihrt (siehe aber die Aussage b) des nachfolgenden Satzes).
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Definition: Ist ¢ : V' — W linear, so heifit

ke 6 := 67 ({o})
der Kern von ¢ und

rg ¢ = dim ¢(V)

der Rang von ¢.

Satz: Es sei ¢ : V — W linear. Dann gilt

a) ke ¢ ist ein Unterraum von V|

b) Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv, wenn ke ¢ = {o} gilt; in diesem Fall
werden linear unabhéngige Vektoren in linear unabhéngige iberfiihrt.

c¢) Ist V endlichdimensional, so gilt

dimke ¢ +rg ¢ = dim(V) .
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Matrizen

5.1 Definitionen und Verkniipfungen von Matrizen

Zugrundegelegt wird ein Korper K, hier zumeist K = R; m, n seien natiirliche Zahlen.

Definition: Unter einer mxn-Matrix A versteht man ein rechteckiges Schema von m - n
Elementen aus K:

aix Q2 Qi3 tee A1n

Q21 Q22 A23 ce (57
A=

Am1 Am2 Am3 e Amn

49
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Man schreibt kurz

1 heifit Zeilenindex
k heifit Spaltenindex
(aﬂ Qa3 am) i-ter Zeilenvektor
a1k
A2k

k-ter Spaltenvektor

Amk

Die Elemente a;;, heiflen die Koeffizienten von A.
Die Menge aller mxn-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit K",

Die Matrix A heifit quadratisch, wenn m = n; die Koeffizienten a;, © = 1,...,n, bilden
die Hauptdiagonale von A.
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Definition (Gleichheit): Zwei Matrizen A = (a;,) und B = (by) iiber K heiflen gleich,
wenn sie beide mxn-Matrizen sind und wenn gilt

Qi = bik fir alle i, k.

Definition (Transposition): Es sei A = (a;,) eine mxn-Matrix. Dann nennt man

a11  Aa21 ce Am1
Q12  A22 s Am2
@13 Aa923

AT =
Aip  G2n e Qmn

die zu A transponierte Matrix.

Es gilt (AT)T = A,

Definition (Symmetrie): A € K™" heiit symmetrisch, falls A7 = A.



KAPITEL 5. MATRIZEN

Definition (Addition): Sind A = (a;x), B = (bix) € K™", so ist die Summe
D=A+B
erklart als die Matrix
D = (du)

mit d;r, = a;, + by fiir alle 4, k.

92
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Definition (Skalare Multiplikation): Ist A € K und A = (a;) € K™", so ist das
skalare Produkt A-A  definiert durch

A A= (A ap).

Bemerkung: Unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften in K zeigt man durch
Nachrechnen, dafl mit der Addition und der skalaren Multiplikation K™" einen Vektor-
raum bildet. Somit kann man auf Matrizen alle Begriffsbildungen fiir Vektorrdume an-
wenden, wie z.B. lineare Abhéngigkeit, Basis oder Dimension.
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Definition (Multiplikation zweier Matrizen): Es seien A = (a;;) eine mxp-Matrix
und B = (by,) eine pxn-Matrix.
Die Produktmatrix D = A-B = (d;) ist eine mxn-Matrix mit

p
dit, = abig + aiobop + ... + agbpr = Z a;jbjp.
j=1

Falk-Schema:

Definition (Potenzen einer Matrix): Es sei A eine nxn-Matrix. Dann definiert man
AV =T, A=A,
AF = AL A k=23, .
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Falls die entsprechenden Produkte definiert sind, gelten die folgenden Beziehungen:

(A-B)-C = A-(B-C) Assoziativgesetz
(A+B)-C = AC+ BC
A-(B+C) = AB+ AC
(A+ BT = AT + BT

} Distributivgesetze

(AA)T = AT
(AB)T = BT. AT
A0 = 0A = O

A1 =1T-A=A.

95
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5.2 Darstellung linearer Abbildungen durch Matri-
zen

Es seien V und W K-Vektorraume mit dimV = n und dim W = m. Wir wahlen Basen
in V und W:

By = {v,...,u.},
By = {wi,...,wn}.

Im folgenden wird gezeigt werden, dafl man jeder linearen Abbildung ¢ : V — W
beziiglich der Basen By und By eine mxn-Matrix so zuordnen kann, dafl durch die-
se die lineare Abbildung ¢ eindeutig bestimmt ist.

Die Abbildung ¢ : V' — W ist eindeutig bestimmt, wenn man alle Bilder
o(v;)) = aj ,7=1...,n,
der Basisvektoren v; € By kennt. Denn fiir ein beliebiges z € V' mit
r = &§ui+&uat .+ 60,
gilt
p(x) = (&1 + Eua 4.+ )

= §id(v1) + &d(v2) + ...+ Eud(vy)
= &§ar +&ax+ ..+ uay

= Zﬁ’jaj eW.
j=1

Weiterhin 148t sich jeder der n Bildvektoren
a; = ¢(Uj)€W ,jzl,...,n,

eindeutig durch seine Koordinaten beziiglich der Basis By, von W darstellen

CL]‘ = E aijwi = aljwl + agng + ...+ amjwm

i=1
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Damit ergibt sich
o(z) = ijaj = ny Z QWi
j=1 j=1 =1
= Z Z fjaijwz‘

j=1 i=1
m n

= Z Z @ij W

i=1 j=1

S (Z aijgj) w

i=1 \j=1

> i1 415
> i1 425

n
D1 OmjS; Bu
mit

11 Q12 ce A1n
Q21 Q22 te A2p §1

A = . und z =
&n

Am1  Am2 e Amn

Es gilt also

Merke: In der j-ten Spalte von A steht das Bild des j-ten Basisvektors v;, dargestellt in
der Basis Byy.
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Es sei Z ein weiterer (endlichdimensionaler) K-Vektorraum und ¢ : W — Z eine lineare
Abbildung mit der Darstellungsmatrix B bzgl. der Basis By und einer Basis By von Z.
Dann ist ¥ o ¢ : V — Z eine lineare Abbildung, die bzgl. der Basen By und By die
Darstellungsmatrix B - A besitzt.

5.3 Spezielle Abbildungen

5.3.1 Lineare Abbildungen in 2D

Betrachtet werden Abbildungen w = Av, A € R*? v, w € R?

a) Skalierungen
A0
A <0 u) |
b) (Parallel-)Projektionen

auf die eM-Achse A= <1 O> ,

auf die e®®-Achse A= (O O) :
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¢) Spiegelungen

an der eM-Achse

an der e®-Achse

am Ursprung

an der ersten Winkelhalbierenden

d) Scherungen
léngs der

- eM_Achse

- e¢@_Achse

e) Rotationen

um den Ursprung mit Winkel «

COSs &
sin o

—sin «
COS &

).

29
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5.3.2 Lineare Abbildungen in 3D

a) Skalierungen
A0 O

A=10 p 0] ;
0 0 v

b) (orthographische) Projektionen

1 00
z.B. in die e e® -Ebene A= [0 1 0]
0 00
¢) Spiegelungen
-1 0 0
z.B. an der ¢® ,e®) _Ebene A= 0 10
0 01
0 01
und an der £=¢£3 -Ebene A= 0 10];
1 00

d) Scherungen

z.B. besitzt die Abbildung, die e und e® auf sich selbst und e® auf den Vektor
(a, 3,1)T abbildet, die Darstellungsmatrix

A:

O O =
O = O
— @ Q9
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e) Rotationen

mit Winkel «
1 0 0

- um die e(M-Achse A= |0 cosa —sina |,
0 sina cosa

cosae 0 sina
- um die e®-Achse A= 0 1 0 ,
—sinaa 0 cosa

cosae —sina 0
- um die e®-Achse A= [sina cosa 0],
0 0 1

- um einen beliebigen Vektor m = (uy, po, p3)”
pi+CA—pi)  pupp(l—C) = psS  mps(l—C) + p2S
A= pe(1=C)+pS 3 +C(L—p3)  popa(l—C) — S |,
pps(1—C) — p2S  popz(1 = C) + S p3+C(1 — pi3)

wobei C':=cosa und S :=sina gesetzt ist. Es ist notwendig, dass ||m| =1
gilt, damit die Rotation ohne gleichzeitige Skalierung abléauft.
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5.3.3 Affine Abbildungen

Affine Abbildungen sind das grundlegende Werkzeug, um Objekte zu bewegen und aus-
zurichten. Sie sind von der Form

w=u+ Av,

bestehen also aus einer Translation, die durch u gegeben ist, und einer linearen Abbildung
mit der Darstellungsmatrix A.

Affine Abbildungen

erhalten Teilverhéaltnisse;

bilden parallele Ebenen auf parallele Ebenen ab;

bilden einander schneidende Ebenen auf einander schneidende Ebenen ab; dabei ist
die Schnittgerade der Bildebenen das Bild der urspriinglichen Schnittgerade;

erhalten Affinkombinationen:
Fir v = aqyv; + agve + agvs + aqvy mit o + s +az + a4 =1 gilt

W = W1 + QeWa + Q3Ws + Wy .
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5.4 Aquivalente Matrizen, Rang einer Matrix

Definition: Der Zeilenrang (bzw. Spaltenrang) einer Matrix ist die maximale Zahl
linear unabhéngiger Zeilenvektoren (bzw. Spaltenvektoren).

Es gilt: Zeilenrang = Spaltenrang

Man spricht daher nur vom Rang (abgekiirzt rg) einer Matrix.

Satz: Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W sei beziiglich fest gewahlter Basen in V' und
W durch die Matrix A dargestellt. Dann gilt  rg(¢) = rg(A) .

Elementare Umformungen

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Bestimmung des Ranges einer Matrix und zur Loésung
von linearen Gleichungssystemen sind die sogenannten elementaren Umformungen:

1) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten).
2) Multiplikation aller Elemente einer Zeile (Spalte) mit einem Element 0 # ¢ € K.

3) Addition einer mit 0 # ¢ € K multiplizierten Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile
(Spalte).
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Aquivalente Matrizen

Definition: Zwei mxn-Matrizen A, B heiflen dquivalent, i.Z. A ~ B, wenn sie durch
endlich viele elementare Umformungen auseinander hervorgehen.

Bemerkung: Durch A ~ B ist auf K™" eine Aquivalenzrelation erklirt.
Satz: Aquivalente Matrizen besitzen den gleichen Rang.

Satz: Jede mxn-Matrix A mit rg(A) = r ist dquivalent zu der Matrix

I’f’ O'r,n—r
Om—r,r Om—’r,n—r '
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Determinanten

6.1 Laplace-Entwicklung

Wir definieren die Determinante rekursiv:

Fiir A = (ay;) € K" setzen wir det A := ay;.

Wir nehmen an, wir hitten bereits die Determinante fiir Matrizen aus K"~ 1"~ definiert.
Fir A = (ay) € K™ und ¢, k € {1,...,n} bezeichne A;; diejenige Untermatrix von A,
die durch Streichung der i-ten Zeile und k-ten Spalte aus A hervorgeht, d.h.

ai; 0 Q11 alk+1 " Qin
A, = Q;—11 - Ai—1k—1 Qi—1k+1 " Gi—1n | .
ik -— )
Qi+11 0 Ai41k—1 Qi1 k+1 00 Gitin
an1 e Qp k-1 Qn, k41 e Qpn

A wird auch das algebraische Komplement von a;, genannt. Dann gilt fiir alle 7, k =
1,...,n

(—1)"*ay det Ay (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

(—1)"*a, det Ay (Entwicklung nach der k-ten Spalte).

1+ 114:

=1

Dieser gemeinsame Wert wird die Determinante von A genannt und mit det A oder |A|
bezeichnet. Man nennt (—1)"* det A;;, die Adjunkte von a.
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Insbesondere gilt:

11 a2
det =
Q21 Q22

a1
det a921

a3

Sarrussche Regel:

a2 Aais

Ag22 A3

az2 as3
a1 Q12
a1 22
a31 a32

a11a22 — A12G21 ,

11022033 + (12023031 + 13021032

—Q13022031 — (11023432 — A12A21033

/! / /
13 : a1 a12

X /!
@23 : 21 a2

X N
a33 3 a31 asz

N \ \

66
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6.2 Eigenschaften der Determinante
Satz: Fiir alle A, B € K™" gilt

a) det AT =det A,
b) det(AB) =det A-det B .

Bemerkung: Die Aussage a) erlaubt es, jede Aussage iiber Determinanten, die sich auf
die Zeilen bezieht, als analoge Aussage auch fiir die Spalten zu formulieren.

Rechenregeln fiir Determinanten: Es seien A € K™" und ¢ € K.

1) Vertauscht man in A zwei Zeilen (Spalten), so dndert die Determinante ihr Vorzei-
chen.

2) Folg. aus (1): Sind in A zwei Zeilen (Spalten) gleich, so gilt det A = 0.

3) Multipliziert man alle Elemente einer Zeile (Spalte) von A mit ¢, so wird die Deter-
minante mit ¢ multipliziert.

4) Folg. aus (3): det(cA) = ¢ det A.

5) LaBt sich die i-te Zeile von A darstellen als ay = by + ¢ mit by, ¢ € K,
k=1,...,n,so gilt

a1 Q12 s Q1n @11 QA2 -+ Aip aix Q2 -+ Aip
bii +ci1 bio+ca 1 b tcin| T | bi2 D b | Tlea D G|
an1 (07%)) e Ann Ap1 Ap2 - Ann ap1 Ap2 - Ann

6) Folg. aus (3) und (5): Addiert man zu einer Zeile (Spalte) von A ein Vielfaches einer
anderen Zeile (Spalte), so dndert die Determinante ihren Wert nicht.
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Satz: Ist A € K™", so 148t sich A durch die elementaren Umformungen

a) Zeilen- und Spaltenvertauschungen,

b) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

auf die Gestalt bringen

bip - bin
0 by :
B — )
0o --- 0 b,

Es gilt dann
det A = (—1)pdetB = (_1)}7 bll . b22 ot bnn;

wobei p die Anzahl der bei der Umformung vorgenommenen Zeilen- und Spaltenvertau-
schungen ist.

Satz: Ist A € K™", so gilt det A # 0 genau dann, wenn A den Rang n besitzt.

Definition: Eine Matrix A heifit regulér (oder auch nichtsinguldr), falls det A # 0 ,
und singulér, falls det A =0 ist.
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Lineare GGleichungssysteme

7.1 Definitionen

Es sei K ein Korper (hier K = R).
Ein Gleichungssystem der Gestalt

a11T1 + 199 +

2121 + 29T 9 +

Am1T1 + Qpala +

oo ATy

et a9,

et amnTy,

in dem die Koeffizienten a;; und by gegebene Elemente von K sind, nennt man ein lineares
Gleichungssystem (LGS) iiber K. Die Aufgabe, ein solches System zu l6sen, besteht

darin, fiir die zunédchst unbekannten Groflen xq, ..

.,xn, Werte in K zu finden, die die

Gleichungen des Systems erfiillen. Im Zusammenhang mit dieser Aufgabe ergeben sich
folgende Fragestellungen, die anschlieBend behandelt werden sollen:

a) Eristenzproblem: Unter welchen Bedingungen besitzt ein lineares Gleichungssystem
iiberhaupt Losungen? Gesucht sind Losbarkeitskriterien.

b) Allgemeine Lisung, Eindeutigkeit: Das lineare Gleichungssystem besitze mindestens
eine Losung. Welche Struktur besitzt dann die Menge aller Losungen des Systems?
Unter welchen Bedingungen besitzt das System nur genau eine Lésung?

¢) Ldsungsverfahren: Wie kann man die Losungen eines gegebenen linearen Gleichungs-

systems praktisch berechnen?
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In Matrixnotation®:

11 Q12 T A1n
. Q21  A22 Tt A2n, . . .
Seien A = , , ) , die Koeffizientenmatrix,
Am1  Am2 e Amn
bl T
b | . , T2 3
b= ) die rechte Seite und z = ) der Losungsvektor,
b, Tn

dann 1aBt sich das LGS schreiben in der Form

A-x=0b
Definition: Die Matrix
11 Q12 Q1n | by
Q21 A22 Q2n ’ by
(A, b) — | )
Ami Qo . Qmn | Om

die man durch Hinzufiigen der rechten Seite erhilt, heifit die erweiterte Matrix des LGS;

L(A,b) :={z € K"|A-x = b} heiit die Lésungsmenge von (x).
Ist L(A,b) # @, so heifit (x) 16sbar, andernfalls nicht 16sbar.

Ist b= o0, so heifit das LGS homogen, andernfalls inhomogen.

!Die Komponenten von Vektoren werden wir fortan mit kleinen lateinischen Buchstaben notieren.
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7.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren

Wir betrachten zunéchst den Sonderfall, in dem die Koeffizientenmatrix A € K™" regular
und eine obere Dreiecksmatrix ist. Das LGS (x) lautet dann

a11T1 + a9+ Ce + A1y = bl
Ap—1,n—-1Tn—1 + Ap—1,nTn = bn—l
AppTn = bn

Nach Voraussetzung ist
detA:an-agg-...~ann7EO, d.h. a“;éO,zzl,n

Die Komponenten des Losungsvektors x lassen sich durch Riickwértseinsetzen berech-
nen:

bn

Tn = )
Apn

1
Tp—1 = (bn—l - an—l,nl’n) 5

Ap—1n—1
1 n

zi = —(bi— Z @ikTk)
Qi -

Im Fall, dal A eine reguldre untere Dreiecksmatrix ist, das LGS (x) also die folgen-
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de Gestalt besitzt

a1 = b
a21T1 + Q22T2 = by
Ap1 X1 + UpaTo + ... + Qppty, = b,

bestimmt man die Komponenten des Losungsvektors entsprechend durch Vorwértseinset-
zen.

Sei nun A € K™" beliebig gewihlt. Ziel des GauB-Algorithmus ist die systematische
Elimination der Variablen xy,...,x, . Das LGS (x) wird dabei in ein LGS mit einer obe-
ren Dreiecksmatrix als Koeffizientenmatrix umgeformt. Grundlage ist der Sachverhalt, dafl
sich die Losungsmenge eines LGS nicht dndert, wenn elementare Zeilenumformungen (s.
§ 3.4) vorgenommen werden. Zusétzlich kénnen gegebenenfalls noch Spaltenvertauschun-
gen erforderlich sein; diese entsprechen allerdings einer Umnumerierung der Komponenten
des Losungsvektors! Die Elimination wird an der erweiterten Matrix (AM) (1)) = (A, b)
vorgenomimen.

1. Schritt: Wir nehmen an, daf§ agll) # 0. Das ist keine Einschrénkung: L&t sich im Fall
aﬁ) = 0 in der ersten Spalte von A ein nichtverschwindender Koeffizient a,gll) finden,
so wird die k-te mit der ersten Zeile vertauscht und die Zeilen neu numeriert. Andern-

falls werden noch Spalten vertauscht (mit entsprechender Umnumerierung der Variablen).

(1)
Nun wird die erste Zeile von (A®M, b)) mit (—25) multipliziert und die resultierende
@11

Zeile zur i-ten Zeile von (A®M v(M)) addiert, i = 2,...,m . Das Ergebnis ist das LGS

1 1 1 1
agl) a§2) T agn) | bg )
2 2 2

0 a¥) o ay) | b

(A, b(2)) —

0 a2 o dl | P
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2. Schritt: Die erste Zeile von (A®, 5?) bleibt unverindert. Ohne Einschrinkung kénnen
wir annehmen, dafl a%) # 0. Andernfalls wird, falls es ein a,(é) #0,k=3,...,m, gibt,
die zweite mit der k-ten Zeile vertauscht. Gegebenenfalls sind vorher noch Spalten zu
vertauschen. Nun wird die Variable x5 aus der dritten bis m-ten Gleichung eliminiert.

)
Dazu wird die 2. Zeile von (A®, @) mit (—“2;) multipliziert und zur i-ten Zeile addiert.
@22

Das resultierende LGS (A®), b)) lautet dann

@ 1) (1) | bgl)

ay; Qg Qg3 A1y

2 2 2 2
0 af) afy Al | b
R IR
0 0 a0 Gl ] b

j-ter Schritt: Unter der Vorraussetzung a%) # 0 werden die Koeffizienten von (AU+Y) pl+1)
geméf} der folgenden Vorschrift gebildet
. NON
T T
77

| i=j+1,...,m
pFD ) _ 97 G)

i HORs/ )
17
Die ersten j Zeilen von (AU+Y pU+D) stimmen mit denjenigen von (AU), b)) iiberein.
Die restlichen Koeffizienten von AU+ yerschwinden.
Der Koeffizient a%) wird auch als j-tes Pivotelement bezeichnet.
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Nach r Schritten erhélt man ein LGS mit der folgenden erweiterten Matrix, welches die
gleiche Losungsmenge wie das Ausgangssystem A-x = b besitzt:

1 1 1
afy e ay | obY
2 2 2
0 afy ceal by
|
0O --- 0 ag«) . axl) | bq(f) . (k)
0 0 | b
|
0 0o | o

Dann gilt:

1) Die Matrix A hat den Rang r oder r + 1.

2) Ist einer der bgr) £0,i=r+1,...,m,so besitzt A-x =0b keine Losung.
Unter der Vorraussetzung blm =0,i=r+1,...,m gilt:

3) Ist r = n , so hat das LGS (*x) eine obere Dreiecksmatrix als Koeffizientenmatrix.
Da agz) #0,1=1,...,r , besitzt A-x = b eine eindeutig bestimmte Losung.

4) Ist r < n , dann gibt es unendlich viele Losungen. Man wihlt die n — r Unbe-

kannten x,.; = A\,1; € K beliebig, : = 1,...,n —r , und erhélt dann fiir x; durch
Riickwértseinsetzen
o (1 3 o S0 )
k=i+1 k=r+1

i=mrr—1,...,1 (vgl. §7.3.2). Fiir eine spezielle Wahl der Parameter A, 1,..., A,
spricht man von einer speziellen Lésung.

Zu beachten ist, dafl im Fall, dafl Spaltenvertauschungen vorgenommen wurden, die erhal-
tenen Komponenten des Losungsvektors wieder in die urspriingliche Reihenfolge gebracht
werden miissen!
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7.3 Losbarkeit und Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems

Wir betrachten das LGS A-z = b mit A € K™",b e K™ . Es sei r = rg(A). Zunéchst
behandeln wir den homogenen Fall.

7.3.1 Das homogene lineare Gleichungssystem

Satz: Die Losungsmenge L(A, o) bildet einen Vektorraum iiber K der Dimension n —r .
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7.3.2 Das inhomogene lineare Gleichungssystem

Den Ausfithrungen zum Gauf-Algorithmus kénnen wir unmittelbar entnehmen, daf§ A-x =
b genau dann losbar ist, wenn der Rang von A mit dem Rang der erweiterten Matrix iiber-
einstimmt.

Satz: Es sei z* € L(A,b). Dann lasst sich jede Losung = € L(A,b) darstellen als
="+ 20 mit 20 € L(A,o0).

Damit 148t sich die allgemeine Losung von A - x = b darstellen als
=z 4+ Mz + Xz@ + .+ N2 mit Ay, N, €K

wobei die Vektoren {z(1), 2 ... ("=} eine Basis von L(A, o) bilden.
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Im Sonderfall m = n gilt fiir das LGS A-x =b:

1) Fallsdet A=10:

a) A -z = o besitzt nichttriviale Losungen, d.h. z # o .

b) A-x = b ist nicht fiir jedes b € K™ losbar; existiert eine Losung, so ist sie
mehrdeutig.

2) Falls det A # 0, so besitzt A -z = b fiir jedes b € K™ eine eindeutig bestimmte
Losung x ; fiir diese gilt

ap o @ig-1 b aigp o an
Qg1+ A2k—1 by a2 k41 Q2n,
T = . A L k=1,...,n.

Ap1  *°° Gpk—1 bn Qpk+1 °° Qnpn

(Cramersche Regel)
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Beweis der Cramerschen Regel:

aip -0 Alk-1 bi aigy1 0 Qg

Qg1 - A2k—1 by agk+1 - Q2

Qp1 * OQpk—1 bn Qpk+1 **° Aun
n

Qi ccc Qg1 Yy QT Gigr1 o Gip
n

Gg1 vvc Aak1 Yg_y 2T Aokl ccc Gon
n

Qp1 *+ Qn k-1 Zj:l Apjlj QApk+1 *°°  App

T *Th—1 “Lh+1 Ty,

S e S} S

ai; -0 Arkg-1 Q1gTk Alk+1 c 0 Qin

Qg1 -+ Q2k—1 Q2kTk Q2k+1 - Q2p

Qp1 *+ OQpk—1 QpkTlk Apk+1 " Qnn

= x;, detA

Regel 3)

Mittels Division durch detA folgt die Behauptung.
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7.4 Die inverse Matrix

Ist A eine regulire nxn-Matrix, so existiert eine Matrix A~! mit der Eigenschaft A-A~! =
A71. A = I. Sie ist eindeutig bestimmt und wird die inverse Matrix zu A genannt.
Damit bildet die Menge der regulédren Matrizen in K™" bzgl. der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe.

Die k-te Spalte von A~! erhilt man als Losung des LGS A -z = e® | wobei e® den
k-ten Einheitsvektor des R™ bezeichnet.

Satz: Fiir regulare Matrizen A, B € K™" gilt

a) (A-B)"'=B"1t. A7
b) (A™HT = (AT)™,
c) det(A™1) :

~ detA -

Die Losung von A -2 = b kann dann auch in der Form x = A~!-b dargestellt werden.
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7.5 Uberbestimmte Systeme (*)

Lineare Gleichungssysteme mit mehr Gleichungen als Unbekannten besitzen im allgemei-
nen keine Losung.
Essei A € R™" b€ R™ mit m >n und rg(A) =n . Wir multiplizieren die Gleichung

Az =10
von links mit der Matrix AT. Dies liefert das LGS
(AT A)e = AT

mit der symmetrischen Matrix ATA € R™". Die Losung dieses LGS besitzt die Eigen-
schaft, daf} sie die Fehlerquadratsumme ||b — Az||> minimiert. Sie wird als Kleinste-
Quadrate-Losung (least-squares solution) des Ausgangssystems bezeichnet.



Kapitel 8

Eigenwerte

Definition: Es sei ¢ eine lineare Abbildung des K-Vektorraumes V in sich selbst. Ein
Element A € K heifit Eigenwert von ¢, wenn es einen Vektor a € V, a # o, mit p(a) = \a
gibt. Der Vektor a heifit dann zum Eigenwert A gehoriger Eigenvektor (a # 0); die Menge

Ey:={veV|pw) =}

heifit Eigenraum zum Eigenwert .

Bemerkungen:

1) E) ist ein Untervektorraum von V. Die Eigenvektoren zu ¢ sind genau die vom
Nullvektor verschiedenen Vektoren in FE)y.

2) Es gilt: E\ = ke(p — Aidy) .

Satz: Sind a™,i = 1,...,m, die zu paarweise verschiedenen Eigenwerten \q, ..., A, von
¢ gehorige Eigenvektoren, so sind aV), ..., a™ linear unabhingig.
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Es sei V' nun ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K = R (oder K = C).

Satz: Die lineare Abbildung ¢ : V' — V werde bei fest gewihlter Basis von V' durch
die Matrix A dargestellt. Dann ist A € K genau dann ein FEigenwert von ¢, wenn gilt

det(A — M) =0.

Definition: Das Polynom p4(\) := det(A — AI)

aj; — A Q12 ce Q1n
a1 agy — A ce Q2p,
(07951 An2 e Apn — )\

heifit das charakteristische Polynom der Matrix A.
Definition: spur A := a;; + ass + ... + a,, heifit Spur von A.
Lemma: Es sei A € K™". Dann gilt

pa(N) = A F e N L e d o

mit ¢, = (=1)", ¢,o1 = (=1)""'spur A und ¢ = det A.

Bemerkungen:

1) Geht man zu einer anderen Basis von V iiber, so erhélt man i.a. auch eine ande-
re Darstellungsmatrix. Das charakteristische Polynom bleibt allerdings davon un-
beriihrt. Es ist daher sinnvoll, vom Figenwert einer Matrixz zu sprechen.

2) Das charakteristische Polynom braucht im Fall K = R iiberhaupt keine Nullstel-
len in K besitzen, oder die Anzahl der Nullstellen kann geringer als der Grad des
Polynoms sein. Im Fall K = C liegen sédmtliche Nullstellen von p4 in K.
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Um die Eigenwerte und -vektoren einer Matrix A iiber K = R (oder K = C) zu berechnen,
kann wie folgt vorgegangen werden:

1) Bestimme alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms p, in K. Dies sind die
Eigenwerte von A in K.

2) Ermittle zu jedem Eigenwert A alle nichttrivialen Losungen des LGS (A— M)z = o.
Diese sind die Eigenvektoren zum Eigenwert \.
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Definition: Die Vielfachheit der Nullstelle A von p, heifit algebraische Vielfachheit
von A, wihrend dim F) die geometrische Vielfachheit genannt wird.

Bemerkung: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist stets kleiner oder gleich
seiner algebraischen.

Satz: Die Eigenwerte einer symmetrischen reellen Matrix sind reell, fiir jeden Eigenwert
ist seine algebraische Vielfachheit gleich seiner geometrischen und die zu verschiedenen
Eigenwerten gehorigen Eigenvektoren sind zueinander orthogonal.
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Satz (Gersgorin) (*): Jeder Eigenwert der Matrix A € K™" liegt in einer der n Kreis-
scheiben

{ZEC‘|Z—CL¢¢| <}
mit
n
T ::Zla“‘f‘ , 1=1,...,n.
k=1
i
Das gleiche gilt auch fiir die Kreisradien
n
TTZ:Z|CL]“‘ s Z:L,n
k=1
ki

anstelle der r; .



Kapitel 9

Graphen (*)

9.1 Grundbegriffe

Gerichteter Graph

Definition: Ein gerichteter Graph G = (V, F) ist eine Struktur, die aus einer Menge
V und einer Relation £ C V x V iiber dieser Menge V besteht. Die Elemente v der
Menge V' werden Knoten (engl. vertices) genannt, die Elemente e = (u,v) der Menge
E sind die Kanten (engl. edges) des Graphen. Die Kante e verbindet die Knoten u und
v; u heifit deshalb auch Anfangsknoten und v Endknoten von e. Zwei Knoten, die in
einem Graphen durch eine Kante verbunden sind, heiflen adjazent. Eine Schlinge ist
eine Kante, fiir die Anfangs- und Endknoten identisch sind.

Wir werden uns hier beschrinken auf Graphen,

- mit der Eigenschaft, dafl es zu zwei Knoten u, v € V hochstens eine Kante (u,v) € F
gibt,

- deren Knotenmenge endlich ist.

Wird im Folgenden das Wort 'Graph’ verwendet, so ist es, falls nicht anders gesagt ist,
stets in diesem Sinne zu verstehen.

Graphen werden gewohnlich mit Hilfe geometrischer Diagramme dargestellt. Dabei wird
fir jeden Knoten u € V' ein Punkt P, gezeichnet. Eine Kante e = (u, v) wird durch einen
Pfeil veranschaulicht, der von Punkt P, zu Punkt P, fiihrt.
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Definition: Ein Graph G = (V, E) heifit vollstindig, wenn fiir jedes Paar (u,v) € VxV
eine Kante in G existiert, die u mit v verbindet. Der vollstdndige Graph mit n Knoten
wird mit K,, bezeichnet.

Ungerichteter Graph

Besitzt die Kantenmenge FE eines Graphen G = (V) E) die Eigenschaft, als Relation
E C V x V betrachtet, symmetrisch zu sein, mit jedem (u,v) € F also auch (v,u) € E zu
enthalten, dann sprechen wir von einem ungerichtetem Graphen. In der Diagramm-
darstellung wird das deutlich gemacht, indem anstelle der zwei Pfeile von v nach v bzw.
von v nach u eine einzige ungerichtete Verbindungslinie gezeichnet wird. Die Kanten eines
ungerichteten Graphen kénnen als zweielementige Knotenmenge geschrieben werden, also
beispielsweise {u,v} € E. Bei ungerichteten Graphen sind Schlingen nicht zugelassen.
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Bipartiter Graph

Definition: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit bipartite, wenn sich V' in zwei
disjunkte Mengen V; und V5 so zerlegen 148t, dafl jede Kante in G einen Knoten von V;
mit einem Knoten von V5 verbindet; G heifit vollstindig bipartite, wenn jeder Knoten
aus V) mit jedem Knoten aus V5 verbunden ist. Besteht V; aus n Knoten und V5 aus m
Knoten, dann wird G mit K, ,, bezeichnet.
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Untergraphen

Definition: Es sei G = (V, F) ein Graph.
H = (Vy, Ey) heifit Unter- oder Teilgraph von G, falls Vg C V und Ey C F gilt.
Ist V! C V, dann heit der Graph G[V'] = (V', E’) mit

E' = {(u,v)|u,v € V' und (u,v) € E}

der durch V' induzierte Teilgraph von G.
Fir G[V ~{v}] bzw. fiir den Graphen (V, Ex{e}) wird oft auch G~ {v} bzw. G~ {e}
geschrieben oder noch kiirzer G \ v bzw. G\ e .
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Knotengrad

Definition: Sei G = (V, F) ein Graph und v ein Knoten von G. Der Ausgrad outdeg(v)
von v ist die Zahl der Kanten, die v als Anfangsknoten besitzen, der Ingrad indeg(v) von
v ist die Zahl der Kanten, die in v enden. Ist G ein ungerichteter Graph, dann stimmen
Ingrad und Ausgrad von v iiberein und es wird kurz von Grad deg(v) gesprochen.

Satz:

a) Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Dann gilt

Vi IV

Zindeg(vi) = Zoutdeg(vi) =|E|.

1=1 i=1

b) Ist G ungerichtet, dann gilt das Handschlaglemma

V]

S deglv) =2 ||
=1

Folgerung: In einem ungerichteten Graphen ist die Zahl der Knoten mit ungeraden Grad
gerade.
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9.2 Wege

Definition: Sei G = (V, E) ein Graph und w,v € V. Ein Weg von u nach v ist eine
Folge jeweils adjazenter Knoten vg, vy, ...,v mit u = vy und v = v; ( I = 0 ist dabei
auch erlaubt und liefert den trivialen Weg, der nur aus dem Knoten u besteht). Die Linge
dieses Weges ist [, u und v sind seine Endknoten.

Ein Weg heifit geschlossen, falls seine Endknoten gleich sind.

Zusammenhang

Definition: Zwei Knoten u und v eines ungerichteten Graphen G = (V, E) heiflen zu-
sammenhingend, wenn es in G einen Weg von u nach v gibt.

Die Eigenschaft des Zusammenhangs definiert eine Relation auf der Knotenmenge ei-
nes ungerichteten Graphen, die als Zusammenhangsrelation bezeichnet wird und die
eine Aquivalenzrelation bildet.

Definition: Der (ungerichtete) Graph G heifit zusammenhingend, wenn die Zusam-
menhangsrelation lediglich eine Aquivalenzklasse besitzt, wenn es also zu jedem Paar
seiner Knoten einen Weg in G gibt, der diese beiden Knoten miteinander verbindet.

Die Aquivalenzklassen der Zusammenhangsrelation heifien Zusammenhangskompo-
nenten von G.

Eine Zusammenhangskomponente von G ist also ein Untergraph H mit den folgenden
Eigenschaften: H ist zusammenhéngend und es gibt keinen zusammenhéngenden Unter-
graphen von GG, der H echt umfafit, also mehr Knoten oder mehr Kanten als H enthélt.
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9.3 Darstellung von Graphen durch Matrizen

Die Eigenschaft der Graphen, Informationen und Sachverhalte visuell darstellen zu kénnen,
hat sie zu einem universellen Beschreibungswerkzeug in den verschiedensten Anwendungs-
gebieten werden lassen. Um die mit Hilfe von Graphen beschriebenen, mitunter sehr
komplexen Informationen und Sachverhalte auch einer Bearbeitung durch den Compu-
ter zugénglich machen zu kénnen, bedarf es einer Représentation der Graphen - einer so
genannten Datenstruktur -, die die einfache und effiziente Speicherung und Manipulation
von Graphen im Computer erlaubt. Aus vielerlei Griinden hat sich dazu die Matrixdar-
stellung als besonders geeignet erwiesen.

Definition: Sei G = (V, E) ein (gerichteter) Graph mit der Knotenmenge V' = {vy, ..., v,}.
Die nxn-Matrix Ag = (aik)i k=1, n Mmit

S 1, falls (v, o) € E
k=1 0 sonst

heifit Adjazenzmatriz von G.
Ist G ungerichtet, so ist Az symmetrisch.
Besitzt ein ungerichteter Graph mit n Knoten k£ Zusammenhangskomponenten G; , ¢ =

1,...,k , mit jeweils n; Knoten, Zle n; = n , dann besitzt Ag auf der Hauptdiagonalen
k Blocke Ag, der GroBle n; x n;; die iibrigen Koeffizienten von Ag verschwinden.
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Satz: Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit den Knoten vy, ..., v, und Ag seine
Adjazenzmatrix. Fiir jedes k € N gibt der Koeffizient b, ,7,s = 1,...,n , der k-ten Potenz
von Aq

die Zahl der Wege der Lénge k£ in GG an, die von v, nach v, fiihren.
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9.4 Isomorphie auf Graphen

Sowohl bei der geometrischen Darstellung von Graphen durch Diagramme als bei ihrer
Repréasentation durch Adjazenzmatrizen hatten wir beobachten kénnen, dass die Art der
Zuordnung von Nummern zu den Knoten des Graphen von ganz erheblichen Einfluss
war. So ergab eine gednderte Zuordnung der Knoten des Graphen zu den geometrischen
Punkten im allgemeinen ein vollig verdndertes Diagramm des Graphen; eine verdnder-
te Numnerierung der Knoten fiihrte zu einer andersgestaltigen Adjazenzmatrix, obwohl
sich an der Struktur des Graphen eigentlich nichts geédndert hatte. Dieses merkwiirdige
Phéanomen aufzuklaren, hilft das Konzept der Graphenisomorphie.

Definition: Zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V', E’) heiBen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : V' — V' gibt, so dass (¢(u),¢(v)) € E' genau dann, wenn
(u,v) € E. Die Abbildung ¢ heift Graphenisomorphismus.

Ist H = (Vig, Ey) ein Untergraph von G, so schreiben wir auch kurz ¢(H) fiir den durch
¢(Vy) induzierten Teilgraphen von G'.

Satz: Sei ¢ ein Graphenisomorphismus von G = (V, E) nach G' = (V', E').

a) Ist H ein Untergraph von G, dann besitzt ¢(H) gleiche Knoten- und Kantenzahl.
b) Ist G ungerichtet, so ist auch G’ ungerichtet.

¢) Ist v ein Knoten von G mit dem Ingrad/Ausgrad/Grad d, dann hat sein Bildknoten
¢(v) den gleichen Ingrad/Ausgrad/Grad d.

d) Die Abbildung ¢ iiberfiihrt Wege von G in Wege von G’ gleicher Linge.

e) Ist Z eine Zusammenhangskomponente von G, dann ist ¢(Z) eine Zusammenhangs-
komponente von G’ gleicher Grofe.

Satz: Die Graphenisomorphie definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Gra-
phen.
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9.5 Baiume

In diesem Abschnitt werden nur ungerichtete Graphen betrachtet.
Definition: Es sei GG ein Graph.

a) Ein Kreis in G ist ein geschlossener Weg in G' {vg,v1,...,u} (vy = vg) mit der
Eigenschaft, daf alle Kanten {vy,vx41}, £ =0,1,...,0 — 1, verschieden sind.

b) G heifit kreisfrei (oder Wald), wenn er keinen nichttrivialen Kreis enthalt.

¢) G heifit Baum, wenn er kreisfrei und zusammenhéngend ist.
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Blitter

Definition: Ein Knoten eines Baumes vom Grad 1 wird Blatt genannt; die Knoten
vom Grad grofler als 1 heiflen innere Knoten.

Satz: Jeder Baum mit mindestens zwei Knoten besitzt wenigstens zwei Blétter.
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Satz: Fiir einen Baum 7" mit n Knoten gelten die folgenden Aussagen:

a) Je zwei Knoten von T sind durch genau einen Weg verbunden;
b) fiir jede Kante e von T ist T' \ e nicht zusammenhéngend;

¢) fiir je zwei nicht adjazente Knoten v, w von T enthalt TU{v,w} genau einen Kreis
(T'U {v,w} bezeichnet den Graphen, der aus 7' durch Zuftigen der Kante {v, w}
entsteht);

d) T hat genau n — 1 Kanten.
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Wurzelbidume

Definition: Ein Wurzelbaum ist ein Baum 7' = (V| E) zusammen mit einem ausge-
zeichneten Knoten r € V., der Wurzel von 7. Ein Knoten v € V heifit Nachfol-
ger von u € V, v # u, wenn es einen Weg von r nach v gibt, der u enthilt. Wenn
zusitzlich {u, v} € E, heiBt er unmittelbarer Nachfolger von u. Entsprechend heiit u
Vorgénger, beziehungsweise unmittelbarer Vorginger, von v.

Als Hohe h(v) eines Knotens v von T wird die Linge des (eindeutig existierenden) Weges
von 7 nach v bezeichnet. Alle Knoten der gleichen Hohe 7 von T bilden die Schicht i. Die
Hohe von T ist

h(T) := maxh(v) .

veV

Ein Wurzelbaum kann repréisentiert werden durch ein Array der Léange n, der sog. Vorgéinger-
liste, in der fiir jeden Knoten sein unmittelbarer Vorgénger abgelegt ist, bzw. fiir die
Wurzel sie selbst.

Bemerkungen:

a) Wenn deg(r) = 1 fiir die Wurzel r gilt, wird r trotzdem nicht als Blatt aufgefaft.
Ist hingegen deg(r) = 0, so wird r als Blatt gezéhlt.

b) Ein Wurzelbaum zeichnet sich durch folgende Eigenschaften aus:

- Jeder Knoten aufler der Wurzel hat genau einen unmittelbaren Vorgénger.

- Die Wurzel hat keinen unmittelbaren Vorgéanger.
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Binire Biaume

Definition: Ein Wurzelbaum heif3t binér, falls jeder Knoten héchstens zwei unmittelbare
Nachfolger hat.

Satz: Es sei T'= (V, E), mit |V| = n ein bindrer Wurzelbaum der Héhe h mit b Bldttern.
Dann gilt:

a) Die i-te Schicht enthélt hochstens 2° Knoten, i = 0,1,...,h .

b) Es gilt n < 2"*! — 1 und damit logon —1 < h .

c) Es bestehen die Ungleichungen b < 1(n — 1) + 1 und

b-log,b< > h(v).

v ist Blatt

Bemerkung: Die in der Teilaussage c) des Satzes rechts des Ungleichheitszeichens auf-
tretende Summe wird Blidtterh6hensumme genannt und mit H(7") bezeichnet.
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9.6 Planare Graphen

Um moglichst iibersichtliche Diagramme von Graphen zu erhalten, wird man oft versu-
chen, Schnittpunkte der Kanten soweit wie moglich zu vermeiden. Es stellt sich unmit-
telbar die Frage, welche Graphen sich zeichnen lassen, ohne daf sich die Kanten schneiden.

Definition: Ein ungerichteter Graph G = (V| E) heifit genau dann planar, wenn es
eine Darstellung von G in der Ebene gibt, in der sich keine zwei verschiedenen Kanten
kreuzen, sich diese also hochstens in einem gemeinsamen Endknoten beriihren. Eine sol-
che Darstellung heifit planare Finbettung und zerlegt die Ebene in zusammenhéngende
Gebiete, die Facetten genannt werden. Genau eines dieser Gebiete ist unbeschrénkt.

Satz (Eulersche Polyederformel): Es sei f die Anzahl der Facetten eines ebenen
Diagramms eines zusammenhéngenden planaren Graphen mit n Knoten und m Kanten.
Dann gilt

n+f=m+2.



