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Sequentielle Suche

Laufzeit (Worst-Case):

Operation T(n)
search O(n)
insert O(n) ™
remove *) O(n)
Aufbau einer Menge mit n Elementen | O(n?)
(d.h. n insert-Aufrufe)

n search-Aufrufe O(n?)

) bei einer Menge mit n Elementen.
™) Es muss gepriift werden, ob das

Element bereits vorkommt (search-Aufruf)
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Binare Suche

Laufzeit (Worst-Case):

Operation T(n)
search V) O(log n)
insert ) O(n)
remove 1) O(n)

Aufbau einer Menge mit n Elementen | O(n?) 2
(d.h. n insert-Aufrufe)

n search-Aufrufe 1) O(n log n)

1) Bei einer Menge mit n Elementen.

2 Alternativ lassen sich auch n Elemente unsortiert einfliigen und
dann mit einem schnellen Sortierverfahren sortieren.
Damit wirde man T(n) = O(n log n) erreichen.
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ldee der Hashverfahren

» Mit einer Hashfunktion h wird aus dem Schlissel k
eine Hashadresse h(k) (positive ganze Zahl) berechnet.

« Die Hashadresse gibt den Index in einem Feld an, wo der Datensatz

abgespeichert werden kann bzw. abgespeichert ist.
Das Feld wird auch Hashtabelle genannt.

tab[O]

Schltssel Hashfunktion g Hashadresse 8 | tab[1]
z.B. k=17 h z.B. h(k)=3 \

17 | tab[3]

11
Damit lassen sich die Dictionary-Operationen 20 | tab[6]
sehr einfach realisieren:
* search(k): return  tab[h(K)]; Hashtabelle tab
« insert(k, v): tab[h(K)] = v;
« remove(k): tab[h(k)] = ,empty*; Im ldealfall alle Operationen in O(1)!
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Hashfunktion (1)

Wichtige Anforderung an eine Hashfunktion
» Sollte einfach zu berechnen sein.

Gute Streuwirkung:
vorkommende Schlissel sollten sich mdglichst gut Gber die Tabelle verteilen.

Wichtige Hashfunktionen

Division-Rest-Methode:
h(k) = k mod m;
Hierbei ist m die Tabellengréf3e. m sollte mdglichst eine Primzahl sein.

Multiplikative Methode:

h(k) = | m(k¢* — [k¢*]) |
Dabei ist ¢t = (\/5_1)/2 ~0.6180339887 der Kehrwert des goldenen Schnitts.
| x] rundet auf die nachstkleinere ganze Zahl ab und m ist die Tabellengrof3e.

Beispielsweise bilden die Werte h(1), h(2), ..., h(10) fir m = 10 eine Permutation der
Zahlen 0,1, ..., 9 namlich: 6, 2, 8,4,0,7, 3,9, 5, 1.
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Hashfunktion (2)

Beispiel:
Flge die Zahlen
7,24,5,8
in eine Hashtabelle der Grél3e m =7 ein.
Benutze die Hashfunktion

h(k) = k mod m.
7 | tabl0]

8 | tab[1]
tab[2]

24 | tab[3]
tab[4]

5 | tab[5]
tab[6]
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Hashfunktion (3)

Wahl einer Hashfunktion bei String-Schllissel

Stellenwertmethode:
Fasse String als Zahl im Stellenwertsystem zur Basis b = 128 (Anzahl ASCII-Zeichen)
auf und rechne String in Dezimalzahl um. Wende dann die Divisionsrest-Methode an.
Beispiel:
h("TEST") = (ascii('T")*1283 + ascii('E")*1282 + ascii('S*) 128! + ascii('T")*128° ) mod m
= (84*128% +69*1282 + 83* 128! + 84* 128°) mod m ASCII-Wert von 'T
Um die Gefahr eines Uberlaufs bei langen Strings zu vermeiden, wende das Horner-
Schema an und ziehe die mod-Operation in die Klammern:
h("TEST") =[84*128% + 69*1282 + 83* 128 + 84* 128° ] mod m
=[((84*128 + 69)*128 + 83)*128 + 84 ] mod m
=[((84 mod m *128 + 69) mod m *128 + 83) mod m *128 + 84 ] mod m

C++-Funktion:

int h(const string& k, int m) {
int adr = O;
for (inti=0; i< k.size(); i++)
adr = (adr*128 + K]i]) % m,;
return adr,;

}
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Hashfunktion (4)

Adresskollision

Im allgemeinen ist eine Hashfunktion nicht injektiv.
D.h. unterschiedliche Schliissel kdnnen die gleiche Hashadresse haben.

Beispiel:
Mit h(k) = k mod m mit m = 7 gilt:
h(11) = h(25) = h(74) = 4.

Geburtstagsparadoxon

In einer Gruppe von 23 Personen ist es wahrscheinlich (namlich P = 0.51), dass 2
Personen am gleichen Tag Geburtstag haben.

Konsequenz: wirde man die Daten von 23 Personen in eine Tabelle der GroRe 365
mit einem Hashverfahren abbilden und als Hashfunktion

h(p) = Geburtstag der Person p auf {0, 1, 2, ..., 364} umgerechnet
wéhlen, dann wirde es wahrscheinlich eine Kollision geben.

Kollisionsbehandlung:
« Hashverfahren mit Verkettung
« Offene Hashverfahren
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Hashfunktion (5)

Aufgabe 1.1
Beurteilen Sie folgende Hashfunktionen:

a) Die Personaldaten einer Firma sollen in einer Hashtabelle abgespeichert werden.
Dazu soll die Personalnummer als Schliissel verwendet werden. Die letzte Stelle
der Personalnummer gibt das Geschlecht an: 0 = mannlich und 1 = weiblich.

Als Hashfunktion werde h = k mod m mit einer geraden Tabellengréf3e m gewabhlt.

b) Die Personalnummer wird nun 6-stellig gewahlt, wobei die vordersten 3 Stellen die
Abteilung codieren, in der die Person arbeitet. Als Hashfunktion werde h = k mod
m mit einer TabellengroRe m = 1000 gewabhilt.

c) Ein Telefonbuch mit etwa 100000 Eintragen soll als Hashtabelle realisiert werden.
Die Hashfunktion muss Familiennamen (Strings) in Hashadressen umrechnen.
Als Hashfunktion wird folgendes gewahlt:

h("zyz,...z,,") = [ ascii(zy) + ascii(z;) + ... + ascii(z,,_;) ] mod m,

wobei die Tabellengréf3e m irgendeine Zahl gré3er als 100000 ist.

Aufgabe 1.2
Geben sie eine geeignete Hashfunktion fir Kalenderdaten der Form tt.mm.jjjj an.
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Einschub: Vertellung der Primzahlen

Primzahlfunktion

n(n) = Anzahl der Primzahlen < n.

Primzahlsatz
n(n) ~ n/In(n)

Damit gilt fur die Primzahlhaufigkeit:
n(n)/n ~ 1/In(n)

Tabelle zeigt die tatsachliche und die geschatzte Primzahlhaufigkeit

n n(n)/n 1/In(n)
104 0.123 0.11
10° 0.096 0.087
106 0.078 0.072
107 0.066 0.062
108 0.058 0.054
10° 0.051 0.048
10100 ? 0.0043
10200 ? 0.0021

Im praktisch relevanten Bereich liegt
die Primzahlh&aufigkeit bei 5 bis 10%.
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Hashverfahren mit Verkettung (1)

ldee:

Der Hashtabellen-Eintrag tab[i] zeigt auf eine verkette Liste, die alle Datensatze mit
der gleichen Hashadresse i enthalten.

Beispiel

Fur m =7 mit h(k) = k mod m ergibt sich nach dem Einfligen von
12, 53, 5, 15, 2, 19, 43

folgende Hashtabelle:

tab[O]
[1]] —— 15| —— 43
2] ——f 2
[3]
[4]] ——»] 53
[5]] +—* 12| —* 5 19

[6]
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Hashverfahren mit Verkettung (2)

Algorithmen:
bool search (Key k)
{
suche in tab[ h(k) ] nach Schlissel k;
if (k gefunden)
return true;
else
return false;
}
bool insert (Key k) bool remove (Key k)
{ {
suche in tab[ h(k) ] nach Schltssel k; suche in tab[ h(k) ] nach Schltssel k;
if (k gefunden) if (k gefunden) {
Il Schlissel bereits vorhanden: entferne Knoten k aus Liste;
return false; return true;
else { }
flige k am Ende oder else
am Anfang der Liste an; return false;
return true; }
}
}
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Offene Hashverfahren (1)

ldee:
» Alle Datensatze werden in einem Feld (d.h. keine verkettete Listen) untergebracht.

« Falls beim Eintragen des Schlissels k die Adresse h(k) bereits belegt ist, wird
gemal einer Sondierungsfolge die erste freie (offene) Adresse gesucht und k
dort abgespeichert.

« Beim Suchen von k wird ebenfalls die Sondierungsfolge durchlaufen.
* In der engl. Literatur auch als open hashing bezeichnet.

Allgemeine Sondierungsfolge
h(k) + s(j,k) mod m mitj=0,1, ..., m-1

Beispiel flr eine Sondierungsfolge
s(.k) =]

Damit ergibt sich die Sondierungsfolge:
h(k) + 0 = h(k)
h(k) + 1 mod m
h(k) + 2 mod m
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Offene Hashverfahren (2)

Beispiel
Far m =7 mit

h(k) = k mod m und
der Sondierungsfolge

s(1:k) =]

ergibt sich nach dem Einfligen von

12, 53, 4, 10, 18

folgende Hashtabelle:

12,53 und 4
eingeflgt: tab[0]

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]

10 und 18

eingefugt: tab[0]

53

«— 4

12

Sondierungs-

folge flr 4

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]

18

10

53

12

18
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Offene Hashverfahren (3)

Algorithmus zum Suchen:

bool search (Key k, Value& v)
{
int ] =0;
do {
adr = (h(k) + s(j,k)) % m;
J+
} while (tab[adr].key != "leer” && tab[adr].key != Kk);

if (tab[adr].key = "leer”) {
v = tab[adr].value;
return true;

}

else
return false;
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Offene Hashverfahren (4)

Algorithmus zum Ldschen:

bool remove (Key k) Wichtig:
{ . Eine Hashadresse hat 3 Zustande:
Int) = 0; :
do { » Eintrag vorhanden
adr = (h(k) + s(j,k)) % m; « Eintrag gel6scht
J* « Eintrag leer
1 =" (/] - .
} while (tab[adr].key = "leer” && tgb[adr].key != Kk); Zu Beginn sind alle Eintrage leer.
if (tab[adr].key !="leer") { Grund:
ig?&?:?ﬂfgy S CRla mbschen kdnnen Licken
) ’ entstehen, die bei einer
e spateren Suchoperation
s el Ubersprungen werden missen.
}
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Offene Hashverfahren (5)

Algorithmus zum Einflgen:

bool insert (Key k, Value v)

{

if (search(k)) // k ist bereits vorhanden
return false;

intj =0;
do {
adr = (h(k) + s(j,k)) % m;

Es werden zuerst wieder
die Licken gefullt

J++;
} while (tab[adr].key = "leer” || tab[adr].key != "geldscht");
tab[adr].key = k;

tab[adr].value = v;
return true;

Wichtig:
Um Endlosschleifen bei stark geftillten Tabellen zu vermeiden,
sind die Langen der Sondierungsfolgen zu beschranken.
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Sondierungsarten (1)

Lineares Sondieren (linear probing)

s(.k) =]
Damit ergibt sich die Sondierungsfolge:
h(k)

h(k) + 1 mod m
h(k) + 2 mod m

Lineares Sondieren tendiert aufgrund von Sekundarkollisionen (zwei
Sondierungsfolgen tberschneiden sich) zu Clusterbildung:
Grol3e belegte Cluster haben eine starkere Tendenz zu wachsen als kleinere.

<+«—— Flge k ein

>
belegt/ > —>
k
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Sondierungsarten (2)

Quadratisches Sondieren (quadratic probing)

s(j,k) = J?
Damit ergibt sich die Sondierungsfolge:
h(k)

h(k) + 1 mod m
h(k) + 4 mod m
h(k) + 9 mod m

Quadratisches Sondieren streut wesentlich besser als lineares Sondieren.,

Achtung:

* es gibt keine Garantie daftir, dal} sich bei einer gentigend gefillten Tabelle immer ein
freier Platz findet.

« wenn die TabellengroRe eine Primzahl ist, dann findet sich in einer weniger als
halbvollen Tabelle immer ein Platz.
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Sondierungsarten (3)

Problem:

Es wird mit einer quadratischen Sondierungsfolge im allgemeinen nicht
jede Adresse erreicht.

Beispiel:

Fur m = 8 ergibt sich mit h(k) = 0 folgende Sondierungsfolge:
0, O+1modm=1,
0+4modm=4, O+9modm=1,

O+ 16 mod m=0, O+ 25 mod m =1,

Eigenschaften:

 Wenn m eine Primzahl ist, dann wird mit jeder Sondierungsfolge wenigstens
die Halfte aller Eintrage erreicht.

* Ist m eine Primzahl der Form 4i + 3 und wird die alternierende Sondierungsfolge
s(j,k) = [i/217(-1)
gewahlt, dann werden alle Eintrdge erreicht.
Die Sondierungsfolge lautet konkret:

h(k), h(k) + 1, h(k) =1, h(k) + 4, h(k)—4, ...
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Sondierungsarten (4)

Double Hashing
s(,k) =] * h'(k)
Dabei ist h* eine weitere Hashfunktion.
Damit ergibt sich folgende Sondierungsfolge:
h(k)
h(k) + h*(k) mod m
h(k) + 2*h‘(k) mod m
h(k) + 3*h'(k) mod m

Die beiden Hashfunktionen sollten moéglichst unabhangig sein.
Eine gute Wahl ist:

h(k) =kmodm und
h'(k) = (k+1) mod (m-2).

AulBerdem ist es wichtig, dass die Tabellengré3e m eine Primzahl ist.

Nur dann erreicht jede Sondierungsfolge alle Eintrage.
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Sondierungsarten (5)

Aufgabe 1.3

Flhren Sie mit offenem Hashing und quadratischem Sondieren mit der
Sondierungsfolge s(j,k) = j?fir eine Tabelle der GréRe m = 7 folgende Operationen
durch:

einfligen von 3, 4, 10;
|6schen von 4;
suchen von 10 und 25
einfligen von 17.

Fuhren Sie mit der alternierenden Sondierungsfolge s(j,k) = [j/2]?(-1) folgende
Operationen durch:

« einfigenvon 3, 4, 10, 9.
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Analyse der Hashverfahren (1)

Analyse im schlechtesten Fall

Alle n Eintrage haben die gleiche Hashadresse.
Daher muss jede Operation eine Liste mit bis zu n Eintrdgen ablaufen.

Dies ist in der Praxis so unwahrscheinlich, dass hier die Analyse im mittleren Fall
wesentlich wichtiger ist.

Analyse im mittleren Fall
Wichtige Mal3zahlen:
C Anzahl der durchschnittlich betrachteten Eintrage bei erfolgreicher Suche.
C’ Anzahl der durchschnittlich betrachteten Eintrage bei nicht erfolgreicher Suche.
Es zeigt sich, dass C und C* nur abhangig sind vom Belegungsfaktor:
o = n/m; n = Anzahl der Eintrage und m = Tabellengrolie.
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Analyse der Hashverfahren (2)

C und C' fur verschiedene Hashverfahren

Verfahren C C
Hashverfahren a
mit Verkettung 1+3 a
Offenes Hashverfahren mit 1 1
linearem Sondieren E(1+ 1 ) “11+

2 1-a 2 (1- oc)2
Offenes Hashverfahren mit 1 o 1 1
quadratischem Sondieren 1+ In(—) - | o+ In(—)

l-a/ 2 —-a —-a

double hashing mit 1 1 1
unabhangigen h u. h’ a'”(m) 1- o

Die Angaben fir C und C* setzen eine ideale Hashfunktion voraus.
D.h. die Schlissel sind gleichmé&lRig Gber die Tabelle verstreut.

Die umfangreichen Herleitungen kénnen in [Ottmann u. Widmayer 2002]
nachgelesen werden.
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Analyse der Hashverfahren (3)

C und C’ fur konkrete Belegungsfaktoren:

a=05 o=2/3 a=0.8
Verfahren C C C C C C
Hashverfahren 1.25 0.5 1.33 0.66 1.4 0.8
mit Verkettung
Offenes Hashverfahren mit 1.5 2.5 2 5 3 13

linearem Sondieren

Offenes Hashverfahren mit 1.44 2.19 1.77 3.43 2.21 5.81
guadratischem Sondieren

double hashing mit 1.38 2 1.65 3 2.01 5
unabhéangigen h u. h’

Bei offenen Hashverfahren wird in der Praxis Ublicherweise ein Belegungsfaktor von
o< 2/3

angestrebt.
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Dynamische Hashverfahren (1)

Problem

Bei den bisher besprochenen Hashverfahren wird die TabellengrofRe m einmalig
festgelegt und die Hashfunktion damit parametrisiert.

Wird ein bestimmter Fullungsgrad tberschritten, dann kann das eingesetzte
Hashverfahren sehr langsam werden, so dass eine Umorganisation notwendig wird.

VergrdlRern der Tabelle mit sofortigem Umkopieren:

Falls beim Einfligen ein bestimmter Fillungsgrad tberschritten wird, werden folgende
Operationen durchgefthrt:

» Lege neue Tabelle tab’ mit einer in etwa doppelten Grél3e m* an;

« Kopiere alle Eintrage aus alter Tabelle tab in die neue Tabelle tab’;
(Dabei ist es ginstig, wenn Zeiger auf Datensatze eingesetzt werden. Dann
muissen namlich nur Zeiger und keine Datenséatze kopiert werden.)

» Das alte Feld tab wird geldscht und durch das neue ersetzt;

Problem:

Die insert-Operation, die zu einer Umorganisation der Hashtabelle flihrt, wird singular
sehr aufwendig. Wenn danach jedoch noch viele weitere insert-Operationen
durchgefihrt werden, wird der Aufwand jedoch amortisiert.

Problematisch kann der singuléar erh6hte Aufwand bei einem interaktiven System sein.
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Dynamische Hashverfahren (2)

VergrdRern der Tabelle mit verzégertem Umkopieren
(nur fur Hashverfahren mit Verkettung)

Falls beim Einfligen ein bestimmter Fillungsgrad tberschritten wird:

« Lege neue Tabelle tab’ mit einer in etwa doppelten Grél3e m* an
(m* sollte Primzahl sein).

» Beijedem Zugriff auf die Tabelle (search, insert bzw. remove) wird zusatzlich der
nicht-leere Tabelleneintrag (komplette verkettete Liste) mit kleinstem Index min
in die neue Tabelle Ubertragen.

» Entscheide bei jedem Zugriff, ob Daten in alter oder neuer Tabelle stehen:
Falls h(k) = k mod m = min, dann greife auf neue Tabelle tab* zu,
sonst auf alte Tabelle tab.

Beachte, dass bei alter Tabelle tab mit

h(k) = k mod m
und bei neuer Tabelle tab* mit
h'(k) = k mod m'

zugegriffen wird.

» Falls alte Tabelle tab nicht mehr gebraucht wird
(d.h. min = GroRRe der Tabelle tab), wird tab geléscht und durch tab‘ ersetzt.
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Dynamische Hashverfahren (3)

Beispiel:
tab[0]
| >8] 4»{41| J»{21] {26
21| =] F>[7 11
Bl +»l23| df4s| ] 8| d»l13
[4]
insert(9):

Lege neue Tabelle tab‘ der Gro3e 11 an, da Fullungsgrad von tab tberschritten wird;
Ubertrage kleinsten Tabelleneintrag tab[min] mit min = 1 nach tab’;
Flge nun 9 in alte Tabelle ein

(da h(9) =9 mod 5 = 4 > min). tab'[0]
[1]

tab[0] 2]

min ——p [1] [3]

26

2] __>12| —1» 7|£| g |

v v

3] ——>E|_——>E|_——> 8 | —+»|13 (6] =
4] ¥ o [7]
e | 4]
[9]

o | 4217 ]
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Dynamische Hashverfahren (4)

Beispiel (Fortsetzung):

insert(32):

Ubertrage kleinsten Tabelleneintrag tab[min] mit min = 2 nach tab’;
Flge nun 32 in neue Tabelle ein (h(32) =32 mod 5 = 2 < min).

Da h(32) =32 mod 11 = 10 ist, wird 32 beim Index 10 eingetragen.

tab*[O]
| 12
tab[0] 2]
H 3]
min ——p [2] 41| {26
Bl 4> 23| —1»148| %] 8| »{13 51| —1+>{16
[4]] —4» 9 | [6]
m| 47 1]
Bl —1>{41
(9]
oy | —»[aa] J>z2] ]
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Anwendungen

o Compiler nutzen Hashtabellen zum Auffinden
deklarierter Variablennamen (symbol table)

* Bei Graphen werden die Knoten oft Gber ihren Namen
iIndexiert

» Spiele: Gemachte Spielziige iber momentane
Position

* On-line Rechtschreibungskorrektur
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