Teil 1:
Suchen

* Problemstellung

» Elementare Suchverfahren

* Hashverfahren

e Binére Suchbaume (Wiederholung aus Prog 2)
— Béaume: Begriffe, Eigenschaften und Traversierung
— Binare Suchb&dume
— Geféadelte Suchbdume

* Ausgeglichene Baume
* B-Baume
+ Digitale Suchbdume
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Warum Baume?

Hashverfahren erlauben Suche,
Einfugen und Léschen in konstanter

Zeit,
aber: Operationen, fur die die /
Reihenfolge der Daten wichtig ist, Q

werden nicht unterstitzt.

Beispiele:

« finde Minimum, Maximum

« Analyse/Ausgabe der Daten in der
korrekten Reihenfolge

Bin&re Suchbaume erlauben sortierte Bearbeitung in O(n log n), Suche,
Einfugen, Finden von Maxima und Minima und Léschen immerhin in
durchschnittlich O(log n).
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Baume: Begriffe und Eigenschaften (1)

Wurzel
Elternknoten zu s und t

Rechtes Kind von k;

Linkes Kind von k; Wurzel des rechten Teilbaums

Wurzel des linken Teilbaums

Linker Rechter
Teilbaum . Teilbaum
von k : : von k

Baume: Begriffe und Eigenschaften (2)

Blatt Knoten
Binarbaum: Jeder Knoten hat 2 Kinder (linkes und rechtes Kind),
oder 1 Kind (linkes oder rechtes Kind) oder keine Kinder.
Baum: Jeder Knoten kann beliebig viele Kinder haben
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Hohe eines Baums
Maximale Anzahl von Kanten von seiner Wurzel zu einem Blatt.

Beispiel

Hohe fir jeden Teilbaum

Beachte
« Ein Baum, der nur aus einem Knoten besteht, besitzt die Hohe 0.

« Aus technischen Griinden wird die Hohe eines leeren Baums
(d.h. Anzahl Knoten = 0) als -1 definiert.
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Baume: Begriffe und Eigenschaften (3)

Vollstandiger Binarbaum

Ein vollstandiger Bindrbaum ist ein Binarbaum, bei der jeder Ebene (bis auf die letzte)
vollstandig gefillt und die letzte Ebene von links nach rechts gefiillt ist.

Beispiele

ARG G0

Eigenschaften:

« Ein vollstandiger Binarbaum mit n Knoten hat die Héhe h = |log,n].

« Vollstandige Binarbaume sind (bei einer gegebenen Knotenzahl) Binarbaume mit einer
minimalen Hohe.
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Baume: Begriffe und Eigenschaften (4)

Implementierung von Bindrb&umen mit verketteten Knoten
Jeder Knoten hat jeweils einen Zeiger fur das linke bzw. rechte Kind.

OBNONO,

struct Node

int data;

Node* left;  // linkes Kind

Node* right; // rechtes Kind
3
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Traversierung von Baumen (1)

Ziel
Das Besuchen aller Knoten in einer bestimmten Reihenfolge
ist eine oft bendtigte Operation.

Durchlaufreihenfolgen

+ PreOrder: besuche Wurzel, besuche linken Teilbaum; besuche rechten Teilbaum;
« PostOrder: besuche linken Teilbaum; besuche rechten Teilbaum; besuche Wurzel;
+ InOrder: besuche linken Teilbaum; besuche Wurzel; besuche rechten Teilbaum;
« LevelOrder: besuche Knoten ebenenweise

Bemerkungen

« Die Préfixe Pre, Post bzw. In bedeuten vorher, nachher und dazwischen.
Gemeint ist damit der Zeitpunkt, zu dem die Wurzel besucht wird.

« InOrder-Durchlauf ist nur fur Bindrbdume sinnvoll.
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Traversierung von Baumen (2)

PreOrder-Traversierung

void preOrder(Node* p) /I Definition eines Baums:
struct Node
if (p 1= 0)
int data;
bearbeite(p->data); Node* left;  // linkes Kind
preOrder(p->left); Node* right; // rechtes Kind
preOrder(p->right); B
}
} Node* root;
1 Aufruf von preorder
L reOrder(root);
Beispiel B {fool)
° Bearbeitungsreihenfolge:
*-abc
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Directory-Liste durch Preorder-Traversierung

fusr
mark
book
chl.r
ch2.r
chi.r
fusr* course
cop3530
’ fallas
mark® alex® bill® syl.r
s ‘ s sprog
- Vs syl.r
book* counse®  junk junk  work® conse* _> sundd
T ‘ syl.r
junk
chlr chlr chir  copdsd* copi2I2* alex
e - junk
e : bill
Tall0R®  api0*  sund9* Tallog® fall99® work
| l course
sl slr wle prdes  poglr  poglr  proghr proglr  grades cnpl‘;ﬁ]ga
grades
progl.r
progz.r
. fallag
(Weiss, 1999) prog2.r
progl.r
grades
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Traversierung von Baumen (3)

PostOrder-Traversierung

void postOrder(Node* p)
if (p 1= 0)
{
postOrder(p->left);

postOrder(p->right);
bearbeite(p->data);

Size(directory) durch Postorder-Traversierung

chl.r 3

ch2.r 2

chi.r 4

book 10

ot slr 1

) "””r,w fal198 2

— - syl.r 5§

mark®(1} alex*{l)  Hilly sprad 3

sylor 2

- ‘ Vi sumdd 3
Book*(1) course*{1) junk (8) junk (8) work*(1) course*(1) copds3l 12
T course 13
- I o junk [
chli3) chd(2) eh3oid) cops0F(l) aphl2H(l) —_— 30
i junk &

N R alex 9

Tall98*(1) speti9*{ 1) umd¥(1) fulloge{1) TallB0%(1y wark 1

| | | T grades 3

| | | - = TR progl.r 4

syli(l) syLacS)  sylo(2) grades(3) prog (4} prog2.e(1)  progl.ri2) prog Li(7) pradesi®) prog2.r 1
fall9s 9

progl.r 2

progl.r 7

grades 9

fal199 19

copi2lz Pl

(Weiss, 1999) o 1
fuse n
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}
}
Beispiel
° Bearbeitungsreihenfolge:
ab-c*
° o (Entspricht der sog. Postfix-Notation fir
arithmetische Ausdriicke)
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InOrder-Traversierung
void inOrder(Node* p)
if (p 1= 0)
{
inOrder(p->left);
bearbeite(p->data);
inOrder(p->right);
}
}
Beispiel
° Durchlaufreihenfolge:
a-b *c
° o (als mathematischer Ausdruck interpretiert,
erhdltman (a-b)*c)
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Traversierung von Baumen (5)

Level-Order-Traversierung

Die Knoten werden ebenenweise in einer Schlange (Queue) gespeichert
und in einer while-Schleife abgearbeitet.

Definition von binaren Suchbaumen

Voraussetzung STUERNGER
Alle Knoten in einem Baum enthalten
einen Schlussel (Key) und Nutzdaten (value). KeyType key;
ValueType value;
Lo Node* left;  // linkes Kind
Definition Node* right; // rechtes Kind
Ein binarer Suchbaum ist ein Binarbaum, bei dem 5

fur alle Knoten k folgende Eigenschaften gelten:

1) Alle Schltssel im linken Teilbaum sind kleiner als der Schltssel im Knoten k
2) Alle Schlissel im rechten Teilbaum sind groRer als der Schltissel im Knoten k

Beispiele o e

Degenerierter
Suchbaum

o e o In den Béaumen sind nur
die Schlissel dargestellt.

M.O.Franz, Oktober 2007 Algorithmen und Datenstrukturen - Binarbaume 1-14

Einflgen in bindren Suchbdaumen (1)

void levelOrder(Node* p)
{
Queue<Node*> queue:
queue.push(p); // Ebene 0
while ( !queue.empty() ) Beispiel
{
Node* q; °
1l Schreibe vorderstes Element aus Schlange
/I nach q und lsche Element aus Schlange:
queue.front(q); ° °
queue.remove()
if (q 1= 0)
{
bearbeite(g->data); o o
queue.insert(q->left)
queue.insert(g->right);
} Durchlaufreihenfolge:
} *—cab
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Operation searchR
‘ bool searchR(KeyType k, ValueType& v, const Node* p); ‘
Suche nach einem Knoten mit Schlussel k im Teilbaum p.
Falls gefunden, wird der im Knoten abspeicherte Datenwert v und
der Ruckgabewert true zuriickgeliefert.
Falls nicht gefunden, wird der Riickgabewert false zuriickgeliefert.
Algorithmus Beispiel
bool searchR(KeyType k, ValueType& v, const Node* o
p) P
{ if (0 == R steht fiir
if(p==0) rekursiv
return false;
else if (k < p->key)
return searchR(k, v, p->left);
else if (k > p->key) 0 a
return searchR(k, v, p->right);
else // k gefunden
{
v = p->value; o e
return true;
} searchR(3,v,p)
gl = Binarbaume 1-15

Idee
Um einen Schlussel k einzufligen, wird zunachst nach dem Schlissel k gesucht.

Falls der einzufuigende Schlussel k nicht bereits im Baum vorkommt, endet die Suche
erfolglos bei einem 0-Zeiger.

An dieser Stelle wird dann ein neuen Knoten mit Schliissel k eingefigt.

Beispiel 1: fige 6 ein Beispiel 2: fuge 8 ein

Suche von 6 endet  Ersetzte 0-Zeiger durch Suche von 8 endet Ersetzte 0-Zeiger durch
bei 0-Zeiger Zeiger auf Knoten 6 bei 0-Zeiger Zeiger auf Knoten 8
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Einflgen in bindren Suchbaumen (2)

Operation insertR

‘ bool insertR(KeyType k, ValueType v, Node*& p);

Figt im Teilbaum p neuen Knoten mit Schliissel k und Datenwert v ein.
Falls Schlussel schon vorhanden, wird kein neuer Knoten eingefuigt.

Beachte:
Der Parameter p ist ein Ein/Ausgabeparameter und daher als Referenzparameter
realisiert. Der Teilbaum wird gelesen und geandert.

Algorithmus
bool insertR(KeyType k, ValueType v, Node*& p) p o p o
{
p==0{
p = new Node;
p->key = k; p->value = v; e e e e
return true;
}
else if (k < p->key) 0 o 0 o
return insertR(k,v,p->left);
else if (k > p->key)
return insertR(k,v,p->right); o o o
else //k bereits vorhanden
return false; .
} insert(6, v, p)
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Léschen in bindren Suchbaumen (1)

Idee

Um einen Schlussel k zu I6schen wird zunachst nach dem Schliissel k gesucht.
Es sind dann 4 Félle zu unterscheiden:

Fall ,Nicht vorhanden*“:

Schliissel k kommt nicht vor:
dann ist nichts zu tun.

Fall ,Keine Kinder*:

Der Schlussel kommt in einem Blatt vor (keine Kinder):
dann kann der Knoten einfach entfernt werden.

Fall , Ein Kind*“:

Der Knoten mit dem gefundenen Schliissel hat genau ein Kind:
s. néchste Folie

Fall , Zwei Kinder*:

Der Knoten mit dem gefunden Schlussel hat zwei Kinder
s. uberné&chste Folie
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Loschen in bindren Suchbaumen (2)

Fall , Ein Kind*
Der zu l6schende Knoten k hat genau ein Kind.

Uberbriicke den Knoten k, indem der Elternknoten von k auf Kind von k verzeigert wird
(Bypass) und lésche k.

Beispiel: l6sche Knoten mit Schliissel 4

Ldschen in bindaren Suchbaumen (3)

Suche 4 Knoten 4 wird Knoten 4 wurde
Uberbriickt und geloscht geloscht
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Fall ,Zwei Kinder" :
Der zu léschende Knoten k hat zwei Kinder.

1. Ersetze den Knoten k durch den kleinsten Knoten k., im rechten Teilbaum von k.

2. Lo6sche dann k,,;,. Da der kleinste Knoten k., im linken Teilbaum kein linkes Kind hat,
kann das Loschen von k,;, wie im Fall ,Ein Kind“ bzw. ,Keine Kinder" behandelt werden.

Beispiel: l6sche Knoten mit Schliissel 2

™ @ @ ™
® ©® ® © ® © ® ©
® ® ONO, ® ® OO
® ©® ® © @ © ® ©®
® ® ®

Suche 2 Suche kleinsten Knoten in  Knoten 2 wurde durch kleinster Knoten
rechten Teilbaum von 2 kleinsten Knoten ersetzt wurde geléscht
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Léschen in binaren Suchbaumen (4)

bool removeR(KeyType k, Node*& p)
{
if (p == 0) /I k nicht vorhanden
return false;
else if (k < p->key)
return removeR(k,p->left);

Operation removeR
Loscht im Teilbaum p Knoten mit Schliissel k.

Der Parameter p ist ein Ein/Ausgabeparameter
und daher ein Referenzparameter.

else if (k > p->key)
return removeR(k,p->right);
else if (p->left == 0 || p->right == 0) {
Node* temp = p;

Ldschen in bindaren Suchbaumen (5)

Operation searchMinR

Sucht im Teilbaum p nach dem kleinsten Knoten und
liefert Zeiger auf Minimum zurtick.

Node* searchMinR(KeyType k, const Node* p)

if (p == 0) /I k nicht vorhanden

return 0;
else if (p->left == 0) // Minimum gefunden
return p;
else
return searchMinR (k, p->left);
}
Bemerkung

Beachten Sie, dass in der Operation removeR im Fall ,Knoten hat zwei Kinder* der
Aufruf von searchMinR und der rekursive Aufruf von removeR bedeuten, dass zweimal
vom rechten Kind p->right zum kleinsten Knoten gelaufen wird.

Diese Ineffizienz lasst sich jedoch beheben, indem searchMinR noch zusétzlich das
Loschen des kleinsten Elements tibernimmt. Der rekursive Aufruf von removeR ist dann
uberflussig.

Diese Variante findet sich in der Quell-Code-Sammlung zur Vorlesung.
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if (p->left 1= 0)
p = p->left;  // Bypass zu linkes Kind
else
p = p->right; // Bypass zu rechtes Kind
delete temp;
return true;
}
else {
/I Min. im rechten Teilbaum suchen:
Node* min = searchMinR (p->right);
/I Zu |6schender Knoten durch Min. ersetzen
p->data = min->data; p->key = min->key;
/I Min. in rechtem Teilbaum l6schen:
return removeR (min->key, p->right);
}
}
M.O.Franz, Oktober 2007 Algorithmen und Datenstrukturen - Binarbaume 1-21
Gefadelte Suchbaume (1)
Problem

In binaren Suchbaumen gibt es fiir einen Knoten im allgemeinen keinen effizienten
Zugriff auf seinen InOrder-Vorganger bzw. -Nachfolger.

Sollen Suchbaume beispielsweise firr assoziative STL-Container eingesetzt werden, ist
jedoch eine effiziente Vorwarts- und Rickwartstraversierung mit lteratoren notwendig.

Losung

Ersetze in jedem Knoten den
Links- bzw. Rechts-Zeiger mit dem
Wert 0 durch einen Zeiger auf
seinen InOrder-Vorganger

bzw. Nachfolger (Fadelung).

Ob ein Zeiger auf ein Kind oder
ein Vor- bzw. Nachfolger zeigt,
kann durch zusétzliche boolsche
Variable vermerkt werden (siehe
néchste Aufgabe).
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Gefadelte Suchbaume (2)

Aufgabe 1.4
Ein gefédelter Suchbaum l&sst sich beispielsweise durch folgenden Strukturdatentyp
realisieren.

struct Node

int data;
Node* left; Il'linkes Kind bzw. Vorgénger
Node* right; 1l rechtes Kind bzw. Nachfolger

bool leftThread; // true, falls left auf InOrder-Vorganger zeigt
bool rightThread; // analog.

Schreiben Sie fir gefadelte Suchbaume nicht-rekursive C++-Funktionen
furr folgende Aufgaben:

a) Bestimme den In-Order-Nachfolger zu einem Knoten.
b) Bestimme den In-Order-Vorgéanger zu einem Knoten

c) Ausgabe aller Knoten in In-Order-Reihenfolge.
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Analyse von bindren Suchbdumen

Zufallig erzeugter Baum

Worst-Case

Da im schlechtesten Fall ein bindrer Suchbaum mit n Knoten zu einem Baum der Hohe
n-1 entarten kann (Bsp?), haben die Operationen zum Suchen, Einfiigen und Léschen
eine maximale Suchléange von n.

Damit:  T,,,(n) = O(n)

Average-Case

In [Ottmann und Widmayer 2002] wird gezeigt, dass die durchschnittliche Laufzeit um
eine GroRenordnung besser ist. Es werden zwei Ergebnisse hergeleitet, die sich darin
unterscheiden, welche Verteilung der Baume angenommen wird:

« Baume mit n Knoten entstehen durch eine Folge von Einfige-Operationen von n
unterschiedlichen Elementen. Es wird angenommen, dass jede der n! moglichen
Anordnungen der Elemente gleichwahrscheinlich ist. Gemittelt wird dann tber die n!
viele auf diese Weise erzeugten Baume. Man erhalt dann fur die Such-Operation eine
mittlere Suchlange von ungeféhr 1.4 log,n.

Damit: T,;;(n) = O(log, n)

« Es wird angenommen, dass alle strukturell verschiedenen bindren Suchbdume mit n
Knoten gleichwahrscheinlich sind. Man erhalt dann fur die Such-Operation eine
mittlere Suchlange von ungefahr ¥z *n
Damit: Tpi(n) = O4/n)

500 Zufallszahlen in binaren Suchbaum eingefugt =>
Tiefe ist tatséchlich nahe an log n (aus Weiss, 1999)

M.O.Franz, Oktober 2007 Algorithmen und Datenstrukturen - Binarbaume 1-25

M.O.Franz, Oktober 2007 Algorithmen und Datenstrukturen - Binarbaume

1-26

Probleme bei binaren Suchbdumen

Die Annahme von zuféllig verteilten Schliisseln bzw. gleichwahrscheinlichen
Baumstrukturen ist nicht immer erfllt:

« oft werden Daten unabsichtlich in geordeneter Form eingegeben

« delete favorisiert Baume mit tieferen linken Unterbdumen, da ein geléschter
Knoten immer durch den minimalen Knoten des rechten Unterbaums ersetzt
wird.

Binarer Suchbaum nach N2 Paaren von insert und remove (aus Weiss, 99)
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