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Vorbemerkung

Das Skriptum zum Analysis-Teil (und auch zur komplexen Rectung im Teil zur Diskre-
ten Mathematik) ist aus den Aufzeichnungen eines Studentdmervorgegangen und &gt
damit einen anderen Charakter als der Teil zur Diskreten Maematik, der als Leicken-
skript konzipiert ist.

Nach Beendigung der Behandlung der Diskreten Mathematik vd in der Vorlesung die
Kenntnis der Abschnitte x 1.1 - x 4.5 (ohne den Fundamentalsatz der Algebra und den
Wurzelsatz von Viet in x 4.1.2) vorausgesetzt. Die dort eingehrten Bezeichnungen wer-
den auch in den sich anschlie enden Kapiteln verwendet. Inadpitel 2 werden einige der
in x 1.3 des Teiles zur Diskreten Mathematik eingehrten Begri e fur Funktionen einer
reellen Vemnderlichen spezi ziert.

Auf den u. U. notwendigen Besuch des angebotenerugtkursus wird hingewiesen.
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1 Grundlagen

1.1 Die reellen Zahlen

uneingeschankt durchfehrba-
re Rechenoperationen

N=1f123:::g Menge der nawrrlichen Zahlen +,
No = N [f Og
Z=10;, 1, 2;:::g Menge der ganzen Zahlen +, -,

Q= fgjp 2 Z;92 Ng Menge der rationalen Zahlen +, -,,/

Jeder periodischen Dezimalzahl entspricht ein Bruch und ugekehrt jedem Bruch eine
periodische Dezimalzahl,
z.B.

1015 . 1 — 31
1Q15_W’ 0.3—:—%, 0.031—@).

Durch Hinzunahme dernicht periodischen Dezimalzahlen esit’ man die MengeR der
reellen Zahlen.

N Z Q R

1.2 Anordnung der reellen Zahlen, Intervalle, Betrag

Je zwei reelle Zahlera; b2 R stehen stets genau in einer der folgenden drei Beziehungen
zueinander:a<b; a=b; a>b. Esgilt

a b, a<b _a=b

a b, a>b _a=b

IHierbei werden allerdings noch alle Dezimalzahlen mit 9eReriode geeignet identi ziert, z.B. 0:49 mit
0.5.



1 Grundlagen

Die folgenden Teilmengen vorR werden Intervalle genannt und wie folgt geschrieben
(dabei seia;b2 Runda b2

fx2Rja x by = [af abgeschlossenes Intervall

fx2 Rja x<bg = [ab rechtso enes Intervall

fx2Rja<x by = (af linkso enes Intervall halbo ene Intervalle
fx2 Rja<x<bg = (a;b o enes Intervall

fx2 Rja xg = [a;1)

fx2 Rja<xg = (ajl)

fx2Rjx g = (1 ;K

fx2 Rja<xg = (1 ;b

Damit lat sich R auch als (1 ;1 ) schreiben.

Der Betrag einer reellen Zahl ist de niert durch:

8

< a a>0
ja = 0 a=0 :

) a a<o

Eigenschaften des Betrags: #t alle a;b;2 R gilt

1.
ii b, b a b
jaj<b , b<a<b
2.
jag = jajjb
Folgerung: ja"j = ja";n 2 N
a jag
- = 0 b60
b b ( )
3.

ja b j g+ jg "Dreiecksungleichung" .

2Anstelle der runden Klammern werden oft nach au en g® nete eckige Klammern geschrieben, z.B.

la;=(ab .



1 Grundlagen

1.3 Gleichungen

1.3.1 Quadratische Gleichungen

Die quadratische Gleichungax? + bx+ ¢ = 0;a;b;c2 R mit a 6 0 besitzt die Lesun-
gen
b P ¥ 4dac

2a '

X1=2 =

Die Anzahl der Lesungen langt vom Vorzeichen der DiskriminanteD = k¥ 4acab.
1. D > 0: zwei verschiedene reellesisungen
2. D =0: eine reelle losung
3. D < 0: keine reelle bsung

In den Fallen 1. und 2. kann man die linke Seite der quadratischen Gihung in R in
sogenannte Linearfaktoren zerlegen:

ax®+ bx+ c= a(x X)X X2)= a(x®  (Xi+ X2)X + X1X2) !
Hieraus folgt

b= a(x;+ Xp); €= axiXy:

Kubische Gleichungen vom Typax® + bx? + ¢cx = 0:

x1=0

2 —
X(ax“+ bx+ ¢) =0 a2+ bx+ c=0

Kubische Gleichungerax® + bx? + cx+ d=0! Formel von Cardano (s. Literatur)

Biguadratische Gleichungen :ax*+ bx*+c=0 (a60)
Substitution z= x> ) az?+ bz+c=0

Beispiel:

x4 6x2+8=0 ) 22p_62+8=0 ) z1=4; 2,=2
) Xi=2 = 2 Xg=g = 2



1 Grundlagen

1.3.2 Wurzelgleichungen

Durch (wiederholtes) Au esen der Gleichung nach einer Wurzel und anschlie endes Po-
tenzieren lonnen die Wurzeln eventuell beseitigt werden.

Aber Achtung:
Eventuell werden zustzliche Lesungen eingeschleppt; daher, falls erforderlich, Konil-

rechnung mit den erhaltenen Werten durchfhren.

Bei eineraquivalenten Umformung bleibt die Losungsmenge einer Gleichung unwerdert
(Symbol ", "). Umformungen, die zu einer Veanderung der losungsmengeshren kennen,

hei en nicht aquivalent .

Beispiele:
1. P9 1=x
P 9+x2 1 = X
: 9+x2 = 1+ X (Wurzel isolieren)
) 9+x?=(1+ x)> = 1+2x+ x?> (Quadrieren)
: 2x = 8 (L @esen der wurzelfreien Gleichung)
X = 4

Kontrolle:p2_5 1=4F ) L=f4g

2.x+2px 2=1

X+2E—2 =1
, 2 2 = 1 X
) 4 8 = 1 2x+x?
, X2 6x+9 = 0
) Xi=2 = 3

Kontrolle: 3+2 61 ) L=,

Beim Quadrieren ging die InformatiBnuber das Vorzeichen der Wurzel verloren
(x =3 ist Lesung der Gleichungxk 2 x 2=1).

1.3.3 Betragsgleichungen

Beispiel :jx+1j=3x 1

10



1 Grundlagen

1. Meglichkeit (Anwendung der Betragsde nition)
1. Fall: x 1: x+1=3x 1, =2, x=1 ( 1)
2. Fal:x< 1: jx+1j= x 1=3x 1, 4=0, x=0 (8 1)
) L=1f1g
2. Meglichkeit (Quadrieren)
jx+1j=@x 12, x?+2x+1=9x? 6x+1, 8=8x%, x=0 _x=1
Kontrolle zeigt, da nur x =1 Lesung ist.

1.4 Ungleichungen

Aquivalente Umformungen bei Ungleichungen:
1. Addition eines Termes auf beiden Seiten

2. Beide Seiten drfen mit einem Faktor c 6 O multipliziert werden.
¢ > 0: Anordnung bleibt erhalten
¢ < 0: Anordnung ist zuandern:

aus < wird >

Lineare Ungleichungen

Beispiel:

X 2 < bBx+1 j 33X 1
3 < j: 2
32 < X

) L=( 3=21)

Quadratische Ungleichungen

Beispiele:
1. x>+2x 3<0

1. Meglichkeit (quadratische Erginzung):x>+2x 3< 0, (x+1)2 4<0,
(x+1)?<4,j x+1j<2, 3<x< 1, L=( 31

11



1 Grundlagen

2. Meglichkeit: Gesucht ist die Menge allex 2 R, fur die das Schaubild von
f (x) = x2+2x 3 unterhalb der x-Achse vesuft.
X2+2x 3=0) x1= 3 x=1 ) L=( 31)

2. (x 1) j X

a) Fall x < 0O:
x? 2x+1 X, x2 x+1 0, (x 1=2?+3=4 0
(x 1=2)? 3=4

Widerspruch!

b) Fall x O: p_
X% 22X bl X, X%  3x 0, (X 3=2)2p_5:4,j X 3= pl72 5
) 1=25 x 32 1=2 5 |, 32 1=225 x 3=2+1=2 5

1.5 Binomialkoe zienten und binomischer Satz

1.5.1 Summenzeichen

De nition:
8
xXo < 8nt an+a t + a, falls n>m
a =  am 0 n=m
k=m "0 0 n<m
Rechenregeln:
1.
X X1 xXo
& = a + A
k=m k=m k=ni+1
2.
xn xXo xXn
(a+hb)=  a+ Kk
k=m k=m k=m
3.
X xXo
(c a)=c ax
k=m k=m

12



1 Grundlagen

1.5.2 Fakult ait
De nition: Ol:=1; nl:=1 2 nn2N

Folgerung: nt=(n 1)! n
Beispiel: 3'=6; 5!=120; 10!=3628800 20! 24 10'

1.5.3 Binomialkoe zienten

De nition:  In Hinblick auf die Behandlung der binomischen Reihe in Teill de nieren
wir

n _,. n _nmn 1) (n k+1), : :

0 =1, K = Kl ; n2R;k2N:

Fur Teil | geneigt die unter 1. gegebene Darstellung mit Hilfe der Fakutten.

Folgerungen:

Fer n 2 N gilt
1.
n _nn 1) (n k+1)(n k) _ n!
k k! (n k! ki(n k)

2. Ersetzen vonk durchn  kin 1.) liefert
n n! n! n

n k ~(n K(n ( k) (n I.<)!k!_ K

3.
n . n n! _
n1 - 1 a1 "
Beispiele:
1.
6 _ 6 _ 6!
4 T 2 TP
2.
15 _ 1.5 05 ( 0:5): 0:0625

3 6

13



1 Grundlagen

Rekursionsformel:

n _nn 1) [n (k 2)] n (k 1) n n k+1
k (k 1) k k 1 k

1.5.4 Binomischer Satz

(a+ b°= 1

(a+ bt = a + b

(a+ b)?= a’ + 2ab + I

(a+ b3 = a8 + 3ah + 3ar + P

(a+b*= a* + 4a + 6a + 4dab + b

a’ly? + 4 alb’ + 4 a’?

(a+ b* = g a'tl + i' a’bt +

N B~

Binomischer Satz:

Fer jedesn 2 N und a;b2 R gilt

n — X n n k
(a+ b" = K @ 5)
k=0

Beispiele:

1. (102f = (100+2)4=100+4 106 2+6 10 22+4 100 2°+2*
=100*+8 100 +24 100 +32 100+ 16 = 108243216

2. Bu 2*=@u)®+3@Bu)?( 2)+3@Bu)( 2*+( 2)2*=27u® 547+36u 8

14



2 Funktionen einer reellen
Veranderlichen

2.1 Funktionsbegri

Die grundlegenden De nitionen entnehme marx 1.3 des Teils zur Diskreten Mathema-

tik.
D! R

D R f: x 7'y =1f(x)

Wertebereich:W = fy2 Rj9x 2 D :f(x)=yg=ff(x)jx 2 Dg

Beispiele:

1.y=x> D=R; W=[0;1)

4 —

15



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

2.y=x2 4 D=R, W=[ 41)

12 +

3.y=jx*> 4; D=R; W=][0;1)

16



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

X2 4 2jxji 3 D=[ 33

Y= i 2 ixj < 2 W=[ 25]

-2

5. Durch die Gbeichunng + y2 = r? werden zwei Funktionen beschrieben:
y=fi(x)= g2 X2 oberer Halbkreis
y=fy(X)= r2  x2 unterer Halbkreis
Df1=Df2=[ r;r]
W, =[0;r];, Wi, =[ ;0]

(maximaler) De nitionsbereich

6.f(x)=IO X2+4x 3: x?+4x 3 0, x* 4x+3 0

, (x 2% 1,jx 2 1, 1 x 2 1, 1 x 3
) D=[1:3]
r 2
X
7. f =
%) 4 X

0 x 2720<4 Xx) x2][24)
X 2 074 x< 0Widerspruch! ) D¢ =[2;4)

Esseif :D! R; D R,undesgelteD; D.
Dann bezeichnetf jp, : D;! R

17



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

mit fjp,(X) = f(xX) 8x 2 D; die Einschr ankung von f auf D;.

Beispiel:

f(x)= P r2  x2 oberer Ursprungshalbkeis vom Radius
f:[ rnr]! R
i [0;r]! R rechter oberer Viertelkreis

2.2 Grundlegende Eigenschaften

Esseif :D! R, D R; M D

Monotonie:

f heit monoton wachsend (i.Z.%) bzw. fallend (i.Z. & ) in M, falls gilt:

f(x1) f(x2) .
f(x1) f(xz)

f heit streng monoton wachsend bzw. fallend irM , falls gilt:

BX1;X22 M 1 X1<X,)

f(xy) < f(Xx2) stri% .
f(xy) > f(x2) str &

Bemerkung: FallsM = D gilt, & t man h au g den Zusatz \in M" fort.

BX1; X202 M 1 X1<X,)

Symmetrie:

f heit gerade bzw. ungerade, falls gilt:

x2D ™ f( x)= ff()(()z) 8x2D

18



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

Beschranktheit:

f heit beschrankt nach oben bzw. nach unten, falls gilt:
9% 2R 8x2D: k f(x)bzw.k f(x)
(k heit obere bzw. untere Schranker f);

f heit beschrankt, falls gilt: 9k 2 R 8x 2D : jf(x)] k.

Periode:

P 2 R heitPeriode vonf undf periodisch (mit der PeriodeP), falls gilt:
8x2D: (x+p 2D N f(x+p="~f(Kx)

Beispiele:

1. y = X2 ist streng monoton wachsend in [a ); streng monoton fallend in (1 ;0].
2.y = x5+3x%+5 ist eine gerade Funktion.

3. y =sin x ist streng monoton wachsend in [ =2; =2], ungerade,
beschenkt (k = 1), Periode: 2
Nullstellen: k ; k 2 Z .

Gau klammer
De nition:

Unter [X] mit X 2 R versteht man die ge te ganze Zabhl, die kleiner oder gleickx ist.

Beispiel: [ ]=3; [ 154]= 4

Es seik 2 Z. Dann gilt [x] = k fur x 2 [K; k + 1)

19



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

6
S ____C S C S C
S _C
I IC I
s 1 1
S C C S C
f(x) =[x] f(x)=( 1)

20



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

2.3 Verknupfung von Funktionen

GegebenD¢;Dy R; f:Df! R; g:Dg! R

De nitionen:

1. Dgr =fx2D¢jf(X)2Dgg; o(f)=9g f:Dgs! R
x 7! g(f (x))

heit Hintereinanderausf w®hrung oder Verkettung von f und g. (Reihenfolge
ist wesentlich!)

f heit innere Funktion

g heit au ere Funktion

2.ng=Df\Dg; f g:D I R
x T7'f(x) g(x)

heit Summe, Dierenz  bzw. Produkt vonf und g.
3. Dt = fx2 Dt \ Dgjg(x) 6 0g; %:D
9

'R

=

[CS]
7! 9(x)

X @™

heit Quotient vonf undg

Beispiel:

D;=[0;1); f()= "X Dg=Rnf 1g g(x)= i
Di\ Dg=[0;1)[ (1;1)=D, =D

¢} p_
_p- 1 B x f .
(9W="x g (0= gy =" D
DfQ:Df\Dg\fXZijf(X)QOQZ(Oil)[(1i1)i fg(x):pm

Dyr = fx2[01)jf () 61g=[0;1)[ (Li1)
of ()= g f(x)= !

1
x2 1 x 1

21



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

Di = fX2 Rj(x6 1) (g(x) O)g=fx2Rj(x8 1)"(x* 1)g
(1 DL@LY TE=(F 9K = P
Esgitalsog f 6 f g:

22



2 Funktionen einer reellen Veamnderlichen

2.4 Umkehrfunktion

De nition

Eine Funktion f : D !

falls gilt

Beispiele:

8X1;X2 2D X716 Xy )

1Ly=f(x)= ij[o;z];

4

R heit umkehrbar eindeutig

Dt =[0;2], W; =[0;4]

0

1

2

3 4

(auch: eineindeutig, injektiv),

f(x1) 6 T (x2):

1. Schritt: Au esen nachx: x = f (y)= Py; Di.1=[0:4F W + =[0:2]

2. Schritt: Vertauschen vonx mit y:y = f (x) =

2.y=1(x)
1. Schritt: y =

- 2x 1.
X+3 !

1

X+3

D

t=[ 12]
x(y 2)=

2. Schritt: y = f (x) = 18X

Bemerkung:

2 X

1 3y,

p

1. Jedestreng monotone Funktion ist umkehrbar.

f(x)=x 8x 2 Ds
f x)=x 8x2W

2.f 1
f

23
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

3.1 De nition und Eigenschaften von Zahlenfolgen

Eine Folge ist eine aufN de nierte Abbildung. Eine Folge ordnet also jeder nadrlichen
Zahl n einen Wertf (n) zu.
Hier: Reell- (oder komplex-) wertige Folgen.

N! R (C)

7t

Schreibweisea, b statt f, a, statt a(n)

De nition:
Eine Folgefa,g heit alternierend , falls gilt:

8n2N a, a4+ <0

Beispiele:

l.a,=n: 1,23::: strr%
2.a,=1=n: 1,1=2;1=3;::: str. &
.a,=( 1" 1,1, 1;1;::: alternierend
4. a; = C;a+1 = &, + d; n2 N; arithmetische Folge
[c;c+ d;c+2d;:::;':+(n{zi ;iir] d>0str.%; d<O0str. &

=an
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

5.a;=2C; a+1 = 0 a,; n2 N, geometrische Folge

1.-3. sindexplizite Vorschriften, d.h.a, = f(n) ;
4. und 5. sind Beispiele eir rekursive Vorschriften, d.h. dasn-te Folgeglied wird aus
gewissen Vorgngern bestimmt.

3.2 Konvergenz von Folgen

De nition: Konvergenz einer Zahlenfolge gegen einen Grenz wert

Die Folge f a,g konvergiert gegenA 2 R, wenn es #@ir jedes beliebige" > 0 eine Zahl
N = N(") gibt mit ja, Aj<" 8n>N.

Schreibweise:

lima,= A oder a," A

n!l

Beispiel: (Forts.)
Die Folgen unter 2. und 4. éirc=1; q= 1=2: 1 1=2;1=4; 1=8;::: konvergieren
gegen 0, sie bilden Nullfolgen. Die Folgen unter 1. und 3. didivergent (s.u.).

Satz:

Ist die Folge fa,g monoton wachsend (bzw. fallend) und nach oben (bzw. unten)eb
schmnkt, so ist sie konvergent.

Konvergenzkriterium von Cauchy:
Eine Folgef a,g konvergiert genau dann, wenn es zu jeder positiven reelleald " ein N

gibt, so da qilt:
jan anj<" fur nm>N.
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

De nition: Divergente Folgen, uneigentlicher Grenzwert

1. Die Folgefa,g heit bestimmt divergent mit dem uneigentlichen Grenzwert
+1 , wenn zu jedemK 2 R eine ZahIN (K) existiert mit a, >K 8n>N .
Schreibweisea, ! +1 furn!1l oder Iilm a,=+1

n!

Entsprechend de niert man 'Illm a, =1
n!

2. Eine Folge, die weder konvergiert noch bestimmt divergerst, heit unbestimmt
divergent .

Beispiel:

Die Folge unter 1. ist bestimmt divergent mit dem uneigentthen Grenzwert +1 , die
Folge unter 3. ist unbestimmt divergent.

26



3 Grenzwert einer Zahlenfolge

3.3 Rechnen mit Grenzwerten von Folgen

Grenzwertsatze:

Es seienA;B 2 R

1.a,! A, by! B)
a) (anth)! A+B
b) a,! A 2R
c)a, by! A B

d) a.=y! A=B (b, 60: B 60)

1 1
2.a,! 00a,>0(@, <0 8n2N — 1 +1 (—1!11
( ) )an (an )

a! G ¢! G a b & 82N ) b! G

Achtung! Umkehrung gilt nicht:
Wahlea, = i, = ( 1)", fa,gist divergent, abera, b,! 1!

\Gebrochenrationale" Folgenglieder

1. Zahlergrad< Nennergrad 3 a, " 0

n?+5n 7 _ 1+2 nlzq!l

T 4n® n2+8  4n 1+ 35 0
2. Zahlergrad = Nennergrad 3 a1’ A
_ n?+5n 7 _ 1+2 L w1
~ 3n2+2n+1 3+2+ L7 3
3. Zahlergrad> Nennergrad 35 a, 1
n®+5n% 7 _ n+5 5 114
3n2+2n+3 3+ 2+ 3
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

Wurzelausdrecke
b O G G
1. a = n2+n= n?( ﬁ)zn ﬁz n JE
n+1 n+1 n+1 1+1
b T oy e 1 _A 1
2 o = n5+n3= n(1+n—2):n 1+n—2: n 1+
' n2+2n n2+2n n2+2n 1+ 2
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4 Grundlegende Eigenschaften von
wichtigen Funktionsklassen

4.1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

4.1.1 De nition und Eigenschaften
De nition:
Die Funktionenf,(x) = a,x"+ a, x" '+ +ax+ag mita 2 R(C); i =0;1;

hei en ganzrationale Funktionen  oder Polynome .
Falls a, 6 0, so heit f,, Polynom vomGrad n, n 2 Ng:

Satz von der \Eindeutigkeit\ der Polynomdarstellung

Es seienn;m 2 No mit n  m; ag; can; by; by 2 R:

Fur alle x 2 R gelte:

X X .
ax' = b x!
i=0 j=0
Dann folgt
a=h; i=0;:;n
B =0; j=n+1;:::;m
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

Anwendung: Koe zientenvergleich

Esqilt: f, anx" furjxj!1 (an 6 0)
1. n gerade:f, ist nach unten oder nach oben beschankt.

2. n ungerade:f, ist weder nach unten noch nach oben besamkt.

4.1.2 Nullstellen und Faktorzerlegung

f1(X) = ag+ a;x (a; 6 0) besitzt die Nullstelle x;, d.h. ag+ ayx; =0) ag= aiXg
fi(x) = ar(x  Xxq).

Gesucht ist die Menge aller quadratischen Funktionen mit ageNullstellen
X1= 1, Xo=2
Lesung:fo(x) = a(x+1)(x 2)=ax? ax =2a.

De nition:

Die Darstellungf,(x) = a(x X)(Xx Xz) (X X,) (a60)heit Zerlegung vonf,
in Linearfaktoren

Abspalten von Polynomnullstellen mit Hilfe der Polynomdiv ision

Gegeben ist eine Nullstellex; von f,.
Gesucht istf, 1(X) in f,(X) =(x Xx)f, 1(X).

Beispiele:

1. fa(x)= x® 67 126 Xx;= 2
(x3 67x 126):(x+2)= x> 2x 63

(x3 +2x?)
( 2x2 67)
( 2x2 4x)
( 63X 126)
( 63X 126)

0
) fa(x) =(x+2)(x+7)(x 9)
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

2. f4(x) = x* 2x3+2x? 2x+1; xi1=1
(x* 23+2x2 X+1):(x 1)=x3 x2+x 1=13x)
x* X9

( x3+2x?)
( xX*+ x%)
(x2  2x)
(x*  x)
( x+1)
( x+1)
0
) fa(x)=(x 1)(x* x*+x 1)

(x3 x2+x 1:(x 1D=x2+1=f,(x)=(x+j)x j)
(x® x?)
(x 1)
0

) fa(x)=(x  LP(Xx+j)x |)
X, ist doppelte Nullstelle!

De nition:

X1 heit p-fache Nullstelle von f,, falls f,(x) = (x x1)? f, o(x) und f, p(X1) 6

Fundamentalsatz der Algebra

Ein Polynom n-ten Gradesf,(x) = a\x" + + a1X + ap besitzt in der Menge der
komplexen Zahlen genaun Nullstellen.

Bemerkungen:

1. Nullstellen werden entsprechend ihrer Vielfachheit gelalt (so z.B. eine doppelte als
zwei Nullstellen).

2. Der Satz gilt sogar @ér g 2 C.

3. Sind alleg; 2 R, so treten komplexe Nullstellen stets als Paare konjugiekbmplexer
Zahlen auf, d.h. mitx; ist auch x; Nullstelle.
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4. (Folgerung aus 3.) Jedes Polynom von ungeradem Grad besitnindestens eine

reelle Nullstelle.

Wurzelsatz von Viea

Gegeben sef,(x) = a,x" + + ax+ a (a, 60)
= a(X X)X X2) (X Xp)

Dann gilt (Ausmultiplizieren und Koe zientenvergleich)
an( 1)"Xix2  Xn = @
do
X1X2  Xp =( 1)”;

Falls % 2 Z, teste man die Teiler von % ob sie Nullstellen vonf , sind.

Beispiel: fi(x)=x* x® 7x2+x+6 (N=4;a,=1) X1XoX3X4=6
Zu betrachten sind die Kandidaten 1; 2; 3; 6.
Durch Einsetzen ndet manx; =1; Xxo= 1, X3= 2, X4=3

4.1.3 Das Horner-Schema

Polynomauswertung

naiv geschachtelt
fa(X) = @+ ayx + axx a + X(ag + aXx)
f3(X) = ag+ ayX + axx + azX(xx) A+ X(a1 + x(a2 + a3Xx))
fa(X) = ap+ aX + aXX + agX(Xx) + aX(xxx) = ap+ X(au + X(a + X(az + 1B X)))

| —{z2}
| zZ2 3
by

{z

bo

Anzahl der berotigten Multiplikationen
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

n | naiv | geschachtelt
2 3 2
3 5 3
4 7 4
niz2n 1 n

Hornerschema dir f4(x) = asx*+ agx® + a,x? + a;x + ag fa4(x) =?
s as a a Ao

;X X by X box
X| as az+bx a+ bx a;+ bx apg+ hpx

=hh =b = b =y = f4(X)

Beispiel:

fax)=2x* x3+3x> 2x 4
f,(2) =2

2 1 3 2 -4
4 6 18 32
2[2 3 9 16 28 14(2)
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

Hornerschema dr f,(x) = a,x" + + apx + ag; (X)) =?

Die erste Zeile entllt die Koe zienten a,; a, 1; ;8o (bei fehlendem x™ ist
an = 0 einzutragen).

Multiplikation von a, (= b, 1) mit x, Addition des Produktes zua, ;! b, »
Multiplikation von b, , mit X, Addition des Produktes zua, ,! b, 3

nach n derartigen Schritten erralt man f,(x) = pyx + ap.

Abspalten von Polynomnullstellen mittels Horner-Schema

Wahlt man als x eine Nullstelle vonf,,, so erscheint in der letzten Zeile rechts eine Null
(Rechenkontrolle) und die restlichen Werte in der letzten &le sind der Reihe nach die

Koe zienten b, 1; by 2; ; Iy desreduzierten Polynoms
fn(x)
f = :
n 1(X) X X
Beispiele:

1. fa(x)= x3 67 126 Xx;= 2

1 0 -67 -126
-2 4 126
x= 2|1 -2 -63 O

fa(x)= (x+2)(x2 2x 63)
2. f5(x) =4x> 6x* 13x3+3x2 x 159 f53)=0

4 -6 -13 3 -1 -159
12 18 15 54 159
x=3]|4 6 5 18 53 O

fs(x) = (x 3)(4x*+6x3+5x2+18x +53)
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.2 Gebrochenrationale Funktionen

4.2.1 De nitionen

Eine gebrochenrationale Funktion ist der Quotient zweieranzrationaler Funktionen,

Z,(X) _ anx"+  +aXx+ag,

Nm(X)  bBox™+  + bix+ by’

Sie ist de niert fur alle x 2 R mit Ausnahme der Nennernullstellen (Nullstellen des
Nennerpolynoms).

R(x) = a,60:, 60:

Sonderfalle und Bezeichnungen:
m=0: R ist ganzrational
n m: R heit unecht gebrochenrational
n<m : R heit echt gebrochenrational
Ist R unecht gebrochenrational, soslt sich R (etwa mittels Polynomdivision) darstellen

als Summe aus einer ganzrationalen Funktion vom Grade m und einer echt gebro-
chenrationalen Funktion.

Beispiel:

R(x)= 223x 1) R(x)=2x 1+ L

X+2 X+2

Die Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion sindegade die &hlernullstellen.

4.2.2 Verhalten bei De nitionsl wscken

1. Fall: N(xg)=0 ™ Z(xo) 60:

1. Beispg)a(l:
5
R(x) = ; =3
(%) < 3 Xo
x! 3+ (Ann aherung von rechts her):

N(x);Z(x)>08x>3) R(x)! +1
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

x! 3 (Annaherung von links her):
8x2(253): Z(X)> O;N(X) < 0O R(X)!'1

De nition:

Eine Stelle, bei der in unmittelbarer Umgebung die Funktioswerte unter/eber alle Schran-
ken fallen oder wachsen, hei tPol .

2. Beispiel:
R(X) = ———; Xo= 1 ist doppelte Nennernullstelle.
X= Gepz X PP
X! 1 : R(x)! +1 , Pol ohne Vorzeichenwechsel, Gerade= 1 ist senkrechte
Asymptote
Satz:

Ist X eine p-fache Nenner-, aber keine éhlernullstelle vonR, so besitztR an der Stelle
Xo einen Pol, und zwar, fallsp gerade ist, einen Pol ohne Vorzeichenwechsel, und fails
ungerade ist, einen Pol mit Vorzeichenwechsel.

Die Geradex = Xq ist senkrechte Asymptote.

Beweis:
- Zn(X) — 1 Zn(x)
ROOZ Nn() ~ X %o)P N p(X)

Z,(X) 80; Ny p(x) 60 in einer hinreichend klein gewhlten Umgebung vonxo,
d.h.

Zn(x)
Nm p(x)
weist in einer hinreichend kleinen Umgebung vory keinen Vorzeichenwechsel auf.

p gerade: & Xp)P ist in jeder Umgebung umx, stets nichtnegativ.
p ungerade: K  Xg)P besitzt in jeder Umgebung umx, einen Vorzeichenwechsel.

2.Fall: N(xp) =0 " Z(xo) =0:

3. Beispigl:
xc 1
R(x) = ; =1
(%) < 1 Xo
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

_(x Dx+1)

= + .
x 1) Xx+1: x61

Schaubild vonR ist die Geradey = x + 1 ohne dem Punkt (1; 2).

Durch Hinzunahme dieses Punktes edft man die stetige Erg anzung R von R

R(x) fur x 6 1

R= 2 farx=1

Man nennt xo = 1 eine (stetig) (be)hebbare De nitionsl eicke der Funktion R.

4. Beispiel:
_ X1 _ 20w 1
R(x) = W X* 2x+1=(x 1) Xo=1 ist doppelte Nennernullstelle
X +
R =
X)=

Xo = 1 ist Pol mit Vorzeichenwechsel. Die De nitionskicke X, = 1 la t sich durch Kerzen
nicht beheben.

Satz:

Ist Xo sowohl Zahler- als auch Nennernullstelle voR, so sind zwei llle meglich:
1. R kann (durch Kerzen) stetig erganzt werden.

2. R besitzt an der Stellex, einen Pol.

4.2.3 Verhalten fur jxj!1

Das Verhalten von

R(X) = anX"+a, X" T+ +aX+ a

C XM+ by X T+ +bix+ by
anx"
b X

(an;bn 60)

fur gro e Werte von jxj hangt ab von

_ & onm
= —X .
b
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

Beispiele:
1LR(X)= = RO 0
Die x-Achse ist waagerechte Asymptote.

2.R(x)= 25 Z=2. R(x)1 2
Die Geradey = 2 ist waagerechte Asymptote.

x 3 X

3. R(x) = Z&8x 1 2¢ 9y, Rx)T1 : Rx)*'1

X+2

) B 1 . B . :
genauerR(x)=2x 1+ ﬁ:}r Die Geradey =2x 1 ist schiefe Asymptote.

X!ll 0

_ 5 _ 1 _ 1 4
4. R(X)— GXXT].Z_ 6 X—— 6 (X2 2X+4) W

Satz:

Fer jxj!'1 qilt:
n<m:R(x)! 0, d.h.diex-Achse ist waagerechte Asymptote,
n=m:R(x)! g>undy= g~ ist waagerechte Asymptote,

n>m:R(Xx)! 1 und die asymptotische Miherungskurve ist das Schaubild einer
ganzrationalen Funktion vom Gradn m
Sonderfall:n = m + 1: Schiefe Asymptote.
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.3 Potenzfunktionen

Unter einer Potenzfunktion versteht man eine Funktiof mit f (x) = x" (r 2 R).
Die Potenzfunktionx" wird ferr 2 Qin4.3.3und®irr 2 Rin 4.4.2 erkhart.

4.3.1 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

Sonderfally = x°=1 (x 60)

n2N y = X" y=x "=1=x"

n gerade n ungerade n gerade n ungerade
Def.-Bereich R R Rnf0Og Rnf0Og
Wertebereich [0;1) R 0;1) R nf0g
Symmetrie gerade ungerade gerade ungerade
Monotonie & in(1 ;0] % in R % (1 ;0 | & (1 ;0
(jeweils str.) % in[0;1) & (0;1) & (0;1)
gemeinsame | (0,0),(2,1),(-1,1) | (0,0),(2,2),(-1,-1)| (1,2),(-1,1) (1,2),(-1,-1)
Kurvenpunkte
Asymptoten - - X- U. y-Achse | x- U. y-Achse

4.3.2 Wurzelfunktionen

Fern =2;3;4;::: sind die Funktionenx"jy, , str. %; also umkehrbar.

De nition:

Furn=2;3;4::: heit ( x"jg,,) ' n-te Wurzelfunktion
Sie wird mit ™ X bezeichnet.

Achtung: Die Wurzelfunktionen sind nur #ir X 2 [0; 1 ) de niert, wohingegen fur unge-
radesn x" str. % in R, also aufR umkehrbar ist.

Beispiel:
Die Umkehr%mktion f 1 zur Funktion f (x) = x3 lautet
]

farx O
1 = [
P *jxj furx< 0
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.3.3 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten
Esseierm 2 Z; n2 N; n 2, dann wird de niert x™™" := Fn)x—m; x2(0;1).
Es qilt:

1. Fur f (x) = x™" gilt f 1(x) = x"™™m.

2. Far m 2 N kann der De nitionsbereich zu [01 ) erweitert werden.

Potenzregeln:

Feur a;b2 R; a;b>0undr;s 2 R gilt:
l.a a8=a"s
2.a8 b=(a b
3. (ar)s = (aS)r =a"
Wo steckt der Fehler?
Y

1=1=" Tp=( 2= (1= 1

p

1= 1= B = e pre =P

4.4 Exponential- und Logarithmusfunktionen

4.4.1 Allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktionen
De nition:

Die Funktion y = & mit a> 0;a 6 1, heit allgemeine Exponentialfunktion
zur Basis a.

Eigenschaften:
1.D=R;,W=(0;1)

2. Streng monoton
a>1: %
a<l: &

3. Linkskurve
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4. Kurvenpunkt (0,1)
5. x-Achse ist Asymptote

De nition:

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basisa, a 6 1, heit Logarithmus-
funktion zur Basis a und wird mit log, X bezeichnet.

Eigenschaften & > 1):
1.D=(0;1); W=R
2. Streng monoton wachsend
3. Rechtskurve
4. Kurvenpunkt (1,0)

5 x!1 : log,x!1
x! 0+: log,x!1

6. y-Achse ist senkrechte Asymptote
Besondere Logarithmen:
l0g;px =1g X
log, x = Ib X

Wechsel der Basis: lqgx =

! log, x
Ogab ga

Logarithmusgesetze (beliebige Basis):

Zehnerlogarithmus, dekadischer Logarithmus
Zweierlogarithmus, Bimrlogarithmus

9
logu+logv =

log(u v) =
loglu=v) = logu logv 8u;v>0;8 2R
loglu) = logu '
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.4.2 Exponential- und Logarithmusfunktion zur Basis e

De nition:
1 n
e= Ii'rln 1+ - =2:7182818:: Eulersche Zahl
n!
y=log X =1In x naterlicher Logarithmus
y = € = exp(x) die Exponential-/ e-Funktion
In(u )= Inu

u =exp(n(u))=exp( Inu)

De nition: Allgemeine Potenzfunktion
x"=exp(rinx); x2 (0;1 );r2R

Exponential- / Logarithmusgleichungen

Beispiele:
l.e¢ e*X=2 Subst.: z = &
z =2 jz

2 2z 1=0) z-=1 p?

Lesung:x; =In(1+ = 2) In(1 P 2) entfallt!

1 2 — . —
2. e Y s =1 Subst.: z=1In x

szt ;=1

1+z+10 2z=5+5z z Z?
72 52+6=0) z1=3;2,=2
)

X1 = €% X, = €

4.5 Trigonometrische Funktionen

4.5.1 Grundlegende Eigenschaften

Der De nitionsbereich von sinx und cosx ist R, der Wertebereich ist [ 1;1]. Beide Funk-
tionen sind periodisch mit der Periode 2; sinx ist ungerade und besitzt die Nullstellen
k , k2 Z; cosx ist gerade und besitzt die Nullstellen; + k , k2 Z.

: R — sinx — COSX — 1 f : H
Die Funktionen tanx = oo und cot x = T = @ sind de niert auf R mit Ausnahme
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

der Nennernullstellens + k bzw. k , k 2 Z; an diesen Stellen liegen Pole mit Vorzei-
chenwechsel vor. Der Wertebereich beider Funktionen i, sie sind periodisch mit der
Periode , ihre Nullstellen sind die &hlernullstellenk bzw. 5 + k , k 2 Z; als Quotient
einer geraden und einer ungeraden Funktion sind sie gerade.

Ferner gelten die Beziehungen:

Pythagoras: codx +sin?x =1,
Additionstheoreme: sink + y) = sin x cosy + cosx siny
cosi + y) =cosxcosy sinxsiny .

Hieraus &t sich folgern:
Sin2x = 2siNXCOSX , COSX =COS’X  SiN’X
=1 2sifx=2cox 1,
sifx = (1 cosX), cogx= %(1+cosX),
sin} = A (1 cosx), cos}= ) 2(1 +cosx) ,
sinx siny = %[cos@ y) cosk+ y)], cosx cosy= %[cos(x y) +cos(x + y)] ,

sinx cosy = Z[sin(x y)+sin(x + y)].

4.5.2 Allgemeine Sinus- und Cosinusfunktionen

Betrachtet wird die Funktion y = a sin(bx+ ¢) mit a;b;c2 R; a6 0; b > 0 . Die
Eigenschaften der allgemeinen Cosinusfunktion ergebeohsentsprechend.

Funktion Amplitude | Periode | Nullstellen (k 2 Z)
y = sin x 1 2 k
y = a sinx IE] 2 Kk
. . 2 k
y = a sin(bx) ja ™ Y
y = a sin(bx+ c) - 2 k c
=a sinbix+9) | 1 D) b

Geometrische Bedeutung der Parametex; b; ¢

a: Streckung der Kurve iny-Richtung um den Faktor a
b Streckung der Kurve inx-Richtung um den Faktor 1=b
c: Verschiebung der Kurve inx-Richtung um c=b
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

Beispiel:

y=2sin &+ ¢ = 2sin £ x+ 5

Amplitude: 5=2

Periode: 3

Verschiebung: czb= =6 3=2= =4
Nullstellen: k 3= =4, k2Z
Maximumestelle: 23+ =6==2) x= =2
Minimumstelle: 2=3x+ =6= =2) =

4.6 Die Arcusfunktionen

4.6.1 Au esung der Gleichung y = sin x nach x
Gegebenyy 2 [ 1;1]
Gesucht: &imtliche x 2 R mit sin x = yq

Einschrankung auf [ =2; =2], dort ist sinx streng monoton wachsend (also umkehr-
bar).

De nition:

arcsinx :=sin xj; *_, _

1. Grundlesung

Xp:=arcsiny, (2[ =2, =2))

2. Grundlesung
Falls x das Intervall [ =2; =2] durchlauft, so durchiauft x das Intervall [=2;3=2 ].

Wegen sin( x) = sin x erhalt man die 2. Grundiesung im Intervall [=2;3=2 ] in der
Gestalt x, = X1.
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

Ergebnis:

Die beiden Grundbsungen der Gleichung sir = yq sind:
X1 = arcsinyp; X, = X1.
Samtliche Lesungen erlalt man in der Gestaltx; +2k ; k 2 Z;i=1;2.

Spezialfelle:
Yo=1: X1= =2, X,= =2==2=x
Yo= 1:X1= =2X;= ( =2)=3=2
arcsinl = =

4.6.2 Au esung der Gleichung y = cosx nach x
Gegebeny, 2 [ 1;1]

Gesucht: &amtliche x 2 R mit cosx = yjq
Einschrankung auf [Q ], dort ist cosx streng monoton fallend (also umkehrbar).

De nition:

arccosx := cosXjy; |

1. Grundlesung

X1 =arccosyg (2 [0; ])

2. Grundlesung
Falls x das Intervall [0; ] durchlauft, so durchluft 2 x das Intervall [; 2 ]. Wegen

cos(2 x) = cosx erhalt man die 2. Grundiesung im Intervall [; 2 ] in der Gestalt
Xo =2 X1.
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

Ergebnis:

Die beiden Grundbsungen der Gleichung cos= y, sind:
X1 = arccosyp; Xz =2 X1.
Samtliche Lesungen erlalt man in der Gestaltx; +2k ; k 2 Z;i=1;2.

Spezialfelle:
Yo=1: X1=0; x2=2 X1 =2
Yo = 1'Xl: ;X2:2 = = X4

4.6.3 Au esung der Gleichung y =tan x nach x
Gegebenyy 2 R

Gesucht: &imtliche x 2 R mit tan X = yg
Einschrankung auf ( =2; =2), dortist tan x streng monoton wachsend.

De nition:

arctanx :=tan j ', _,

Ergebnis:

Die Gleichung tanx = yo mit yp 2 R hatin ( =2; =2) genau eine bsung:
X1 = arctan yo. Samtliche Losungen erlalt man in der Gestaltx;+k ; k 2 Z:

Es gilt: arctanl= =4 limy,,; arctanx= =2
Bemerkungen:

1. Die Gleichung coix = yq lest man mittels der Gleichung tarx = 1=y,.

2. Bei der Umkehrung der trigonometrischen Funktionen liefn Taschenrechner i. d.
R. die mit x; bezeichneten Werte.
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.6.4 Trigonometrische Gleichungen
Lesungsweq:

(A) Vereinfachung der Argumente

(B) Zurwuckfuhrung auf eine Gleichungdr eine einzige trigopnometrische Funktion
(C) Au esung nach dieser Funktion

(D) Au esung nach den betre enden Argumentwerten

(E) Falls erforderlich, Kontrolle durch Einsetzen der erhtienen Werte in die Ausgangs-
gleichung

Beispiele:

1. cox+cosx =0 ()
Lesung:
(A), (B) cos2x = cos®x SiPx =2cosx 1
Eingesetzt in (): 2cog€x+cosx 1=0
(C) Subst.z=cosx: 2z2°+z 1=0) z=1=22= 1
(D) zz=cosx =1=2: Xyx= =3+2k; Xxx=5=3 +2k;k 2Z
z,=cosx= 1. xzx=(02k+1);k 22
Kontrolle zeigt: x;x; k2 Z; i =1;2;3, sind Lesungen von ().

Da sowohl cox als auch cos®2 2 -periodisch ist und nach cog aufgebst wird,
hatte man die Diskussion auch auf das Intervall [2 ) beschenken kennen.

2. sinx+coi)x =1 () D
COSX = 1 sin’x,) sinx 1 six=1
Subst. z = sin x: 1 z22=1 z) 1 z°=1 2z+7°
, 22(z 1)=0) z=0;2=1
z7=sinx=0) xwk=k; k22
z,=sinx=1) Xpx= =2+2k; k 2Z
In () eingesetzt:
X1k Sink +cosk =( 1)
Xax: SiN((1=2 + 2k) )+cos((1=2+2k) )=1
) X1k = 2K und X = =2+2k; k 2 Z, sind Lesungen von () .
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.7 Hyperbelfunktionen

4.7.1 De nition
. , . 1
Sinus hyperbolicus: y =sinh x = > (e e’
Cosinus hyperbolicus: y =coshx = % (e +e?)

sinhx e e~
coshx e+ e X
coshx e +e”*
sinhx e e X

Tangens hyperbolicus: y =tanh x =

Cotangens hyperbolicus: y = coth x =

4.7.2 Eigenschaften
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4 Grundlegende Eigenschaften von wichtigen Funktionskisen

4.8 Areafunktionen

4.8.1 De nition und Darstellung mit Hilfe der Logarithmusf

unktion

Die Area-Funktionen sind die Umkehrfunktionen der Hyperléunktionen (im Fall des cosh
x beschmnkt man sich auf die Menge der nichtnegativen reellen Zakle

Darstellung mit Hilfe der Logarithmusfunktion

Area sinus hyperbolicus:
Area cosinus hyperbolicus:

Area tangens hyperbolicus:

Area cotangens hyperbolicus:

4.8.2 Eigenschaften

arsink = In( x + px2+1) farx 2 R

Y
arcosh=In(x+ x2

1) farx 1
artankx = }In —— furjxj< 1
1 +1 .
arcotk = éIn X 1 fur jxj > 1
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5 Grenzwert von Funktionen

5.1 De nitionen und Beispiele

Fur stetige Funktionen gilt bekanntlich (s. x 6.1) I|m f(Xn) = f(Xo), wenn fx,g eine
beliebige Folge au®; mit I|m Xn = Xp ist und Xg 2 Df Wir interessieren uns daher hier
fur das Verhalten vonf in der Nehe von De nitionsleicken.

Beispiel:

1. f(x)= $"X; Dy = Rnf0g; Xo=0; x, =2 "**

X )

Xo | 1 | 12 | v4 | 18 | 1/16
s | 0.84... ] 0.95... | 0.98...[0.997.../0.9993..17 1 (n!1 )

De nition: Funktionsgrenzwert
Die Funktion f hat an der Stellexo den GrenzwertG 2 R, wenn fur jede gegenxg
konvergierende Folgd x,g aus dem De nitionsbereich vonf die Folge der zugebrigen

Funktionswerte ff (x,)g den GrenzwertG besitzt.
Man schreibt dann

||Imf(X)_ oder f(xX)! G fur x! Xg

Beispiele:

2. f(x)=sin( =x); D; = Rnf0g; X0 =0

Nullstellen vonf: 1;1=2;1=3;:::; X, =1=n Xx,! 0 (n!1l )
f(Xx,)=08n2N) f(xy)! O (n!'1 )
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5 Grenzwert von Funktionen

Maximumestellen von sinx: 1=2; 5=2; 9=2;:::; fv,g= 2,2=5;2=9;:::q)
Va! 0 (n!1 )
f(vp)=18n2N ) f(v,)! 1 (n!1 )

Minimumstellen von sinx: 3=2; 7=2; 11=2;:::; fw,g = f2=3,2=7;2=11,:::9 )
wy,! 0O (n!'1l )

f(wp)= 18n2N ) f(wy)! 1 (n!l )

Ergebnis:f besitzt an der Stellexo = 0 keinen Grenzwert!

3. f(x)=x sin(=x); Df =Rnf0g; xo=0
JF 05 = jx sin(=x)j = jxjjsin(=x)j ] Xj
j Xj x sin(=x) j X]
) Iimoxsin(:x):O
x!

8
< 1 farx>0
4. f(x)=sgn(x):= 0 fur x =0 Vorzeichen- oder Signum-Funktion
1farx< O

X
Es qilt f (xX)= — fur x 6 0.
gilt £ (0 = o

Die Funktion f besitzt fur xo = 0 keinen Grenzwert, es existieren jedoch die einsei-
tigen GrenzwerteG, = 1 und Gg = 1.

De nition: Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert

Die Funktion f hat an der Stellexy den linksseitigen Grenzwerts, (rechtsseitigen Grenz-
wert Ggr), wenn bei beliebiger Anmherung an die Stelle<y von links her (von rechts her)
die Folge der Funktionswerte konvergiert:

Jim £0)= G (Jim f(x)= Gr)

Dabei bedeutet 'x ! xo " ausfehrlicher "x ! X und x < X ¢" eine Annaherung von
links an die Stellexy. Entsprechend bedeutet X ! xo+" eine Annaherung von rechts.

Aus den De nitionen folgt unmittelbar, da die Funktion f an der Stellex, den Grenzwert
G genau dann besitzt, wenn linksseitiger Grenzwef®_ und rechtsseitiger GrenzweriGg
existieren und gleich sindG = G, = Gy .
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5 Grenzwert von Funktionen

. ._sinx
Beweis zu lim—— =1:
Cox 0 X
sinx .
f(x)= ~ ist gerade, es gesgt also, das Verhaltené@r x ! 0+ zu untersuchen.

Flachenbetrachtung am Einheitskreis:

X Winkel im Bogenma

tan x
sin x| X

q

0 COSX A C

OB=0C=1: sinx= AB: cosx= OA: tanx=CD

A oms < A sektor < A ocp
1=2sinx cosx < 1=2x < 1=2 %
o > = > cosx (Wbergang zu den Kehrwerten)
cosx < Spx < = (Grenzebergangx | 0+)
1 limy, o, 0% 1

X

De nition: Uneigentlicher Grenzwert einer Funktion

Die Funktion f hat an der Stellexy den linksseitigen (rechtsseitigen) uneigentlichen Grenz
wert +1 bzw. 1 , wenn fur jede von links (von rechts) gegerx, konvergierende Folge
f Xhg die Folge der Funktionswertef f (X,)g den uneigentlichen Grenzwert 4 bzw. 1
besitzt.

Beispiel:

5. R(x) = 2 35; Xo =3

x! 3+: fx,g beliebig gevahlt mit x, > 3undx,! 3furn!l
Z(Xp)! 1, N(X,)! 0+ ) R(Xp)!'1 (nach GWS)

x! 3 : fx,gbeliebig gevahlt mit 2:5<x,< 3 undx,! 3furn'!l
Z(Xp)! 1L, N(xp)! O furn'!l) R(xp) ! 1 (nach GWS)
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5 Grenzwert von Funktionen

R Besitzt an der Stellexo = 3 den uneigentlichen rechtsseitigen Grenzwert und
den uneigentlichen linksseitigen Grenzwerfl

Verhalten fur jxj!1
De nition: Grenzwert f wur x ! 1

Die Funktion f hat fur x ' 1 den GrenzwertG, wenn zu jeder Zahl > 0 eine Zahl
M () existiert, so da jf(x) Gj< furallex>M
Schreibweise:xlllimf (X)= Goderf(x)! Gfurx!1l

(far x ! 1 entsprechend)

Esqitjf(x) Gj<" , G "<f (xX)<G+"
Beispiele:
6. %; x!1
X
sinx jsinxj
wegen = — —
_ X X
git im 22X =g
x11 X

7. lime *sinx=0
x!1

wegene *sinx e *unde* ! O(x!1 ).

5.2 Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen

Grenzwertsatze:

Esseixo 2 R[f1 ;1g ; uundv seien Funktionen mit lim u(x) = U und lim v(x) = V,
x!' Xo X! Xo
U;V 2 R . Dann gilt:

1. XIlirQ [ux) v(x)]= )I(i'mx u(x) le vix)=U V
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5 Grenzwert von Funktionen

2. Xllirg [u(x) v(x)]= )I(i'mx u(x) Xlling vix)=U V

_u(x) L _u .
3. xI!”QO V) llmo u(x)—xlllrr)z0 v(X) = v (falls v(x);V 6 0)

Beispiele:

X 1 Ii!m3x 1

1. i =x0 = 1=2
o 2% + 2 im 2x +2
X!

2. fim XL 31X
Txl 2X 42 X1 2+2=x

3=2

Erganzungen zu den Grenzwertsatzen

Regel:

Fallsu(x)! aundv(x)!1 fur x! Xq, dann gilt:
ux)+ v(x)!'1 fur 1 <a 1

ux) v(ix)!'1T farO<a 1

Diese und weitere Regeln lassen sich in suggestiver Kurnfonotieren als:
1 =1 +a=1 ,fallsa2R,

- o

+

(1 )=1 ,fallsa>0,
(1 )= 1 ,fallsa<O0,
1 (1 )=1,

Unbestimmte Ausdricke wie \% \}— \1 1 ", \0 1" siehe Kapitel 11 (Regeln

von Bernoulli und de L'Hospital)
hier: Abhilfe durch geeignete Umformungen.

Beispiele:

1 lim x3+ x2 4x 4
Txlo1 X2 1

Abhilfe: Linearfaktor x + 1 in Zahler und Nenner abspalten und #rzen.
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5 Grenzwert von Funktionen

X3+ x? 4x 4 (x+D)(x2 4 . x4
A, x2 1 _>!|!m1(x+1)(x 1)_>!!m1x 1_3_2

- Y
2. |I1m( X2+ 2 X2 + 3X)
X

Abhilfe: Erweitern mit P + P gibt:

(px2+2 2x2+3x)(fx2+2+px2+3x)_nx2+2 x> 3 _
UXZ+2+ | x2+3x UXZ+2+ | x2+3x
2 ¥y - p XS | 32 furx!1l

X 1+2=¢+ X 1+3=x | 1+2=x2+ 1+3=x

5.3 Asymptotisches Verhalten von Funktionen

Senkrechte Asymptoten

Existiert fur eine Funktion f an der Stellex, ein rechts- oder linksseitiger uneigentlicher
Grenzwert

lim f(x)2f+1; 1g bzw. lim f(x)2f+1; 1g ;

X! Xo+ x! Xp

S0 ist Xg eine Unendlichkeitsstelle vorf ; die Funktionskurve hat die Geradex = Xxq als
senkrechte Asymptote.

Polstellen

Eine Unendlichkeitsstelle, an der sowohl der rechts- als @uder linksseitige Grenzwert
uneigentlich ist, heit Polstelle oder Pol. Man unterschealet Pole ohne und mit Vorzei-
chenwechsel, je nachdem ob die uneigentlichen Grenzwerleiches oder verschiedenes
Vorzeichen haben.

Asymptotische N eaherungskurven fur x ! 1

Existiert fur eine Funktion f die Darstellung
f(x)=gx)+ r(x) mtr(x)! O farx! +1 (x!'1 ) ;

so isty = g(x) Gleichung einer asymptotischen Bherungskurve der Funktionf fer x !
+1 (x!1 ). Manschreibtf g.
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5 Grenzwert von Funktionen

Waagrechte Asymptoten

|"1m f(x)=cc2R y = c ist waagrechte Asymptote#ir x ! 1
X!
Beispiele:
2X 5 2x 6+1 1
1.f = = =2+ —— 1 2 f 1
) 3 " x 3 X 3 r X
x3 3x+5
2. f(X)= ————=x"+2x+1+
(X) 5 X X 3
3 +
XTS5 x2+2x+1 fur x! 1
X 2
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6 Stetigkeit

6.1 De nitionen und Beispiele

De nition:

Es seiD R mit xo 2 D. Dann heit die Funktion f : D ! R stetig in X, wenn
Ilim f(x) = f(xo) gilt. Die Funktion f heit stetig in M, M D, wenn sie in jedem
X! Xo

X 2 M stetig ist. Gilt M = D, so heit f (global) stetig.

Beispiele:

1. f(x) = jxj st stetig

@ Y = jX]

X

1fallsx 60

2.1)=  Gtalsx =0

ist stetig auf R nf0Og

y
1

X

3. f(x)=x; x%; x5 115 pf; QY; ::: sind stetig
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6 Stetigkeit

Satze wber stetige Funktionen
Es seienDs; Dy R; Xo 2 D¢\ Dyg; die Funktionenf : D¢ ! R; g:Dg! R seien
stetig in Xo.

. . . f i
Dann sind die Funktionenf g; f gund — (g(Xo) 6 O vorrausgesetzt) stetig inXo.
Folgerung: Die ganz- und gebrochenrationalen Funktionernsl stetig.

Die Funktionen sin und cos sind stetig.
Folgerung: Die Funktionen tan = 3% und cot = ¢= sind stetig.

sin
Die Funktionen & und log,x (a> 0O; a6 1) sind stetig.

Stetigkeit verketteter Funktionen

Es seienDs; Dy R; X0 2 D¢; f : Dy ! R sei stetig inxo und f (Xg) 2 Dg; g:Dg! R
sei stetig inf (Xp).
Dannistg f stetig in Xq.

Beispiel:

f (x) = sin(x3+6x) ist stetig, f (x) =In(1  x?) ist stetig auf (-1,1).

6.2 Unstetigkeitsstellen

Die Funktion f sei an der Stellexy de niert, aber dort nicht stetig; man sagt dann,f sei
unstetig (in Xo).
Dies kann u.a. folgende Gende haben:

1. lim f (x) existiert in R, ist aber verschieden vori (X¢). Durch Abandern des Funk-

x! Xp

tionswertes beixy zu I'im f (x) wird f stetig in xo (hebbare Unstetigkeitsstelle ).
X! Xo

2. Die einseitigen Grenzwerte limf (x) und X'Iirxn f (x)
! ot

x!' Xo
a) existieren inR, sind aber verschieden$prungstelle )

b) sind beide uneigentlich Pol).
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6 Stetigkeit

Beispiele:

1. Siehe 6.1 Beispiel & lat sich an der Stelle xq = O stetig erganzen.
&(x) =1 8x 2 R ist die stetige Erg anzung zu f .

2. Oft werden auch De nitionslkicken #®lschlicherweise als Unstetigkeitsstellen bezeich-
net. Dort ist aber die betrachtete Funktion gar nicht de niert, die Frage nach der
Stetigkeit stellt sich also an einer solchen Stelle gar nittiNaterrlich kann man auch
hier nach der stetigen Ergnzung fragen:

f(x) = S'Xﬂ,Df = Rnfo0g

shx fyr x 2 Rnf0g

&(x) = 1 far x =0 ist die stetige Erganzung zuf

8
2 _ x| O+
iy 80 _EXX”X—X+1 furxio 1
3. f(x)= X =_ 0 far x =0
0 farx=0 > ., _ 1 farx<o M° 1
= X eIl X .
y
1C
IS
X
1 °
Xo = 0 ist Sprungstelle

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz:

Die Funktion f : D! R sei stetig in ;4. Dann gilt:
1. f ist beschenkt;
2. f nimmt jeden Wert zwischenf (a) und f (b) an;

3. gilt f(a) f(b) < 0, dann hatf mindestens eine Nullstelle ind; b;
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6 Stetigkeit

4. f besitzt in [a;J einen g® ten (absolutes Maximum) und einen kleinsten Wert
(absolutes Minimum).

Voraussetzung 4; i abgeschlossen ist wesentlich!
f (x) = 1=x stetig in (0; 1], aber nicht beschankt.
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7/ Di erenzierbarkeit und Ableitung

7.1 Ableitung einer Funktion

Beispiel:

Gegeben sey = f (x) = x2.
Gesucht: Steigung der Kurventangente im Kurvenpunk® (0:5; 0:25)

1. Schritt:
Wahle Q 6 P in der Umgebung vonP auf der Kurve.
x: Abszissendi erenz, y: Ordinatendi erenz
Die Sekante durch die PunkteP und Q besitzt die Steigung

y (05+ x)2 05  x+( x)?_

ms = — 1+ x
X X X
2. Schritt:
Q! P auf der Parabel, d.h. x! 0
m¢ =tan = lim —y=lim a1+ x)=1
xt 0o X x! 0
Allgemein:

y = f(x). Gesucht: Steigung der Tangente an der Kurve der Funktioh an der Stelle
Xo-

1.
+
Ms = —z = 1o Xi fxo) \p, erenzenquotient"
2. f f
+
m; =tan = lim —y = |lim (XO X) (XO)
xI' 0 X x!' 0 X
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7 Di erenzierbarkeit und Ableitung

De nition:

y _

Existiert der Grenzwert lim — = lim = Ain R, so heit A Ableitung
xI' 0 X x! xo X  Xp

der Funktion f an der Stelle Xo; die Funktion f heit dann dierenzierbar an
der Stelle Xxo. A ist die Steigung der Kurventangente im PunktPq(Xo; f (Xo)); es gilt:
A= m; =tan

F(x)  f(xo0)

Bezeichnungen und Schreibweisen

o dy Ly

A = Fqx0) = ydXo) = &X(): &XO: |I)ET!10 ”

100 f00) _ o T+ h) 1 (x0)

Xo

- >I<i!rr1<o X X hi 0 h

Die Sekantensteigung—z heit Dierenzenquotient , der Grenzwert (Tangentenstei-
gung) % hei t Di erentialquotient

Ableitungsfunktion

Ist y = f (x) fur alle x im Intervall 1 = (a;b dierenzierbar, so heit f di erenzierbar

im Intervall | . Die Ableitungsfunktion  oder kurz Ableitung y°= f {x) ordnet den

Argumentenx 2 | die Werte der Tangentensteigung der Kurvg = f (x) im Kurvenpunkt
P (x;f (x)) zu.

Di erenzierbarkeit einer Funktion f an der Stellexy bedeutet, da die Bildkurve an dieser
Stelle eineeindeutig bestimmte  Tangente mitendlicher Steigung besitzt.

7.2 Grundformeln und Beispiele

Beispiele:

Ly _fx+ x) f(x)_a a_

— — 0_—
1l.y=f(x)=a (aconst.), > ™ » 0) y'=0
3 o y_ X+ X Xx_ 0
2.y=f1(xX)= x; - x 1) y=1
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7 Di erenzierbarkeit und Ableitung

2 2 2
3.y=f(x)= x% —){=(X+ X))( X o X X+X( ) 2 ox x ) y°=2x

nx" 1 x+( x)¥ 2 X" 2+ )

4. y=1f(x)= x";

= nx" 1+ x{ ;

X X
y0: nx" 1

Nr

10
Potenzregel: Die allgemeine Potenzfunktiony = x2; a2 R, ist di erenzierbar auf
ihrem De nitionsbereich und es gilt:

(Xa)0= axal
5.y=f(x)=x%2, D;{=[0;1)
3=2 L
im (X FO o (07 Psg
x! O+ X x! O+ X x! O+
6.y=f(x)= Px )
i x) f0)_ ., 1
>I<I!mo+ X B |>I<{no+ X I>I<r!no+I X =+1

d.h. die Quadratwurzelfunktion besitzt im Ursprung eine sekrechte Tangente.

7.y=1(x)= jxjist stetig auf R; Xxo=0

im X O X
x!' 0 X x! 0 X

im L0 TO_ o Xy

x! 0+ X x 0+ X

) Die einseitigen Grenzwerte sind verschieden, also ist diarfktion y = jxj nicht
di erenzierbar an der Stellexg = 0.