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1 Reihen

1.1 Zahlenreihen

1.1.1 Definition und Konvergenz

Gegeben sei eine Folgen reeller Zahlen {ay}. Setze

S =
S =a;t+a
Sz3:=a +a +a3

Die Folge {sn}, die Folge der Partialsummen, bezeichnen wir als Reihe (der ay), die
einzelnen a, auch als Summanden.

Beispiele:
1
1 k=1+2+3+
k=1
Tt 1 1 1
2. —=1+_-+=-+::: (harmonische Reihe)
k 2 3
k=1
1.1 1.1 1 . . :
3 (_1)k+1E =1- 5 + 372 + —::: (alternierende harmonische Reihe)
k=1
1
4, G l=1+q+F+q+::: (geometrische Reihe)
k=1



1 Reihen

Definition (Konvergenz einer Reihe):

1
Ist {sn} konvergent (mit dem Grenzwert s), dann nennen wir die Reihe ax konvergent
k=1
(mit dem Grenzwert s) und notieren dies als
1 1
ax konvergent bzw. a = S:
k=1 k=1
1
Andernfalls heil3t die Reihe ay divergent. Ist {s,} bestimmt divergent, dann notie-
k=1

ren wir dies auch als

1 1
ay = —oo bzw. a = oo:
k=1 k=1
1
Bemerkung: ax bezeichnet
k=1

e eine Folge, namlich die Folge von Partialsummen, unabhangig davon, ob diese
Folge konvergiert;

« einen Grenzwert einer Folge und hat dann nur einen Sinn, wenn dieser Grenzwert
existiert.
1

ax = s bedeutet, die Reihe konvergiert und der Reihenwert ist s.
k=1

Beispiele:



1 Reihen

1
2. ¢ (geometrische Reihe)
k=0

Sn=1+q+q+ - +q!
g =q+o +-- +q
Csd—gs,=1—¢"

1—-q"
= X B1
=g
£ _ 1

1 Fall: |of<1 Wegen lim o = 0 ist die Reihe konvergent mit ~ of = ﬁl:
1

2. Fall: |g>1 Da{d} divergiert, divergiert auch  d*:
k=0

3.Fall:  g=1 Wegen s, =n ist die Reihe (bestimmt? divergent.

0 falls n gerade

4.Fall. gq=-1 sp=1—-1+1—..-+ ()" 1=
1 falls n ungerade

Damit ist die Reihe (unbestimmt) divergent.

Satz:
1 P 1

Die Reihen a, und b, seien konvergent.
k=1 k=1

1
1. Dann konvergiert auch die Reihe (ak+ by) (; L[CRY;
k=1
) G | ) i 1 P 1
und es ist (akg+ by) = ax + bx.
k=1 k=1 k=1

2. Ist ay < h [KICN] so gilt: < b.

k=1 k=1

) r 1 r 1 r 1
Beweis: Setze s, := a; th = b; U = (ax+ by):

o k=1 k=1 k=1
Somit ist u, = s ,+ t ,, woraus sich flir n - oo unter Verwendung der Grenzwertsatze
fur Zahlenfolgen die Behauptung unter 1. lim u, = lim s, + lim t, ergibt.

n- oo n - oo n- oo

Aus ax < b [KICNIfolgt s, < t,, [M1[CNIund die Aussage unter 2. O



1 Reihen

Folgerung:
1 1 1
Aus der Konvergenz der Reihen ay und axk—1 folgt die Konvergenz von ay
k=1 k=1 k=1
und die Gleichung
P 1P 1 P 1
& = &k + Ak—1-

1.1.2 Konvergenzkriterien

Satz (Notwendige Bedingung fur Konvergenz):
1

Ist die Reihe ax konvergent, so muB die Folge {ax} eine Nullfolge sein.
k=1

1
Beweis: ay ist konvergent, d.h. {s,} ist konvergent.
k=1
Nach dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt dann lim EFI__IIEEI‘_Q::I 0:

n - oo

=an

Die Umkehrung gilt nicht!

Beispiel:
K (harmonische Reihe)
k=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si=1l+-+(z+)+(=+=+=+)+(=+ —)+ (= —
BirAT (58 8§ th ol @2ltipgp 2
>2.1 >4.1 >8 7= >2|—l-51r
> 141 % I—io oo
d.h. die harmonische Reihe ist divergent!
1 1
Bemerkung: lim K Inn = =0:57721::: (Eulersche Konstante)
Nn- oo
k=1



1 Reihen

Beispiel:



1 Reihen

Definition: (Alternierende Reihe)
1

a, heil3t alternierend, falls agax+1 < 0 [KICNE
k=1

Satz: (Leibniz-Kriterium fiur alternierende Reihen)

1
Eine alternierende Reihe a, ist konvergent, falls {|ax|} eine monoton fallende Null-

k=1
folge bildet. Fur den Reihenwert s gilt:
IS — Snl < [an+1], sgn(s — sn) = sgn(@n+1):

Definition: (absolute Konvergenz)

) N | 1
ay heillt absolut konvergent, falls |ak| konvergiert.

k=1 k=1

Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.
Die Umkehrung gilt nicht! (Siehe alternierende harmonische Reihe)

Satz: (Quotienten- und Wurzelkriterium)

Es sei {ax} eine Folge mit ax > 0 flir k = ny und es existiere

I R Vi
%= lim = b aw = fim Fac
In beiden Fallen gilt:
1
g<l: ay ist konvergent
k=1
1
g>1: ay ist divergent
k=1

g=1: Kiriterium macht keine Aussage.

Beispiele:



1 Reihen

Mit einem anderen Konvergenzkriterium Iait sich der folgende Satz beweisen.

Satz:

11
Die Reihe A ist konvergent fira > 1 und divergent fira < 1.

k=1

Bemerkung zu den Ubungsaufgaben

Zahldarstellung im Rechner (hier dezimal):
+0: f'ﬁZ d,ﬁlon n: Exponent,

Mantisse
normalisiert 1 <d; <9, d; [{0;1;2;:::;9};, 1=2;3;:::;k
y = 0: d1d2 dkdk+1 - X 10™:
Abschneiden (chopping): ch(y) = 0:d;d, : :: dg > 10"
Runden (rounding):  rd(y) = ch(y + 5 x 10~ &+1)

Beispiel:

Gegeben sei p und die Naherung p™fir p.
Dann ist der absolute Fehler gegeben durch |p— p

lp—pT

und der relative Fehler durch o falls p 8 0.

Abschatzen des relativen Fehlers beim Abschneiden

=0:dy i dkisr - < 10" mitdy =1

- ch(y)E: 0:dly + t Oy - - % 10" — 0:dly © 2 cf 107
O.dl o dkdk+1 - x 100

 0:OagChr - x 107K 1107

< — lo—k+l
0:dy -+ x 107 0:1




1 Reihen

Abschatzen des relativen Fehlers beim Runden

ﬁ_ rd(y)E: O:Cg+1::: -k _ 05 K k41
_ +1<5: < — =0:
1. Fall de+1 < 5 Ty 0y x 10 O:l><10 0:5% 10

2. Fall desq1 =5:  rd(y) =0:d;:::d x 10" + 107K

—rd(y) @ 05 107% = 0:5 = 10%*L, denn:
y 0:1

ly — rd(y)| < (0:dy :::d + 1 — 0:d1dy: :: d5) x 10" < 0:5 x 10" K

Definition: Die Naherung p=$timmt mit p auf t Zi[ern Uberein, falls t die grokte
nichtnegative ganze Zahl ist, fur die gilt

lp—pT

<5x107"
Il

Beispiel:



1 Reihen

1.2 Potenzreihen

1.2.1 Definition und Konvergenzverhalten

Definition: (Potenzreihe)

) S |
ak(X — Xo)* = ag + ay (X — Xo) + @ (X — Xg)? +:::
k=0
heilt Potenzreihe (mit dem Entwicklungspunkt X,). Die Faktoren a, heilen die
Koe [ ziehten der Potenzreihe.

Fir xo = 0 vereinfacht sich die Reihe zu:

1
axk =ag+ax +ax®>+::;
k=0
Beispiel:
1
x*=1+x+x%>+::: (geometrische Reihe)
k=0
a =1 [KICNL; X =0
1 4
Diese Reihe konvergiert fir IX1[(#1; 1), und es gilt fur diese x: xK = T—x
k=0

auf dem Intervall (—1; 1) beliebig ge-

Die Beziehung bedeutet, dal} die Funktion 1—x
nau durch Polynome approximiert werden kann.

Approximation von T —x durch Polynome:

Po(X) =1; pu(X) =1+X; pPa(X) = 1+x+x2;  pa(X) = 1+X+X2+x3;



1 Reihen

Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

Die Potenzrelhe a (X — Xo)¥ ist absolut konvergent in dem Intervall (xo —r; Xo +r)

mit
r= I|m E«»H bzw. r:_—lg;
lim < a

falls diese Grenzwerte existieren;
r heilt der Konvergenzradius, (Xo—T; X o+r) heillt das Konvergenzintervall.

Bemerkungen:

1. Die Konvergenz in den Randpunkten xo & r muf getrennt untersucht werden.

2. Fur r =0 konvergiert die Potenzreihe nur fir den Entwicklungspunkt X,
fur r = oo konvergiert sie fir alle x Rl

3. Durch die Potenzreihe wird jedem Punkt x [(Xo—r; X +r) eine Zahl zugeordnet.
Damit ist eine auf (xo —r; X +r) definierte Funktion f (die durch die Potenzreihe
dargestellte Funktion) gegeben:

1

f:xB a (X — Xo)X,

k=0
1
f(x)=  a(Xx—xo)< DAL —r; Xg+Tr).
k=0
Beweis: (nur fir r = —lgl und xo = 0)

Jim * Ja|
1. Rall: q:= kI|m * lay| existiert.
Esist lim * Jaok| = lim * fa|[x[< = [x| lim * |a] = [x] - g

—1
a) Ist g = 0, so ist auch I|m ¥ lagxX| = 0 XJ[CR und nach dem Wurzelkriterium
konvergiert die Potenzrelhe fur alle x [CRlabsolut.

b) Ist g > 0, so ist |x|q < 1, falls x| < E’ d.h. far alle x mit |x| < % konvergiert die
Potenzreihe absolut.
Ist [x| > % so ist [x|g > 1 und damit die Reihe divergent.

2. Fall: Ist {* |ak|} divergent, so ist fir x B 0 auch die Folge {* |axxk|} divergent,
woraus die Divergenz fur x 8 0 folgt.

10



1 Reihen

Beispiele:

11



1 Reihen

1.2.2 Die Taylor-Reihe

Frage: Wie und unter welchen Voraussetzungen erhélt man zu einer gegebenen Funk-
tion die zugehdrige Potenzreihe?

O.B.d.A.:Xo=0
Ansatz: f (x) =  ax=atax+axi+ - +ax<+::: CID)=a

k=0

Annahme: Es darf gliedweise diLerknziert werden.
Dann folgt:

fX{x) =a; +2ax + - - + kaxK 1+ CTq0)=a

f ®x) = 2a, + 6agx + - - - + k(k — Daex* 2 +::: [1K0) = 2a,

f Mx) = 6ag + 24a,x + - - + k(k — 1)(k — Dax* 3 +::: [T 1(0) = 6ag

fOX)=k - (k—1)-(k—2)-:::-2-a +Xx(:2) CT®(0) = k! a

f 9(0
= kl( ) K1 NK
' 1
Fur die Potenzreihe a (X — Xo)* erhalt man entsprechend
k=0
()
_f k(le’) (K1 N

ay heilt k-ter Taylor-Koe [zieht.

Satz von Taylor:

Die Funktion f sei in der Umgebung der Stelle xo (n + 1)-mal di Lerknzierbar; dann gilt
die Taylor-Entwicklung:

00 =1 00) + D) - 0 = xa) + o e —xg)? - 0D (4 Ry

dabei gibt es eine Stelle u zwischen X, und X, so daf§ sich das Restglied R,, darstellen

1aRt in der Form
f (n+1)(u)

(n+1)!
Im Sonderfall xo = 0 liefert die Taylor-Entwicklung

Rn(X) = (x — xo)"t:

f (M(0)
n!

f(x)=f(0)+f?0)-x+fztﬁx2+---+ X"+ R,h(X)

12



1 Reihen

mit £ D (s0)
— #X n+1 H .
Rn(X) = NCED mit 0<s#<1:
5 _ 0) 0w _
n(x) = (X — Xo)* heilst n-tes Taylor-Polynom;

Ko k!

Rn(X) =f (X) — Ph(x) heilt Restglied der Taylor-Entwicklung von f um Xo.

Art der Annéherung:

n=0: Po(Xx)="f(Xo) durch die Gerade y = f (Xo)

n=1 Py(x)="F(xg)+f(xo) (X —Xo) durch die Kurventangente im Punkt (xo; f (Xo))

n=2. Py(x)="F(xq)+f(xq) (Xx—xXo)+ @(x — Xo)? durch die durch den Punkt
(Xo; f (Xo)) verlaufende Parabel, die dort die gleiche Tangente und Krimmung
hat wie f .

Beispiele:

13



1 Reihen

Ist die Funktion f in (a;b) mit X, [(&;b) beliebig oft di Lerknzierbar, so erhalt man fur

n - oo die Taylor-Reihe
)
k!

(x = Xo)*:
k=0

Beispiele:

Gesucht ist die Taylor-Reihe der folgenden Funktionen um xq = 0:

1 f (x) = e esiist f O(x) = e F0(0) = & = 1 KICN
Pk |

W ist damit die Taylor-Reihe zu e*.

k=0

14



1 Reihen

Nicht jede beliebig oft di Lerknzierbare Funktion wird durch ihre Taylor-Reihe dargestellt.
Es gilt jedoch:

Satz: Es sei f auf (a;b beliebig oft dilerknzierbar mit X, [(&; ). Dann konvergiert
die Taylor-Reihe zu f gegen f, wenn gilt:

B i LW
R L )

(X —xo)""t =0
Bemerkungen:

1. Ist 0 <r < oo der Konvergenzradius der Taylor-Reihe von f, so wird f hdchstens
auf [xo —r; Xo + r] durch die Taylor-Reihe dargestellt.

2. Die Darstellung einer Funktion durch ihre Taylor-Reihe ist dasselbe wie die Dar-

stellung als Potenzreihe.
Sofern es moglich ist, verwende man bekannte Potenzreihenentwicklungen, um die
Taylor-Reihe einer bestimmten Funktion anzugeben.

Beispiele:

15



1 Reihen

Binomische Reihe

e

Die Taylor-Reihe zu (1 + x)? ist K x* (a [CR)
k=0

1. Fall: a NI wegen ;k = 0 fir k > a bricht die Taylor-Reihe nach dem Term mit
x2 ab. Die Taylor-Reihe liefert die binomische Entwicklung.

LI
2. Fall: FiralNgilt | 80 KICN:

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist r = 1, d.h. die Reihe ist konvergent filr
[xX1[(F+1;1), ja, es gilt sogar, daB auf diesem Intervall die Funktion (1 + x)2 durch ihre
Taylor-Reihe dargestellt wird.

16



1 Reihen

1.2.3 Rechnen mit Potenzreihen

O.B.d.A. sei im folgenden x, = 0 gewahlt.

Bemerkung: Alle nachstehenden Satze Ubertragen sich sinngemafR auf Potenzreihen
mit beliebigen Entwicklungspunkten.

Satz: (Dilerkntiation und Integration von Potenzreihen)

Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall beliebig oft (gliedweise) di[erenzier-
und integrierbar. Die Potenzreihen der Ableitungen und der Stammfunktionen haben
denselben Konvergenzradius wie die urspringliche Reihe.

Insbesondere gilt:

1
Es sei ax¥ eine Reihe mit dem Konvergenzradius r > 0. Dann ist die durch glied-
k=0

1
weise DiLerkntiation entstehende Potenzreihe kax¥™1 und es gilt:
—1 k=1
‘I':ll*?_I
axk = a; +2ax +3ax2>+ 1 x C(Err)
C<=¢
‘I':IIEI
axk  =2a,+6axx+::: i x CErr);
k=0
Ferper gilt:
i T —" o
axkdx= a xKdx= 1 X C@rr);
k=0 k=0 k=0
denn: Ist F gegeben durch F(x) = D] ;1x"+1, dann gilt:
1 L.?_l k=0
. 1
FXx) = Xt = gk
k+1
k=0 k=0
Beispiele:

17



1 Reihen

Satz: (ldentitatssatz fir Potenzreihen)

N |
Sind  ax"und  hxX zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien ry;r, > 0
k=0 k=0
P 1 ¥ ]
mitr ;= min(ry;ro)undgilt  ax=  bx* XIC@Er;r),so folgt a, = b, [KICN.
_ k=0 k=0
Beweis:
P 1 P 1
Aus  axf=  phxK folgt fir x = 0: ap = hy,
k=0 k=0
1 1
aus  kaxkt=  khxk! folgtfirx =0:a; = b
k=1 k=1

Satz: (Addition und Multiplikation von Potenzreihen)

Es seien ax* und hx* zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien rq;r, > 0.
k=0 k=0
Dann gilt far alle x, x [(Fr;r), wobei r := min(ry;ry),

£ 1 £ 1 £ 1

e ax“+ bx= (a+h)x"
1 11 1 1 1
3 [ 3 [ ) N [
© akxk bxxk = ab— xK
k=0 k=0 k=0 1=0
Beispiele:

18
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Division von Potenzreihen (*)

u(x)

Den Quotienten f (x) = V) zweier Potenzreihen mit nichtverschwindenden Konver-
genzradien u(x) = ap + a;x + apx? + ::: und v(X) = by + bx + lpx? + ::: erhélt man
nach dem folgenden Schema:

Ansatz mit unbestimmten Koe [ziehten

f(X) =cCo+ X+ X2+t

Multiplikation der Potenzreihen von f und v und anschliefender Koe [ziehtenvergleich
der Potenzreihen f (x) - v(x) und u(x) ergibt die Koe [ziehten c.

Beispiele zur Substitution bei Potenzreihen:

19



1 Reihen

1.2.4 Anwendungen

1.2.4.1 Untersuchung von unbestimmten Ausdricken

20



1 Reihen

1.2.4.2 Eulersche Formel

] T gyt Fgyylk TGyt 1 2 ‘I':I 2k+1
& = = L e G
- k! (2k)! - (2k + 1)! 0 (2k)! - 2k +1)!
= +
- o8y Jﬁ LIT ] L 1 . -
. g2 = z_‘f I ® z '= T 2l bX P 1 7,)k — it

1
o & ko k! weo K 12 |!:|_|:|:|9_[| ko K
(k)zl k—I
Hieraus folgt: e<*Y = eXelY = eX(cosy +j siny).

1.2.4.3 Berechnung nicht-elementarer Integrale

Die in der Statistik oft verwendete Funktion

G(x)= e¥dt GauBsches Fehlerintegral

0

lalt sich nicht mit elementaren Funktionen darstellen, daher ist man auf Naherungswerte
angewiesen.
Mdgliche Vorgehensweise:

1. Reihenentwicklung des Integranden

2. gliedweise Integration der Reihe
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1.3 Fourier-Reihen

1.3.1 Trigonometrische Reihen und Fourier-Reihen im 2 -periodischem Fall

Gegeben seien zwei Folgen reeller Zahlen {a}x mg; {btx mo

Dann nennt man
ao 1
2 a, cosk!x + b sink!x
k=1

eine trigonometrische Reihe.

Bemerkung: Istay =0 [KICNh (bzw. b = 0 [KI[CNI), so spricht man von einer reinen
Sinus- (bzw. Cosinus-) Reihe.

Wir betrachten zunachst den Fall, daR die gegebene Funktion f die Periodenlénge 2
besitzt; in 81.3.3 wird dann der Fall einer beliebigen Periodenlange behandelt werden.

Es sei f integrierbar Gber [—; ] und es gelte fur alle x C[#; ]
1

f(x):%+ a, coskx + b sinkx :
k=1
Integration uber — lief
g er = ?El 1
f(x) dx = %dx+ akcoskx+b<sinkx dx
-1t -7 —-n k=1
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(es darf gliedweise integriert werden)

- L -
f(x)dx= ag+ ax coskx dx + b sinkx dx
_ k=1 _ k=1 _
K 1[Il [ [T ]
I =0 =0
1 k
[Cald=— f(x)dx
—T
S
f(x):?+ ax cos kx + Iy sin kx | -cosmx; m=1; :::dx
k=1 _
;‘rl:l K —1
f (X) cosmx dx = % cos mx dx + ay cos kx cos mx + bcsinkx cosmx  dx
-7 -7 - k=1
a  d—  d—
=5 cos mx dx + ax  coskxcosmx dx + b sinkxcosmx dx
_ k=1 _ k=1 _
Y " ! [0 O
=0 Integral verschwindet
Da gilt, dal cos( + )+cos( — )=2cos cos , folgt
e 1
coskx cosmx dx = 1 cos((k + m)x) dx+  cos((k—m)x) de:I: 0 ;fallsk &m
2 ; fallsk =m
o ™ ([0 "
=0

[Cal= E f (X) cosmx dx

—T

1
Analog zeigt man, da b, = — f (X)sinmx dx gilt.

-
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Definition:
Es sei f Uber dem Intervall [—; ] integrierbar.
Dann heilten die Zahlen a.; b mit
1
ay =— f(x)coskxdx; k [Ny
—T
1
b =— fX)sinkxdx; k NI

—T

die Fourier-Koe [ziehten der Funktion f . Die Reihe

Ao r_1 .
s(x)=?+ ay cos kx + b sin kx
k=1

heil3t die zu f gehorende Fourier-Reihe.

1
Schreibweise: f (x) Iﬁ + ay cos kx + by sinkx
k=1

Die obige Entwicklung heit harmonische oder Fourier-Zerlegung.

Bemerkung: Istf 2 -periodisch, so sind die Integranden 2 -periodisch und jedes Inter-
vall der Lange 2 kann als Integrationsintervall verwendet werden.

Spezialfalle:
1. Ist f gerade, so gilt ax = 2 f (X)coskx dx; k [CNb und by =0 [KI[NE
0
2. Ist f ungerade, dann gilt ax = 0; [KICNL und b, = 2 f (X)sinkx dx; k [Nk
0
3. Giltf(x)=f(x+ ) IR, so gilt

k+1 = k1 = 0; k [N,
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5
ax = — f(x)cos2kx dx; k [N,
0

2 f (x)sin2kx dx; k [Nl

ok =
0
4. Giltf (x) =—f (x+ ) fur XJ[CR] so gilt
a =0; ax =bx =0; k [N,
)
A+ = — F(X)cos(2k + D)x dx; k [N,
0
)
b+ = — f(X)sin(2k + 1)x dx; k [Nb.
0

Beweis zu 3.: —
1
a, == Lf (x)coskx dx +  f (x)coskx dx [
—T 0
o] 7]
f(x)coskx dx = (—1)% f(x+ )cosk(x+ )dx=(—1)¥ f(u)cosku du;
—T —T 0
hier wurde cosk(x + ) = cos kx ¢egkyT sin kx sijfqryerwendet und anschliefend u =
=(-D) =0
X +  substituiert.
Damit folgt:
- e r—
== K 4 ungerade
ay Ledl)c f(x)coskxdx +  f (x) coskx dx : ?f (x) coskxdx k gerade
0 0

Analoge Vorgehensweise flr die b’s. Ebenso fiir 4.

Beispiel:
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Vorbemerkung: Konvergiert die Fourier-Reihe einer Funktion fur alle x [+ ; ],
so konvergiert sie auch fur alle x [CR, da sie 2 -periodisch ist. Insofern ist es zweck-
malig, eine auf [—; ] definierte Funktion, deren Fourier-Reihe ermittelt werden soll,
2 -periodisch auf R fortzusetzen.

Satz: Die Funktion f genlige den Dirichlet-Bedingungen, d.h.

e f sei mit Ausnahme endlich vieler Stellen in [—; ) definiert und durch
f(x)=f(x+2 )2 -periodisch auf R fortgesetzt;
e f besitze in [—; ) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und fur alle xo I3+ ; )
existiere lim f(x)und Ilim f(x) R
X - Xo— X - Xo+
« f Usei bis auf endlich viele Stellen in [—; ) stetig.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe s zu f auf R und es gilt
1 L1 L1
[xXJ [R: s(xg)== I|lim f(xX)+ lim f(x)
2 X-Xo— X = Xo+

Bemerkungen:
1. Beispiele von Funktionen, die den Dirichlet-Bedingungen genligen:

a) Sagezahnkurve:

| ]
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 1
1 1 C_1
| |
0 2
b)
O ]
0  —
1
| = |
— 1
(- O -
1 [ | — |
1 HE=
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2. Ist f an der Stelle X, stetig, so gilt lim f(x) = lim f(x) und damit s(Xo) =
X - Xo— X - Xo+
f (Xo).

3. Falls f den Voraussetzungen des Satzes genugt, gilt fur alle k [N (c sei eine

Konstante) —
falls es Stellen X, gibt mit Iim f (x) 8 Iim+f x)
X - Xo

C

k
al; Ihd = - n X gi
12l 16 = falls es keine solchen Stellen X, gibt.

=~

1.3.2 Beispiele von Fourier-Reihen
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1 Reihen

1.3.3 Fourier-Reihe einer Funktion mit beliebiger Periodenlénge

Es sei f eine 2p-periodische Funktion, dann ist g mit g(x) = f (%x) 2 -periodisch, denn
es gilt fur alle x
gx+2 ) =f(G(x+2))=f(gx+2p) =f(3x) = 9(x)

ac=1 o) coskxdx = f(Px) coskx dx

—T 0 - —T
Eubst.: u=ox X =7
S —; dx=—du
du p p
1 [P ]
[Cal= p f(u)- cos(kﬁu) du

—-p
Damit kdnnen wir unsere zunéchst fir den 2 -periodischen Fall gewonnenen Ergebnisse
auf den Fall einer beliebigen Periodenlange verallgemeinern:

Definition:

Es sei f Uber dem Intervall [—p; p] integrierbar.
Dann heilten die Zahlen ax; b mit

]

ay =E f (x)cosk—x dx; k [Nk
p p
-p
1 ]

Q:B f(x)sinkadx; k NI

p
die Fourier-Koe [ ziehten der Funktion f . Die Reihe
o r 1 .
s(x) = —+ a, cosk—x + b sink—x
2 k=1 b b
heilt die zu f gehorende Fourier-Reihe.

Bemerkung: Istf 2p-periodisch, so sind die Integranden 2p-periodisch und jedes Inter-
vall der Lange 2p kann als Integrationsintervall verwendet werden.
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Spezialfalle:
5 [P]
1. Istf gerade, sogiltax = - f(X)cosk—xdx; k [(Np und b, =0 [KICNE
p . p
5 [P]
2. Ist f ungerade, dann gilt ax = 0; [KI[Nh und b = D f (xX)sin ka dx; k [CNE

3. Gilt f (x) = (x + p) XICR,, so gilt

ak+1 = k1 = 0; k [N,
[P ]

A = Z f (x) cos2k—x dx; k [Nb,
p p
0
5 [P ]
bk = b f (x)sin Zka dx; k [N

0
4. Gilt f(x) =—f (x+p) IR so gilt
ay =0; ay =y =0; k [N,
» ]
Ak+1 = B f (x) cos(2k + 1)Bx dx; k [N,
0

]

bok+1 = f (x)sin(2k + 1)6)( dx; k [Nb.

TIN

0

Satz: Die Funktion f genlge den Dirichlet-Bedingungen, d.h.

e f sei mit Ausnahme endlich vieler Stellen in [—p; p) definiert und durch
f (X) =f (X +2p) 2p-periodisch auf R fortgesetzt;

e f besitze in [—p; p) nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und fir alle xo CI3p; p)
existiere lim f(x) und Ilim f(x) R
X - Xo+

X - Xo—

« f Usei bis auf endlich viele Stellen in [—p; p) stetig.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe s zu fl%ljf R und es gilt

[xJ [RI: s(xo):1 lim f(x)+ lim f(x)
2 X-Xo— X = Xo+

Die Vorbemerkung und die Bemerkungen zu dem entsprechenden Satz in § 1.3.1 gelten
sinngemal’ auch im Fall einer beliebigen Periodenlange.
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Alternative Darstellungen der Fourier-Reihe:
In Anwendungen bedeutet haufig x =t die Zeit und
Damit lautet die Fourier-Reihe zu f
do r 1 :
> + a, cosk!t + bsink!t
k=1

o|43

mit
1
f (t) cosk!t dt

3
[l
| ro

0

]
f (t)sink't dt

—| o

b

0

Eine weitere Darstellung ergibt sich aus der Beziehung
a cosklt +hcsink!t = Agsin(k!t +' )
Begrundung flr diese Beziehung:

Agsin(k!t +" ) :%ﬁjﬂi'ffps kit +ﬁﬁﬂ§i‘ﬂn k!t
ak bk

21

die Kreisfrequenz.

Yrgefehrt: 1

a2+ = AZsin®'  +AZcos?' =Ax €0s?' +sin?' = A
a  Agsin' ¢ ) .
— = — =tan' im Fall b, =0 ist ' \ = sgn .
Damit 14t sich die Fourier-Reihe zu f auch schreiben als
ag ‘I':_I
> + Agsin(klt +" y);

k=1

Ay ist die Amplitude der k-ten Teilschwingung,
' k ist die Phase der k-ten Teilschwingung.

1.3.4 Komplexe Darstellung der Fourier-Reihe

Wir betrachten zunachst wieder den 2 -periodischen Fall.

Bricht eine Fourier-Reihe ab, so erhélt man ein trigonometrisches Polynom

a r_ 1

— + a, coskx + b sinkx :

2 k=1
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Mit Hilfe der Eulerschen Formel &* = cosx + j sinx und €% = cosx — j sinx ergibt

sich

cosx = 2(e* + e ¥¥) und sinx = %(eix — e );

eingesetzt in das obige Polynom liefert dies:

@ ||_?l'kx —jkx kx __ —ka — I|?]bk kx 4 ka —jkx
+ (e +e %) — m(é )= o * e e

2 e 2 EI%]]]HD.%]].D |:L|5_3|:|1|:|

C—k

I 1 I 1. I ] 1 1 r 1
=cy+ Cke]kx+ C_ke—ka =cy+ Cke|kx + Cke]kx — Cke|kx
k=1 k=1 k=1 k=—n k=—n
Durch den Grenzibergang n — oo erhalten wir, dal} eine trigonometrische Reihe
a, E 1
0 + ay cos kx + by sin kx
k=1

durch die Reihe
@ mitg [T

k=—o0

dargestellt werden kann, wobei die Konvergenz der komplexen Reihe bedeutet, dal der

Grenzwert lim c@ in C existiert.
n- oo
k=—n

Fur die Koe [ziehten ¢ gilt:

|
%lak —jby) furk>10

furk =0

%a_kﬂb K furk< 0

Folgerung: Wenn f gerade ist, so folgt ¢ K1z
Ist f ungerade, dann sind die ¢’s rein imaginar oder verschwinden.

Umgekehrt gilt:

ao = 2Co
ax = ¢ +Cc g =2Re() k NI
b =j(c —ck) =—2Im(c) k [N

Ferner gilt ci=c [KICZ

Fur die Amplituden Ay gilt:
L1 [ 1
Av= &+ = 4Re(a))*+4(0m(c))>=2 (Re(a))?+ (Im(c))?

= 2| = 2]c
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Direkte Berechnung der komplexen Fourier-Koe [ziehten

=l,=1 f (x) dx
©@=3%0=5
—T

Fir k [CNE
.

G = %(ak—jbk) = zi f(x)coskxdx—zj— f (x) sinkx dx

—T —T

1 _ _ 1 _ _ 1 _
=T f (x)(&@ + e 1) dx — T f (x)(&" — e T)dx = > f (x)e Ik dx
—T —T —T
Analog erhélt man

KICN: cy = 2i f (x)e* dx :
—T

Damit gilt fur alle k 2t

1
G = 5 f (x)e > dx :

-

Beispiel:

Komplexe Form der Fourier-Reihe einer Funktion mit bel. Periodenlange

Ist f eine 2p-periodische Funktion, so lautet die komplexe Darstellung der Fourier-Reihe

zu f -
& mit o =%) f (x)e %% dx; k Czt

—-P

32
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1.3.5 Numerische Fourier-Analyse (*)

O.B.d.A. sei f 2 -periodisch, bei anderer Periodenlange rechnet man f durch die Sub-
stitution u = £ in eine 2 -periodische Funktion um (siehe § 1.3.3).

Die Funktion f sei an 2N (&quidistanten) Stellen, den sogenannten Stutzstellen, x; =
ih; i =0;1;:::;2N — 1, mit h = § vorgegeben.

Ansatz flr ein trigonometrisches Naherungspolynom n-ten Grades

ao r 1 _
Qn(x) = > +  agcoskx + b sinkx:
k=1

Einsetzen der Stutzstellen x; in die Gleichung Q,(x) = f (x) liefert das folgende LGS

a r 1 _ .
Qn(xi) = ?+ a, coskx; + b sinkx; =f (xj); 1=0;1;:::;2N —1;
k=1

zur Bestimmung der a’s und b’s.

1. Fall 2N > 2n + 1: LGS ist Uberbestimmt — trigonometrische Approximation
2. Fall N = n: - trigonometrische Interpolation

1.3.5.1 Trigonometrische Approximation

Gegeben: Funktionswerte f; :=f (x;), an den 2N &aquidistanten Stitzstellen
Xi=ig:1=0;1::52N — 1.
Gesucht: Die 2n+1 Koe [ziehten des trigonometrischen Polynoms

do 1
Qn(X)=?+ a, cos kx + b sin kx
k=1

wobei 2n + 1 < 2N qgilt.
N
Da sich bei der Minimierung der Fehlersumme (Q(x;) — fi) Fehler gegenseitig auf-
i=0 ,
heben kénnen, wird die Summe der Quadrate der Fehler (Q(x;) — fi)?* minimiert.
i=0

Wir gehen ahnlich vor wie bei der Herleitung der Darstellung der Fourier-Koe [ziehten
in § 1.3.1 und nehmen dazu an, daB Qn(x;) =f;, i =0;1;:::;2N — 1, gelte.
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a 1 N
?+ am C0S Mx; + b, sinmx; = f; os kx;; iy k=010
m=1 i=0
2“@ N T 1 N T 1
—1 ?cos kx;+ am €0S MX; cos kx;+ by, sin mx; cos kx; =
i=0 i=0 m=1 i=0 m=1
Hilfsatz:
L1
INFT ] [ D k8m
(H1) cos kxj cosmx; = k=m<N
i=0 k=m=N
L1
NFT ] O kEm
(H2) sinkx; sinmx; = k=m<N
i=0 k=m=N
N
(H3) sinkxj cosmx; =0 fur alle k; m
i=0
k=0:
ag 2Nt 1T 2T 1 2NFT—
0 1+ am €0S mX; cos 0x; = fi
aftho™ 2 =
=agN (H1) =0
1 2NFLI
(= N fi
i=0
k> 0:
ag NFT— f INCE 1 2NFI—
0 cos kx; cos Ox; + am cosmx; coskx; = f; cos kx;
(1o m=t T ] =0
(H1) =0 Gn 0 kEm
N k=m=n<N
1 N1
ak:W f; cos kx;; O<k<=n:

i=0
Ebenso ergeben sich die Koe [ziehten by als

12'\I:1:_l
bk:ﬁ fisinkx;; l<k<n:
i=0

34
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1.3.5.2 Trigonometrische Interpolation

Essei N =n.
Fir x = x; =iy ergibt der Summand b, sinnx: kb, sinni > = 0.

ein LGS mit den 2n Gleichungen Qn(x;) = f; fur die 2n Unbekannten.
_ ) ag r 1 _
Die Interpolationsforderung Qn(xi) = f;, d.h. 0 + am COSMX; + by sinmx; = f;,
m=1
i =0;:::2n — 1, liefert fur k < n die Koe [Ziehten ap;:::;an—1; bi;:::b—1 wie in Ab-
schnitt 1.3.5.1.
Fur k = n ergibt sich eine Anderung:
r It 1 Zt S |
am COSMX; COSNX; = f; cos nx;
m=1 = i=0
o R 0 0
(H1) O fur m&n
- 2n firm=n=N

—iz f-cosnx-—iz ficosi —iz (—1)'f;
an_zn-_ i |—2n__ i _2n__ -
i=0 i=0 i=0

Bemerkungen

1. (Grenziibergang n — oo) Ist f integrierbar, so gilt fur die Koe [zefiten al™; K™

des trigonometrischen Interpolationspolynoms

a(()”) ”r%l am

Qn(x) = -+ & coskx + b sin kx + % €OS NX
k=1

l
a(k”) -~ = f(X)coskxdx;k =0;1;:::;n;

(n — o)
l
KV o = f(x)sinkxdx;k =1;::1;n—1;
0

d.h. fir n - oo geht Qy, in die Fourier-Reihe zu f Uber.

2. Der Aufwand zur Berechnung der Koe [ziehten des trigonometrischen Interpola-
tionspolynoms ist O(n?). Im Fall n = 2°; p [N , lasst sich die ”Fast Fourier
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Transform” (FFT) anwenden (s. Vorlesung Numerische Mathematik im Master-
Studiengang). Der Aufwand reduziert sich dann auf O(np).

1.4 Fourier-Transformation

Diese Einfihrung basiert auf

G. Glatz, H. Grieb, E. Hohloch, H. Kimmerer, R. Mohr
Fourier-Analysis

Bricken zur Mathematik, Bd. 7

Cornelsen Verlag, Berlin, 1996

1.4.1 Spektraldichte

1
Es sei f periodisch mit der Periode T und ! o := . Es gelte f (t) = e k@t mit
k=—o0
72
_ 1 f (t) e koot gt
T :
—-T/2

Ck

Annahme: ¢, Rl Wir setzen

Al =1,
' ;= k! g = KA
. 2
Dann gilt ! 5 = Al =?
1 1y Al
nd damit - = — = —:
n "TT2 72

Wir betrachten das sog. ,,normierte Spektrum

oT = f(t)e9tdt

s 1 1
(cT) el = > (CcT) eltAl

k=—oc0 k=—oco

|
=l = ~H

f ()
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Idee: Ausgehend von einer periodischen Funktion mit der Periode T, erhalt man durch
den Grenzilbergang T — oo, d.h. Al - 0, den Ubergang zu der Spektraldarstellung
einer nicht-periodischen Funktion.

(Spektraldichte)

C
5 Y i o B
72
f (t) e IOt dit 1o f (t) e 9t dt
-T/2 —oo
1 1 1
> (GT) eIt Al — 5 SC) elotql
(1= [n - i I
s =f (1)
,.Umkehrformel*

Definition:
Zu einer gegebenen Zeitfunktion f heil3t

S():= f()etdt

—oo

Spektraldichte der Funktion f ; das auftretende Integral heilt Fourier-Integral.

(Korrespondenzsymbol)

f(t) - S(!)

Funktion im Zeitbereich Funktion im Frequenzbereich

Die Zuordnung f B S heilit Fourier-Transformation.

Analogie:

periodische Funktion « diskretes Spektrum {Ay;' «} bzw. {c}
aperiodische Funktion « kontinuierliches Spektrum S(!)
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Beispiel (Spektrum eines Rechteckimpulses):

Impulsdauer T; =2T,
Periode T = 2Ty,

1
1 fur [t|=T

0 furTi< |t|<T,
ft+T)="f(t)
|:2_:_

0OTT T,

f(t) =

Fourier-Koe [ziehten:

1 2T, T
=_—  f@)dt=t=21
©=oy, TOd=>7 =3
e 1 B 1
[1__TII CE
1 1 Fr
=_— g lkwotgt = _—_ cosk! otdt —j  sink! otdt
Ck 2T, 2T, 0 J 0
-T1 —Fr -T1
1 ) 1 .. 1 . T
= _— cosk! otdt = sink! (T, = sink—= = —sink—
%= T 0 Tokl o T TE T, Tk T
0

Spektrum fur verschiedene Quotienten n = Tl. = %:
Im Folgenden sei T, fest und T variiert.

CO=

Sl

1 1 .1
=5 &= gosink o)

normiertes Spektrum: Mit! =kl qund T = fo—’; erhdltmanfurk 8 0

2 1 in(! \ T in(! T
=2 1 Gngr oy = 28T _ o SINC cT)
Lok ' FeTy
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Setzt man u = ! Ty, so besitzen alle Spektrallinien die Hullkurve Ft@) = 2T1~°’i$ mit
den Nullstellen u==+; *2;:::

oo sinu
{aT} —= B =2~

S(! ) = Ar ) ist die Spektraldichte (des Rechteckimpulses).
Berechnung der Spektraldichte des Rechteckimpulses mit Hilfe der Definition:

—1
1 fir |t|<T
f (t) — u | | 1
0 sonst
Far! 80 qilt
_e—jwt
S(t) = f (t)e‘j“’t dt = g lotgt = .
oo -1 J —T1
1 L] [ 2 eloTt —g~ioT

— _ = e—ju)Tl _ éle —

j! T

sinwTy
sin!T
=27 :
T,
Sinus cardinalis
int
) ;M furt 80
sinc(t) =t ]
1 firt=20
Achtung! Zuweilen findet man auch die Definition S2It,
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1.4.2 Vorbereitungen

Bemerkung: Die graphischen Veranschaulichungen sind vom Leser einzutragen.

1.4.2.1 Einheitssprungfunktion

Definition (Einheitssprungfunktion, Heaviside-Funktion):

—1
1 furt=0
(t) == )
0 furt< O
Beispiel 1:
Rechteckimpuls:
1
ir — T <t<
Ft) = 1 fir =T <t<T
0 sonst

t+T=0=t=-T
t—-T=0t=T

fW)= t+T)— (t—T)
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Beispiel 2:

1
B fir —T<t<0

f(t) = % fuirost<T
sonst

fO= t+T)—2 O+ (-T)

Beispiel 3:
1
. o
Ft) = mt—a) firast
0 sonst

f)=mt—a) (t—a)
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1.4.2.2 Einheitsimpuls

G =0 ©— t—")
Es gilt: d-(t)dt = 1:

—O00

Definition (Einheitsimpuls, Dirac-Impuls, Dirac-StoR):

® = limd® =lim; [ ©— "]

ist eine verallgemeinerte Funktion (Distribution)

—1
oo fallst=0 )
t) = mit tHdt=1
0 sonst

—O00

(t) wird durch einen nach oben gerichteten Pfeil der Lange 1 dargestellt.
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Der Einheitsimpuls an der Stelle t, wird beschrieben durch (t—to).

Eigenschaften von
Es gilt (—t) = (t), d.h. st gerade.

Ausblendeigenschaft: f (t) (t —to) =f (to) (t —to)
Insbesondere gilt firto =0: f (t) (t) =1 (0) (1)
f(t) (t—to)dt =T (to)
Beispiel:
cost (t+ §)dt = cos(—E) =0

—O0o

Zusammenhang zwischen und

Definition:
Die Einheitssprungfunktion I&sst sich approximieren durch die Rampenfunktion s;.
L1
Fofurt< 0
se(t):= L furost<"

E e <
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Damit gilt:
="
Beispiel (Dreieckimpuls):

L1 t|:| L1 tI:I
u®= 1+ [+T)= O+ 1=-2 [O= =T

Formales Di[Cerknzieren liefert:
—1 —1

=3 =11 a+D= O+ 1+ [@+T)= )
1 tI:I
—ZlO- =D+ 1-= (O ¢=T)

=1l (+T) =2 O+ =T+ (t+T)— (t—T)
L ]
1 [ ]
7 Rdds Caaiat +t|ﬂEETﬂE
—T8(t+T) =05(t) T3(t—T)

(Ausblendeigenschaft)
: 1
U =0 +T) =2 O+ (=T

siehe Beispiel 2 in § 1.4.2.1. Ferner gilt

2
0= =21+ N -2 O+ -7
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1 Reihen

1.4.2.3 Faltung

Definition:
Unter der Faltung der beiden Funktionen fq;f, versteht man die Operation f; [fl,
definiert durch

fq OEb(t) == () fo(t— )d

—oo

Satz:
Das Faltungsprodukt ist kommutativ, d.h. es gilt
f, Ob =1, [T}
Beweis:
SubsErzt—u
f, Oh() = f)fit—uydu “=T —  f()fo(t— )d
_
= fi(O)f(t = )d =1 [Th(1)
]
Satz (0.B.):

Die Faltung ist assoziativ und distributiv beztglich der Addition, d.h. es gilt:

fq O, [Tk) = (f1 [Th) [Tk
f L +)=f Laa+f [

Beispiel 1:

fat) =f) =f (@) =e™" (1)

FOA() = f()(t— )d = e ()e~®D t— )d
- ] - [t]
= () e e ®d = (et 1d =te ' (1)
0 0

45



1 Reihen

Beispiel 2:
fi@)=e™ @ f2= ©— ¢-T)
fo )= [ ()— ( —TD]e ™ (t— )d
=
g fuirt< 0
—F ]

g te’d fur0<t<T

2 tetd  furT <t

0
—1
(S furt< 0
: _ _t s
%h Df?rOSKT
el —1 furT<t

Nebenrechnung: R e—terdr=e—t" eTdr=e—ter |;=e_t(et—1)
0 0

1.4.3 Die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung

1.4.3.1 Definition und Existenz der Fourier-Transformierten

aus § 1.4.1: S )= f(t)e ¥t
1
Umkehrformel: f (t) = > S(! )eltd!

—oo

Ubliche Bezeichnungen: Frequenzvariable: Statt der Kreisfrequenz !
wird als Frequenz f mit! =
2 f verwendet.
Zeitfunktion: s(t) (statt f (1))
Frequenzfunktion: S(f) (statt S(!))
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1 Reihen

Definition (Fourier-Transformation):
Es sei s eine auf R definierte reellwertige Funktion. Existiert das Integral

= :
s(t)e 12™tdt fir alle f R, so wird hierdurch auf R eine Funktion S mit
S(f)= s(t)e I Mgt

—O00

definiert. S hei3t die Fourier-Transformierte zu s. Die hierdurch gegebene Zuordnung
s(t) - S(f) heilt Fourier-Transformation.

Bemerkungen:

1. Die Fourier-Transformation ist nicht eindeutig, denn sind s; und s, auf R de-
finierte reellwertige Funktionen, deren Funktionswerte sich nur an endlich vie-
len Stellen voneinander unterscheiden, so besitzen doch beide die gleiche Fourier-
Transformierte, da sich der Wert eines Integrals nicht &ndert, wenn man den Inte-
granden an endlich vielen Stellen abandert.

2. Nicht fur jede auf R definierte Funktion existiert das Fourier-Integral. Als Beispiel
wahlen wir s(t) = 1 1Rt Um die Frage der Konvergenz des Integrals

le 7i2ftdt  zy entscheiden, betrachten wir

—O0o

[a]
pianftyt — _i e—j2nft%.
j2f 0
0
Der Grenzwert fiir a — oo existiert nicht, da e 72" = cos2 fa —jsin2fa fir

a - oo unbestimmt divergent ist.
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Satz: =1
Ist die Funktion s: R - R absolut integrierbar, d.h. gilt [s(t)| dt < oo, dann besitzt

—O0o

s eine Fourier-Transformierte, welche Uberdies beschrankt ist.

Beweis: Fir alle f [CRIgilt

55 |
s(t)e 12" ftgt ’ t)e‘ﬂ"f‘at 1 O g ls®ldt< oo

|e—j2nft|=1 —oo

1.4.3.2 Umkehrformel

Satz (0.B.):

Die Funktion s : R — R sei absolut integrierbar mit der Eigenschaft, dal auf jedem
beschrankten Interval sowohl s als auch s bis auf endlich viele Sprungstellen stetig sind.
Es gelte fur alle to [CRI: s(tp) = %(tligp_ s(t) + tIi{p+ s(t)).

Dann gilt fur alle t Rt

sty = S(f el

—O0o

Bemerkung: Das Integral in der Umkehrformel ist als der sogenannte Cauchysche
Hauptwert zu verstehen:

o = aIim ..df, d.h. die Grenzibergange gegen oo sind in der gleiche Weise
—o00 "oo_a

vorzunehmen.

Definition:
Die Zeitfunktion s(t) und die Frequenzfunktion S(f ) bilden ein
Fourier-Transformationspaar, wenn sie den folgenden Gleichungen gentigen:

S(f)y= s(t)e i2tqy

—0o

s(ty= S(f el ek

—O0o
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Bezeichnung: s(t) CtLLIS(f)
s heillt Original-/Oberfunktion
S heit Bild-/Unterfunktion

1.4.3.3 Darstellungen der Spektraldichte

Aufspalten in Real- und Imaginarteil:

Mit e2™t = cos2 ft —jsin2 ft folgt

S(f)=  s(t)[cos2ft —jsin2ft ]dt
L1
= s(t)cos2ftdt +j =1 s(t)sin2 ftdt 1
1= (1L O 1= [0 |
R(T) 1(F)
Fourier-Cosinus-Transformation Fourier-Sinus-Transformation

Kartesische Darstellung: S(f) = R(f) +jI (f)
R(f); 1 (f) sind reellwertig

R ist gerade: R(—f) = R(f)

| ist ungerade: I (—f) =—I(f)

Ferner gilt:

s(t) gerade [S{f)=2 s(t)cos2 ftdt

0

s(t) ungerade [S{f)=-2j s(t)sin2 ftdt

0
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1 Reihen

Darstellung in der Exponentialform

sa)=|sgneW“>

[S(F) = R2(f)+12%(f) Betrag (Amplitude)
ey — I(f)
(f ) = arctan m Argument(Phase)

|S(f)| und " (f) sind reellwertig
|S(f )] ist gerade
" (f) ist ungerade

Beispiel:

sty =e™ ™. (t); 0<

S(f) — e—ate—jZHftdt — e—(cx+j2nf)tdt — _#e—(aﬂmf)t
+j2f 0
0 0
_e—O(t
= ———[cos2ft —jsin2ft ]
+
21— 0 ]
—1 ] o 1]
=~ ﬁn e ®[cos2fu —jsin2fu ] —lEl
+j2f Ty [TLl 1
=0
_ 1 —j2f _ +i —2f
- : T -2 2f 2 2 2f 2
+j2f L 0 o Kl s 5
R(F) 1(f)
N —j2f
g at (t) I T4 —2f2
2 4 2f2 1
IS() = (244 2f2|)£|+( 2+ 4 %22 244 %2
—1
' (f) = arctan —Q = —arctan 2—:
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1 Reihen

1.4.4 Eigenschaften der Fourier-Transformation
Satz (Additionssatz):
F{ 151+ ,8}= F{si}+ F{s;} 1; , [R

Bemerkung: Gilt fir iSi entsprechend; F~1 ist ebenfalls linear.
i=1

Beweis:
F { 1sl(t) + ZSZ(t)} = ( lsl(t) + ZSZ(t)) e—jZTIftdt
oo

= 1 Sl(t)e_jznﬁdt + Sz(t)e_jznftdt
= F{si(O}+ F{s2()}:
Satz (Vertauschungssatz):
S(f)=F{st)y L[ —3(-f)=F{SM)}
Beispiel (vgl. Beispiel in § 1.4.1):

sin 2nfT
2T 02T 50

r)= (t+T)— (@t-T) LI

2T f=0
2T SIN@MT) - falst £ 0
R(t) — 2mtT
2T fallst =0

F{RO}y=r=f)= f+T)— (=f -T)
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1 Reihen

Satz:

S(t)=F{s®} L[B(f)=F{s(-1}

_
Beweis: S(_t)e—jZT[ftdt — S(u)e—jZTI(—f)udu — S(_f )

—O0o —O0o

Beispiel (Fortsetzung): s(t) = e~ (t)

Substitution:
u=—t [da=—dt

1 +j2f
_ — at _ —_ o — =
s(—t) =e* (-t) FASCO} =S(-1) = —573 244 22
L1
e—altl — et ) +e™ (1) t80
1 t=0
O e | 1 ] ]
F e =F e (t) +F e (—t)

1 1 2

+ =
+j2f —j2f 2+4 2f2
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1 Reihen

Satz (Zeitverschiebungssatz):

F {s(t — to)} = e 7" F {s(t)}

Beweis:
Subst: u=t—tp
Gteay
F{s(t—to)}= s(t—tg)e &gt - s(u)e 2T gy
— g i2nfto S(u)e—jZHfudu:
= (14 -
F{s(}

Beispiel:

s()y=e™™ (1);  S(f)= _ (vgl. § 1.4.3.3)

L] [ e-i2nfio
I: ed(t—to) t—t — .
t=t) =~

Satz (Frequenzverschiebungssatz):
[ N
S(f) = F {s(t)} [ 1 S(f —fo) = F s(t)ei2fot

Beweis:

s(t)elnfote miznftye —  g(t)e I2nT—Toltgt = S(f — f):

—0oo —o00
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Beispiel:

I:Ism2rth
r)= t+T)— (t-T) LU 2T e 180

2T f = 0
sin 2n(f—Ffo)T
0
r(t)ef2nfot L1 ZTW fallsf B f,
2T fallsf = f,

Anwendung:

I 1]
S(f —fo) =F s(t)eiznfot -
S(f +fo) = F s(he ™
_ — j2nfot —j2nfot
S(f —fo) +S(f +fo) =F s(t) (&)™ +& b

2cos 2nfpt

Damit folgt

S(f)=F{s(t)} I:%(S(f —fo) +S(f +fp)) = F {s(t)cos2 f ot}:

Satz (Ahnlichkeitssatz):

S

SH)=F{s(t)} L[F{s(at)}= HS 2 [allRta & 0:

Beweis: Siehe Ubung.

Beispiel:

I:|5|n(21'th)
2T f80

r)= @¢+T)— (t-17) L0 2nfT
2T f =

LT 1 [ 1 L1 1 L1 L]

(4nfT)
a:}' r E = £+T — E_T 11 4Tsm4rt¥T fE0
2 2 2 2 4T f =

54



1 Reihen

Satz (Dilerkntiation im Zeitbereich):
) CLOig(f — &S
P ST dtn

Fourier-Transformationspaar

HHG2 t)s(f)

Beweis: Aufgrund der Umkehrformel gilt

s(t) = S(f )el Tt

—Ooo

8(t) = 3-?: S(Hi2f et - L8 ELHjRf S (f)

oo Umkehrformel

Far die hdheren Ableitungen analog.

Satz (Dilerkentiation im Frequenzbereich):

S =F s} b =F{-i21)" st}

Beweis: Durch Dilerkentiation der Definitionsgleichung.

Folgerung (Multiplikationssatz):

g

> g = FASO}

Beispiel:

I:Isin 2nfT
2T Sn2MT  § 50

r)= t+T)— (t-T1) LD

L]
ry CLO A 2T cos2fT —sin2fT ] f 80
0 F =0
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Satz (1. Faltungssatz):

Sf)=F{si(t)}; i=L2 L[5 S;=F({s [sh}
Beweis:
—
F{s: S(®)}= L5 )sp(t— )d LeF™dt
—
o o o si() L _Js,(t — )e 12 ftgt Lol
Vertauschen der _ o — oo
Integrationsreihenfolge
ist erlaubt
=" si()ePTS,(f )d

=S(f)  si()e7Fd =Si(f) So(f)
12 (1 |

S1(f)
* Nebenrechnung:
Syt — )e 12mMgt

Subst: u=t+—r

L
(L et T | | |

= Sz(U)e —j2T[f(u+T)du — e—jZTrfT Sz(u)e—JZHfudu

- T2 EEE ]
S2(fF)
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Beispiel:

si(t) = s2(t) =e™™ (1)

. 1
Dann gilt (vgl. § 1.4.3.3) F {s(t)} = et
und (vgl. § 1.4.2.3) s [S(t) =te ™ (t)
und damit F %I_O‘t t) = 1
S +j2f )

Satz (2.Faltungssatz):
Sif)=F{si)}; i=12 L[F{s 5:}=501F

Beweis: Analog zum 1. Faltungssatz.

Satz (Integrationssatz):

] L1
] 1,

1
F s()d = j2—fs(f)+ ES(O)- (f)
Beweis: Folgt in § 1.4.5.3

Satz (Parsevalsche Gleichung):

SF)=F{s(t)} [ (t)dt= |S()>d

Beweis: Wir wahlen im 2. Faltungssatz s; = s, =: s, dann gilt:

S(t)e2otgt = S(F)S(fo — f )

Speziell fur fo = 0 ergibt sich:

St)dt=  S(f) S(—f )

—O0Oo —O00
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Nun gilt (vgl. § 1.4.3.3):

S(f) =R(f) +jl (f)
S(—=f)=R(=f)+jl () =R(f) —jli (f) = S'(F)
CB(f) - S(—F) =R*(f) +1%(f) = [S(F)I”

Folgerung:
=g B
— dl ==
! 2
0
Beweis:

Wir wahlen r(t) = (t+1)— (t—1); dann gilt
1
rPfdt= 1dt=2

—oo -1

Anwendung der Parsevalschen Gleichung liefert:

R2(f)df =  r2@t)dt=2
]
Il 1 Il 1
4 sin2 f LZ—_Id _ 4 sin! Lz—_dll Substitution:
o — 2— ! . w=2nf; SP=2n

Beachtet man, dal} der Integrand gerade ist, so folgt

EIC1 L1 =],

| |
S|?. 4l =2 sin! gl
— oo ’ 0
und damit
! 4.2 2
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1.4.5 Weitere Beispiele und Anwendungen

1.4.5.1 Fourier-Transformierte des Einheitsimpulses

Mittels der Ausblendeigenschaft des Einheitsimpulses erhalt man

F { (t)} = (t)e —jnftyy — g —i2nof — 4 (t) L1y

—O0O0

Mittels Vertauschungssatz folgt: |1 LU (—f) = (f)

1.4.5.2 Fourier-Transformierte der Einheitssprungfunktion

Konstruktion der Spektraldichte von (t) tiber die Spektraldichte $-ebr Signum-Funktion
sgn(t):

sgn(t) = (1) — (—t) L-Idg)

Verallgemeinerte Ableitung (vgl. § 1.4.2.2)

d ) — (— (—t)) =
g = O-C=CE)=20

d
1 9.
p sgn(t) 2;

andererseits liefert der Di Cerkntiationssatz:

d .
i sgn(t) CLDJj2f $¢h
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Der Vergleich der rechten Seiten ergibt

$h = -

N

Die Einheitssprungfunktion 14kt sich mit Hilfe der Signum-Funktion darstellen:

1
(t) = lsgn(t)+1 tE0
1

2
t=0

Damit folgt:

) O+ O
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1.4.5.3 Beweis des Integrationssatzes

Faltung der Zeitfunktion s(t) mit der Einheitssprungfunktion liefert

[t1]
(st = s() t—)d = s()d:

—O00 —O00

Anwendung des 1. Faltungssatzes ergibt

e L T —
P04 5 SO 7 +2®
— l 1 .
— B S0)+550) ()

)
Ausblendeigenschaft
von &(f)

1.4.5.4 Fourier-Transformierte des Dreieckimpulses

Fir die 2. Ableitung von s gilt nach § 1.4.2.2

(Zeitverschie-
bungssatz)

]
[t+T)—2 )+ (t—T)] CLD? el2mfT — 2 4 72T

2s
dt2

o

|~
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1 Reihen

I%}T[fT _ e—jnfT |;_|

|| =

_ 2_ _ 4.5
T[ZJsm fT "= Tsm(fT)

Andererseits gilt nach dem Di Lerentiationssatz

i (2F Y2S(f)=—4 262.S(f)

Durch Vergleich der beiden Bildfunktionen erhélt man:

%U‘f” 2 furf 20

S(f) = nfT :
E firf =0

1.4.5.5 Fourier-Transformierte periodischer Funktionen

Mit (1) LUl undst) =1 LLUIS(F) = (f) folgt unter Verwendung des Fre-
guenzverschiebungssatzes:

S —fo)= (f —fo) L ls(t)elfot = gizrfor
ej2nfot 1 (f _fo)

1 1
s(t) = qel2mkfot L S(f) = ¢ (f —kfo)
k=—oco k=—co
Die Fourier-Transformierte
Fourier-Reihe der periodi- einer Fourier-Reihe besteht
schen Funktion s mit der aus Einheitsimpulsen der
Periode T = 2 = & Intensitat ¢, an den Stellen
k-fo.
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1 Reihen

Zusammenhang zwischen der Spektraldichte eines Einzelimpulses und den komplexen
Fourierkoe [ziehten der zugehorigen periodischen Impulsfunktion:
Wir betrachten den Einzelimpuls sp(t)

so(t) HLUHISy(f)= so(t)e 12 dt
= so(t)e ¥t

N

Fur die komplexen Fourierkoe [ziehten der durch periodische Fortsetzung entstehenden
Funktion s(t) gilt

; . 1
G = s(t)eZkfotgt mit T = o lo=2f o
0

|~

NS

Der Vergleich der beiden Darstellungen liefert

1
G = +So(kfo); k L2

d.h. die normierten komplexen Fourierkoe [ziehten{c,T} sind die Funktionswerte der
Spektraldichte des zugrundeliegenden Einzelimpulses so an den Stellen kf,. Damit er-
halt man fur die Fourier-Transformierte der periodischen Impulsfunktion s(t) die Dar-

stellung

1
St)=2  Sulkfo) (f —Kfo)

k=—o0
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Beispiel:
—1
tt — =st<
So(t) =
o) 0; sonst

Dann gilt (vgl. Beispiel in §1.4.4)

J

' ]
2 2f2 '

I:I2 I:IZIII_I:I2
2 “fcos 2 “f —sin 2 “f

So(f) =

Mit T =2 , d.h. kfo = X, folgt
1 ]

skt = i3 Fcdiosicy 5

(—Dk =0
2 ]
— (—1)\K
= (D",

_1 oy d
G = 3 So(kfo) = ( 1)« i
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1 Reihen

1.4.6 Ausblick: Laplace-Transformation

Um die Laplace-Transformierte aus der Fouriertransformierten herzuleiten, multiplizie-
ren wir die gegebene Zeitfunktion s(t) mit dem konvergenzerzeugenden Faktor e ~°t,
> 0 hinreichend groR gewahlt:

1 .
_os(t)e ™™ fart=0
fm=, firt< 0
F{&D}= s(t)e e Mgt =  g(t)e@H2igt:
0 0

Mit! =2f undp= +]j! folgt

F{$®}= se™dt=S(p); pL[

0

Wendet man auf S(p) = S( +j! ) die Fourier-Rucktransformation an, so ergibt sich

L1
_ I
ﬂ:D — S( +j! )eJerftdc %IT =2
1
=5 S( +j!)eletd! e
1
_ . (a+jo)t bst.: p=a-+j =j
st =5~ S( +]j)e@ ! e e )
1 ofFiop
2] S(p)e”'dp
a—Joo

Die Integration erfolgt dabei in der komplexen Ebene langs einer Parallelen zur imagi-
naren Achse.
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Definition:
Die Zeitfunktion f (t) mit f (t) = 0 fur t < 0 und die Frequenzfunktion F (p) bilden ein
Laplace-Transformationspaar, wenn sie den folgenden Gleichungen gentigen:

F) =L{f®O}= f()e™™d; pLCa
0
ofFIcp

ft)=L"{F(p)}= 2] F (p)eP'dp:

a—joo

Bezeichnung: f (t) LR (p)

= Additionssatz (d.h. L; L™ sind linear)
= Ahnlichkeitssatz

e \erschiebungssatze

e Dampfungssatz

e Dilerentiationssatze

e Integrationssatz

e Faltungssatz

» Korrespondenztafeln, z.B. von Doetsch

Di Lerkntiationssatz der Laplace-Transformation

f@) “SF(p)
fi) =-HpF(p) -1 (0)

rechtsseitiger
Grenzwert,
falls £ nicht
di Cerkn-
zierbar far

TETTIT ]
f%)  “-Up’F () —pf (0) — £107)

tO@ L") —p" () —p i H0T) — - — £ TP (07)

Mit diesem Satz lassen sich bequem Anfangswertprobleme bei linearen Di [erkntialglei-
chungen mit konstanten Koe [ziehten ldsen.
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Beispiel:

y+2y=4  y(0) =4
1. Schritt: Transformation der Di [erentialgleichung in den Bildbereich
L{yD+ 2y} = L{y% + 2L {y} =L {4} =4L {1}

Der Di[lerkntiationssatz liefert fur Y (p) = L {y}

g

I‘l—‘
=

p(p—a)

4 1
pY (p) — y(0) + 2Y (p) =5 1 '1:'5
4
(P+2)Y(p) —4= P
2. Schritt: Losung der algebraischen Gleichung
444
Y=t =4 . °
p+2 p(p+2) p+2
3. Schritt: Rucktransformation
y®) =L {Y(p)}
1 1 [ |1 1 edt
— —1 —1
- pp+2) - ¥ 2 gat — 1
—1 2
=2t __ |:|
=4 e_21+e_2t =2"+2=2¢"+1
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2 Funktionen mehrerer Veranderlicher

2.1 Funktionen mehrerer Veranderlicher und ihre Darstellung

Ws bezeichnet den Wertebereich von f .
Spezielln =2: z=1f(X;y)
n=3: w=f(xy;z)

Beispiele:
1. Ohmsches Gesetz u = u(R;i) =R -i

2. Der Gesamtwiderstand R eines Stromkreises mit Einzelwiderstanden R;; R,; R3
betrage R = R(R1;R,;R3) = R, + RRZ";RR33. Er wird beschrieben durch die Funktion
f (x;y;z) = x + ZLZ mit dem Defintionsbreich

y+z

Dr = {(x;y;2) [RP|x;y;z=0;y + 2z > 0} = [0; 0)* \ {(x; 0; 0)|x [RI}.

Im Fall n = 2 wird durch die Funktionsgleichung z = f (x; y) jedem Zahlenpaar (Xo; Yo) [1
D¢ genau ein Funktionswert z, = f (Xo;Yo) zugeordnet. Wir fassen das Zahlentripel
(Xo; Yo; Zo) als kartesische Koordinaten eines Punktes Py im dreidimensionalen Anschau-
ungsraum auf. Der Funktionswert z, besitzt dabei die geometrische Bedeutung einer Ho-
henkoordinate. P (Xo;Yo; Zo) liegt im Abstand |zy| ober- oder unterhalb der x;y-Ebene,
je nachdem, ob zg > 0 oder zog < 0 ist. Liegt P(Xo;Yo;Zo) in der Xx;y-Ebene, so ist
Zo = 0. Ordnet man auf diese Weise jedem Zahlenpaar (x;y) [O¢ einen Raumpunkt
P(x;y;z) mit z = f (X;y) zu, so erhélt man eine Uber dem Definitionsbereich von f
liegende Flache.

Beispiel: Ebenen im Raum
Allgemeine Form der Ebenengleichung im Fall n = 3: ax +by+cz+d =0

Spezialfall: Koordinatenebenen
X;y-Ebene: z=0
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

y; z-Ebene: x =0

X;z-Ebene:y =0

Parallelebenen zu den Koordinatenebenen
z.B.z=a; akonst.

Die perspektivische Darstellung raumlicher Flachenstiicke ist oft aufwandig. Man be-
gnugt sich daher haufig mit einer partiellen Darstellung der Funktion f, indem man
Schnitte durch die Flache von f parallel zu den Koordinatenebenen legt. Dies geschieht,
indem man eine der Variablen konstant halt. Die dabei entstehenden ebenen Schnitt-
kurven werden dann in der entsprechenden Parallelebene dargestellt.

Beispiel: z=f (x;y) =4 — x? —y?

Schnitte parallel zur x;y-Ebene: z=c; 4 —x* —y*=c [ X’k y*54—c

Dies ergibt eine Schar konzentrischer Ursprungskreise von Radius 4 — c.

Schnitte parallel zur y;z-Ebene: x =c¢; z = f‘:l_@@ﬁjyz = k — y? und Schnitte parallel
=:k

zur x;z-Ebene: y = ¢; z =4 —x2 — ¢ = k — x? ergeben jeweils eine einparametrige

Parabelschar.
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2.2 Grenzwert und Stetigkeit

Im R kann man sich einer Stelle x, von zwei Seiten her nahern, wahrend man sich im
R? einer Stelle (Xo;Yo) auf beliebigen Wegen nahern kann.

Definition (n =2): Es seien {xx};{yx} zwei Folgen reeller Zahlen. Dann heil3t
{(X«; Y)} Punktfolge im R?.
Falls kIim Xx = aund kIim Yk = b, so heil3t die Punktfolge {(Xx; yx)} konvergent gegen

&Db.
Schreibweise: JETO(XK;Yk) = (a;b bzw. (Xk;yk) - (@;b) (k - o)

Die Funktion f heit stetig an der Stelle (Xo; Yo), wenn fur jede gegen (Xo;Yo) konver-
gente Punktfolge {(Xx;Yx)} aus dem Definitionsbereich von f gilt
lim £ (i yio) = f (%03 Yo):

Die Definition fur n > 2 erfolgt entsprechend.
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

2.3 DiLerkntialrechnung

2.3.1 Partielle Ableitung

Schnitt der Flache mit der Ebene y =y

Flachenkurve k; : z =1 (X;yo) =: 9(x)

9(xo + Ax) —g(Xo) _ lim f (Xo + AX;Yo) — f (Xo; Yo)

AX AX -0 AX

Existiert dieser Grenzwert, so heilt f partiell di [efdenzierbar nach x an der Stelle
(Xo; Yo) und dieser Grenzwert heilt die partielle Ableitung von z = f (x;y) nach x
an der Stelle (Xo;Yo).

my =tan = gi(xo) = Jim

Bezeichnung:

f
fx(xO;yo)=%yng;yo) oder Zx(xO;yo)=%3xO;yo)

Schnitt der Flache mit der Ebene X = Xg

Flachenkurve k; : z =f (Xoy) =: h(y)

h(yo + Ay) —h(yo) _ lim f (Xo; Yo + Ay) — f (Xo; Yo)
Ay Ay -0 Ay

my =tan = h'{y,) = AI;/TO

Existiert dieser Grenzwert, so heilt f partiell di [efdenzierbar nach y an der Stelle
(Xo; Yo) und dieser Grenzwert hei3t die partielle Ableitung von z =f (X;y) nach y
an der Stelle (Xo; Yo).

Bezeichnung:

f
£, (X1 Yo) = % Xoiyo) oder  zy(oyo) = %@o;w

Besitzt f in jedem Punkt aus einer Teilmenge ihres Definitionsbereiches eine partielle
Ableitung nach x, so heillt f in dieser Menge partiell dilerenzierbar nach x und die
partielle Ableitung nach x ist selbst wieder eine Funktion von x und vy.

Analog gilt dies auch fur die partielle Ableitung nach y.

—— =, (X1;X2; 1115 Xn) bezeichnet die partielle Ableitung von f nach x;.

@x
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

—1
Beispiel: f(xy)= 1—x2—y?2

@x 2 1—x2—y? 1—x2—y?
@f y

—=fy(xy)=—

@y 06y 1—x2—y?

Definition (Gradient): Istdie Funktionf :D [CRT — R an der Stelle
D partiell dilerenzierbar nach xq;:::; Xn, SO heillt der Vektor

der Gradient vonf an der Stelle . ( [Cwikd geprochen als ,,Nabla*)

cnial- v o) — yZz
Beispiel: f(x;y;z) =x+ m
@x T @y (y+2z)* @z (y+§)2
Q) = gradf () = (1; —° =)'

(2+ 3)2;(2"' 3)?
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

Diskussion: Stetigkeit und partielle DiLerkenzierbarkeit

1
0 fallsxy =0
1 sonst
f istim Ursprung unstetig, aber dort partiell di Cerenzierbar nach x undy.

Beispiel: f (x;y) =

Satz: Wenn f, und f, in einer Umgebung von (Xo; Yo) existieren und in diesem Punkt
stetig sind, dann ist die Funktion f in (Xo;Yo) stetig.

2.3.2 Tangentialebene und totales Di Lerkntial

n=1: Gleichung der Tangente y =y + f {(Xo)(X — Xo)

n=2: z=f(xy)

Die Tangentialebene der Funktion z = f (X;y) im Flachenpunkt P (Xo; Yo; Zo) mit zy =
f (Xo; Yo) enthélt samtliche Tangenten, die im Punkt P an die Flache gelegt werden
kénnen.

Herleitung der Gleichung der Tangentialebene z = ax + by+c
Ubereinstimmung der Anstiege von Ebene und Flache im Punkt P

f f
%)i: %}gxm Yo) =& %ff %y(o?w) =b

P liegt sowohl auf der Flache als auch in der Ebene, d.h.

Zp = axg + by +c [cF 75 —axg — by = 7o — f x(Xo; Yo)Xo — fy(Xo; Yo)Yo.

Damit lautet die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z = f (x;y) im Flachen-
punkt P (Xo; Yo; Zo) mit zo = f (Xo; Yo)

L1 I%I—x [T
Z = fx(Xo; Yo) (X — Xo) + fy(Xo; Yo)(Y —Yo) + 20 = LE(Ro;Y0); y—yZ + 25

Beispiel: Es sei f (X;y) = x cos(x + y) + (y — 1)2e™’.

Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene im Ursprung?
zo=1(0;0)=1

fx(y) = cos(x +y) —xsin(x +y) + (y —1)% - (—=2x);  fx(0;0) =1
fy(Gy) = —xsin(x +y) + €7 - 2(y —1); fy(0;0) = —2
z=1x—0)+(—2)(y—0)+1=x—-2y+1
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

Totales Dilerkntial P (Xo;VYo; Zo) mit zo = f (Xo;Yo) Sei ein Punkt auf der Flache der
Funktion z = f (x;y). Welche Anderung erfahrt der Funktionswert, d.h. die Héhenkoor-
dinate z, des Flachenpunktes, bei seiner Verschiebung

1. auf der Flache selbst

2. auf der Tangentialebene in P?

1. Verschiebung auf der Flache:
Die Koordinatenanderungen werden bezeichnet mit Ax; Ay; Az
P (Xo0; Yo; 20) —» Q(Xo + AX; Yo + Ay; 2o + AZ)
Xo = Xo +AX; Yo - Yo+ Ay, Az =1 (Xg+ AX;yo+ Ay) —f (Xo; Vo)

2. Verschiebung auf der Tangentialebene:
Koordinatendnderungen werden bezeichnet mit dx; dy; dz wobei dx = Ax;dy =
Ay
P (Xo; Yo; 20) — Q'(Xo + dx; yo + dy; 2 + d2)
dx=X—Xg; dy=y-—vYy,, dz=z-—2
Aus der Gleichung der Tangentialebene ergibt sich
dz = f.(Xo; Yo)dx + fy(Xo; Yo)dy.

Fur kleine Werte von dx = Ax und dy = Ay ergibt sich ndherungsweise Az = dz =
fx(Xo; Yo)AX + 1y (Xo; Yo)Ay, d.h. die Flache z = f (x;y) darf in unmittelbarer Umgebung
der Punktes P nédherungsweise durch die Tangentialebene ersetzt werden (,,Linearisie-
rung*).

Definition: (Totales Dilerkntial) dz = fy(Xo; Yo) dXx + fy(Xo; Yo) dy heil’t das totale
(vollstandige) Di Lerential der Funktion z = f (x;y) an der Stelle (Xo; Yo).
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

Die Variable x und y mégen von dem Parameter t abhéngen,

z=1z(t) = f (x();y() :

Formales Dividieren des totalen Dilerkntials dz durch dt liefert die Kettenregel fur
Funktionen zweier Veranderlicher.

dz _ @f dx  @f dy
dt  @x dt @y dt
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

Ubertragen auf Funktionen mit n Variablen z = f (X1;:::;Xn), erhalten wir das totale
Di Lerkential L1 [ 1
Xm
L &l ] 1]
dz = —dx; = [();dx ; wobei dx = E E
_. @x
i=1 an
Kettenregel flr Funktionen z(t) = f (X1(t);:::;Xn(t))
dz _ T@fdx

dt - @x dt -’
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

Nachfolgend leiten wir eine wichtige Eigenschaft des Gradienten (s. § 2.4.3) im Falln = 2
her. Die Herleitung fir n > 2 erfolgt entsprechend.

Gegeben sei die Funktion z = f (x;y). Der Gradient von f an der Stelle (xo;Yyo) [D¢
lant sich schreiben als

[ (Xo; Yo) = fx(Xo; Yo)e™ + fy(Xo; Yo)e®
und das DiLerential von f an der Stelle (Xo;Yo) infolgendessen als
1] 1
dz = fx(Xo; Yo)dX + f(Xo; Yo)dy = LT (Xo; Yo); dxe® + dye?

. ] 1]
Es bezeichne ' = [T (Xo;Yo); dxe® + dye? .
Dann gilt (vgl. Diskrete Mathematik, § 4.5)

dz = ||dxe® + dye?|| || LECko; yo)|| cos " :

Wir betrachten nun nur Ortszuwéachse dxe® + dye®?, deren Endpunkte auf einem Kreis
vom Kleinen Radius r liegen.

Dann ist dz = r|| CiJjlcos’ allein abhéngig vom Winkel * .

Unter der Annahme [T _# 0 nimmt dz seinen gréften Wert fir ' =0 an.

Da das Dilerkntial ndherungsweise die Anderung der Funktion in Abhingigkeit vom
Argumentzuwachs beschreibt, nimmt die Funktion f am stérksten in der Richtung zu,
die durch den Gradienten gekennzeichnet ist.

Entfernt man sich vom Flachenpunkt Py(Xo; Yo; Z0), Zo = f (Xo; Yo), in einer zum Gradi-
enten senkrecht verlaufenden Richtung, so ist* = 7, was dz = 0 ergibt. Das zeigt, dal}
die Funktion f in dieser Richtung (naherungsweise) stationar ist.

Ergebnis: Der Gradient einer Funktion f gibt die Richtung des groten Wachstums
der Funktion an. Seine Norm ist ein MaR fir das Anwachsen in dieser Richtung. Der
Gradient steht senkrecht auf der durch den entsprechenden Flachenpunkt verlaufenden
Hohenlinie.

2.3.3 Hohere partielle Ableitungen

Gegeben sei z =1 (x;y)

f(x;y)
[ —

fx(Xy) fy(x;y)
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

L1 0C 1 I R

Fxx Fxy Fyx Fyy
Ll I | | 1 11 1 |

f XXX f XXy f XyX f Xyy fyXX f yxy f yyx f yyy

Schreibweisen:

1

e e e _ . _,
@?( ( X)X XX

@ f @f £, = f
@y'%'xzu @@y =
@x @y@x x (v =
@ f _ ©f
— = fy)y=f
@y @y ~ @y =y
WETyD: (== s 2 B2 S
Beispiel: f (x;y) = e *cosy; fx = —€e*cosy; fy=—e* siny
fyx = €XC0sYy; fxy = €7%siny; fyx = €7%siny; fyy = —e X cosy

Satz von Schwarz: Falls die gemischten Ableitungen stetig sind, dirfen die einzelnen
Di Lerkntiationsschritte vertauscht werden.

Beispiel:  fyyy = fyxy = fyyx

Im Fall n = 2 reduziert sich dann die Anzahl der zu berechnenden partiellen Ableitungen
2. und 3. Ordnung von 4 auf 3 bzw. von 8 auf 4.
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

2.4 Relative Extrema

2.4.1 Definitionen und Beispiele
Definitionen: EsseiM [CO CR"undf : D - R.f besitzt an der Stelle =
Umgebung von gilt

fxX)<f () (bzw.f()<f (X)) XE ;
f besitzt an der Stelle [M sein absolutes (globales) Maximum (bzw. Minimum)
auf M, falls gilt

fxX)<sf() (bzw. f()=f(x)) 1M

Ist M =D, so lat man h&ufig den Zusatz ,,auf M * fort.

Beispiele:
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

2.4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen fir ein relatives Extremum

Satz: (Notwendige Bedingung fur das Vorliegen eines relativen Extremums) Die
Bedingung fx(Xo;Yo) = fy(Xo;Yo) = 0 ist notwendig fir die Existenz eines relativen
Extremums an der Stelle (Xo; Yo) einer Funktion f , deren partielle Ableitungen an dieser
Stelle existieren.

Beispiel: z=f(X;y) =%x*>—Vy?% Xo=Yo=0

fx=2x; fx(0;0)=0;, fy=-2y; f,(0;0)=0

d.h. die notwendige Bedingung ist erfallt.

Schnitt der Flache mit der x;z-Ebene (y = 0) z = x?
Schnitt der Flache mit der y; z-Ebene (x =0) z = —y?
[CT(X;y) besitzt im Ursprung kein relatives Extremum.
Der Flachenpunkt (0;0;0) ist ein sogenannter Sattelpunkt.

Verallgemeinerung auf Funktionen von n Veréanderlichen: Notwendig fur das Vor-
liegen eines relativen Extremums an der Stelle einer Funktion f (X1;:::;Xn), deren
samtliche partiellen Ableitungen dort existieren, ist das Verschwinden dieser Ableitun-
gen an der Stelle , d.h.

1) =gradf ( ) =0:

Eine solche Stelle heil’t stationare Stelle von f .

Dies ist jedoch nur ein notwendiges Kriterium und kein hinreichendes!
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Satz: (Hinreichende Bedingung fir ein relatives Extremum)

Die Funktionf : D - R;D L[RY besitze stetige erste und zweite partielle Ableitungen.
Dann hat f an der Stelle (Xo;Yo) ein relatives Extremum, falls die folgenden beiden
Bedingungen erfullt sind:

1. fx(Xo;Yo) = fy(Xo;¥0) =0
2. Es gilt die Ungleichung

1Y0)  fxy(Xo; Yo)
A ; — EXX(XO yO) xy \ A0 f ; f : —f 2 : >0
(Xo; Yo) (X01Y0)  Fyy(Xo! Vo) xx(Xo0; Yo) - Tyy(Xo; Yo) — f 5, (Xo; Yo)

I:<I0 1 I:<IO 1
Ist ferner f,x(Xo;Yo) >0 (bzw. fyy(Xo;Yo) > 0 ), so liegt ein relatives
—1 . 1
Maximum
. vor.
Minimum
Bemerkung:

Gilt A(Xo; Yo) < 0, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Im Falle A(Xo;Yo) = 0 macht das Kriterium keine Aussage.

Vorgehensweise zum Au [ndén relativer Extrema:
1. Ermittlung aller stationéaren Stellen.
2. Fur samtliche dieser Stellen wird das Vorzeichen von A ermittelt.

3. Untersuchung der verbleibenden Punkte, in denen A = 0 ist oder f nicht hinrei-
chend oft di [erknzierbar ist.

Falls die absoluten Extrema von f auf M [CDk zu bestimmen sind und M Randpunk-
te enthalt, sind ferner noch die Randextremwerte zu ermitteln und mit den relativen
Extrema zu vergleichen.
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2 Funktionen mehrerer Ver nderlicher

Beispiel: Man bestimme die absoluten Extremwerte der Funktion
z=1(xy) = (y —x?)(y — 2x?) im Bereich =1 < x;y < 1.

Bestimmung und Untersuchung der stationdren Stellen

fyu = —2x(y — 2x2) + (y — X?)(—4x) = —2xy + 4x3 — 4xy + 4x3 = —2x(—4x? + 3y)
fy=y—2x2+y—x2=2y—3x?

fx=0und fy,=0 [ 3+2x=0 oder 4x*> =3y

[ X2=3=4y und 3x>=2y [_X?=2=3y,

Dies ist nur méglich, wenn x =y =0 ist; also ist (0;0) die einzige stationare Stelle.
fyx = =By +24x% f,, =—6x; f, =2

A(0;0) =0, d.h. das Kriterium macht keine Aussage!

Untersuchung von f in der Néhe des Ursprungs:
f(0y) =y

f (x; 0) = 2x*

Fur y = ax folgt f (x; ax) = (ax — x?)(ax — 2x?) = x?(a— x)(a — 2x)
Man konnte nun glauben, daf bei (0;0) ein relatives Minimum vorliegt,
aber

f(xy)=0 = y=x% Y= 2x2

fy)>0 < [(y—x2>0 Lyl 2x2> 0)] LIy — x? < 0 Ly} 2x? < 0)]
=y > 2x? [yk x?

f(xy) <0« [(y—x*< 0 Lyl2x*> 0)] LIty —x* > 0 [y 2x* < 0)]

o X2<y< 2%°

In jeder noch so kleinen Umgebung um den Ursprung nimmt die Funktion f sowohl
positive als auch negative Werte an. Daher liegt im Ursprung kein relatives Extremum
vor.

Untersuchung des Randes:

fELY) = -1 —2)=y>—3y+2=:h(y)

h{y)=2y—3; hi{y)=0 CLyF3=2>1
f(x1)=(1—x?)(1—2x?) =2x*—=3x*+1=:9g(x) v
g{x) = 8x® —6x = 2x(4x* = 3); g{x) =0 [XFO0 [xXI==1 3
f (x; —1) = (1 +x2)(1 + 2x?) wird minimal fir x =0
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Als Randgxtremwertg kommen mithin in Frage:

(0;1); (3 31);(—3 3;1);(0;-1)

sowie die 4 Randpunkte (%1;+1) v
f(x1,-1)=6; f(O0;x1)=1; f(x1;1)=0;, f(xi 3;1)=-1=8.

Ergebnis: Das absolute Maximupn von f wird angenommen an der Stelle (+1; —1) und
das absolute Minimum bei (£ 3;1).
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2.4.3 Verfahren des steilsten Abstiegs (*)

Ziel: Naherungsweise Berechnung von Extrempunkten einer Funktionf : D [R! - R

0.B.d.A. wird das Minimierungsproblem behandelt. (Das Maximierungsproblem l&i3t sich
durch Ubergang von f zu —f auf ein Minimierungsproblem zurtickfiihren.)

Ein Problem, welches sich auf das Minimierungsproblem zurtckfihren lait:
Gesucht sind die Losungen des folgenden Systems von nichtlinearen Gleichungen

Beispiel: n=2: gqu(X;y) =x2+y?>—1=0; qo(X;y) =1=4x2+4y>—1=0
D ={(x;y) [RF|x;y =0}

i=1
Dann ist genau dann eine Lésung von ([Dlfalls mEiS]f x)=f()=0.
X

Nach den Ergebnissen des § 2.3.2 ist lokal, d.h. in einer Umgebung des Punktes x©,
die Richtung des steilsten Abstiegs der zu minimierenden Funktion f gegeben durch
— (). Auf dieser Eigenschaft des Gradienten beruht das folgende Verfahren, welches
als Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradientenverfahren) bezeichnet wird.

Iterationsvorschrift:
1. Wahle einen Startpunkt x©; setze den Iterationsindex | = 0.
2. Wihle als Suchrichtung s = — (™).

3. Bestimme eine skalare Schrittweite @ > 0 durch Lésung des folgenden eindimen-
sionalen Minimierungsproblems (Linienoptimierung)

minf (x® + Oshy;
a=>0 '

setze anschlieRend
x (D) = O 4 Og-

4. Wenn Abbruchkriterium erfullt, stop.
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5. Starte neue Iteration | := | + 1; gehe nach 2.
_ _ o 1 1 , _
Ein (einfaches) Beispiel: f (X1;:::;Xn) = 5 Xi—a) " mitg R i =1;:::;n; bel
i=1
@f
— =Xj — & =Xx—a
@x 1 1 I:m)

x©@ [Rr bel. gewahlt, s©@ =—(x©® —a)

min f (x® — O(x® —a)) = = min (%5— OOt a) —

a(®=>0 2 a®=0 i=1

(1—0@)(? —ai)

1 . q
= 5 min(l -~ Y2 (xi? —a&)? 1@ =1dh x®=a
a
i=1

Linienminimierung (Bestimmung des Minimums langs der festgelegten Suchrich-
tung):

Setze: h( ) :=f (x© — LEQD)

|| M)
Gesucht:  Cit h( y'= minh( )

)

Bestimmung eines Naherungswertes  fur ™

1:=0; hy:=h( 1); 3:=1; h3:=h( 3)
SOIange h]_ = h3, setze 3:= 3=2; h3 = h( 3);

2= 372, hy :=h( 2);
Man legt nun durch die Punkte ( i; h;); i = 1;2;3, eine Parabel P( ) und nimmt deren
Minimumstelle o als Naherungswert fiir die Minimumstelle -
Es gilt:

3= 1 hs —h;

0™ 2 4 hs — 2h, + hy

Abbruch des Verfahrens, falls fiir ein | gilt || EGX®)|| < , wobei eine vom Problem
abhangige Genauigkeitsschranke ist.

Beispiel: Gesucht ist die Losung des Systems nichtlinearer Gleichungen:
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o O o

axy;z) = 3x —cos(yz) — 1=2 =
R(Xy;z) = x2—81(y+0:1)>+sinz+1:06 =
G(Xy;2) = e + 20z + 1073 =
Dieses System hat die Losung (1=2;0;— =6); =6 =
1
Setze: f (x;y;2) =  gX(X;Y;2)
i=1
EE(X y;z) = 291%?(+ 2@12%g + 203 gf( 291%;
1
. @ eses™. '@iosms .
@x @y @z @X @y @z

| S |
Also gilt: [T (X;y;z) =2 gi [gi1
i=1
Start (x©; y©@; z®) = (1=2; 1=2; 1=2)

1=0 , hy =1159:24
» =0:25 , h, = 454:8059
3= 0:5 , h3 = 363:5173
[ 1= 0:4122214; h( o) = 372:2808

Es wird o = 0:5 gewahlt, da h( 3) <h( o).
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3 Gewdhnliche Di Lerkntialgleichungen (DGLN)

3.1 Grundbegrilel

3.1.1 EinfUihrendes Beispiel

Betrachtet wird ein nach oben geworfener Kérper. Auf diesen wirkt die Anziehungskraft
der Erde und bewirkt eine der Wurfrichtung entgegengesetzte Fallbeschleunigung.

Fallbeschleunigung 5(t) = —g

Gesucht ist das Weg-Zeit-Gesetz s(t).

5(t) = —g ist die Dilerkntialgleichung des freien Falls ohne Berlcksichtigung des Luft-
widerstandes.

Losungdipser Di Legentialgleichung durch Integration
s(t)= §(t)dt= —gdt=—gt+C;
L1 L]

. 1
s(t)= s({t)dt= (—gt+Cy)dt= —§gt2 + Cit + Cy; C; G bel:
ist die allgemeine Losung der Di Lerentialgleichung.

t=20:
C, = $(0) ist die Anfangsgeschwindigkeit vy = v(0)
C, = s(0) ist die Anfangshdhe sq = s(0)

Durch Angabe der Anfangshdhe s; und Anfangsgeschwindigkeit v, ist die Losung der
Di Lerkntialgleichung eindeutig festgelegt
s(t) = 2gt? + vot + sq.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.1.2 Definition einer DGL

Definition (DGL): Eine Gleichung, in der Ableitungen einer (noch unbekannten) Funk-
tion auftreten, heit Di [Cerentialgleichung (abgekirzt mit DGL). Die Ordnung der in
der DGL auftretenden hdchsten Ableitung heilt die Ordnung der DGL.

Explizite Form einer DGL: y™ =1f (x; y; y%:::; y™D)

Implizite Form einer DGL: F(x; y; y5:::; y™) =0

Beispiele:
1. 5(t) =—g 2. Ordnung und explizit
2. g% = xy? + 3—3’( COS X 2. Ordnung und explizit
3. X 33733’ +cosy =0 3. Ordnung und implizit

3.1.3 Losung einer DGL

Definition: Eine Funktion y =" (x) heit Losung oder Integral der Dilerkential-
gleichung

FOGy; Yo y™ =0 bzw. y™W =f(x; y; y5:0; yO ™)
auf dem Intervall |, wenn

1. ' auf dem Intervall | n-mal dilerknzierbar ist und

2. F(x; 5t B My =0
bzw.
'O =f(x; " B 07D)

fur alle x CTgilt.

Beispiele:
1. Gesucht sind samtliche Funktionen y mit y“= 2x.
Losung: y =x?+ C

2. §=—0; S(t) = —39t? + Cit + C,
Bedingung 1. erfullt

Bedingung 2:  s(t) = —gt+ Cy; 5(t) = —¢g
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

l .
CosX’

Behauptung: y = sinx + C cos x ist Losung fur alle C [CRIL

y und y"= cosx — C sinx eingesetzt in die DGL liefert:

: : sinx _ cos?X + sin®x 1
cosx — Csinx + (sinx + C cosx) - = =
COS X COS X COS X

3. yHytanx =

4. Schwingungsgleichung:
Harmonische Schwingung y(t) = Asin(lt +'); !> 0
y(t) =A! cos('t +')
y(t) = —Al Zsin(it +') = —!2y(t)
Cy#!2%y=0

Definition (Allgemeine und spezielle Losung): Die Menge aller Losungen einer DGL
heillt deren allgemeine LOsung; sie enthalt Konstanten, die als Integrationskonstan-
ten bezeichnet werden.

Jede durch eine spezielle Wahl aller Konstanten in der allgemeinen Lésung entstehende
Losung der DGL heit spezielle oder partikuléare Lésung.

Anmerkung: Es gibt jedoch DGLn, die keine (reellen) Lésungen besitzen,
zB. (y?>=-1.

3.1.4 Anfangswertproblem
Definition (Anfangswertproblem): Gegeben sei die Di[lerkentialgleichung

Dann bezeichnet man als Anfangswertproblem die Aufgabe, eine Funktion y zu fin-
den, die
1. der Dilerkntialgleichung auf dem Intervall I gentigt und

2. die Bedingung

Y(Xo) = Yo; Y{Xo0) = y1; YH%0) = V25 1115 YO (X0) = Y1 (D
erfullt.

Die Werte yo; V1; :::; Yn-1 heilen Anfangswerte, die Bedingungen (DJANnfangs-
bedingungen, X heilit Anfangspunkt.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Beispiele:

1. DGLy"=2x; y(1)=3
allgemeine Losung: y(x) = x>+ C; C
3=y(1)=1+C LCI=2
gesuchte Losung: y(x) = x2 + 2
2. Die DGL y + ! 2y = 0 beschreibt die harmonische Schwingung eines elastischen
Federpendels. Gegeben seien die folgenden Anfangsbedingungen:
y(0) =yo > 0: das Federpendel besitzt zum Zeitpunkt t = 0 eine Auslenkung in
positiver Richtung
y(0) =0: Bewegung erfolgt aus der Ruhelage heraus.

Allgemeine Losung der DGL lautet (s. §3.1.3):
y@) =Asin(lt +'); A>0;' [JO;2)
Amplitude A und Phase ' werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt:
y(0) =yo [CAbiIn' =y, [IC(0; ), dayy,A> 0
y(0)=A! cos' =0 [Tk =2,daA;!> OQund' [(; )
[CAl=y, day(0)=Asin'" = A%ﬂ[ﬁ:ﬁ Yo
1

Die Losung lautet y(t) = ypsin('t + =2) =ypcos('t); t=0
3.2 DGLn 1. Ordnung
Gegeben sei die DGL y"=f (x;y) : (1)

3.2.1 Richtungsfeld

Annahme:
Durch jeden Punkt des Definitionsbereiches von f gehe genau eine Losungskurve.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Die Steigung der Tangente an die Lésungskurve in Po(Xo; Yo) lautet
y'(xo0) = f (Xo; Yo) mit yo = y(Xo).
Durch die DGL (1) wird jedem Punkt P aus dem Definitionsbereich von f ein Richtungs-

oder Steigungswert zugeordnet. Er gibt den Anstieg der durch P verlaufenden Losungs-
kurve an.

Definition (Linienelement): Unter einem Linienelement der DGL (1) versteht man
ein Zahlentripel (Xo;Yo;Ys) mMit (Xo;Yo) [Dif und y5' = f (Xo; Yo). Die Menge aller Lini-
enelemente bildet das Richtungsfeld der DGL.

Alle Kurven, die in jedem Punkt die Richtung des Linienelementes haben, sind Lésungs-
kurven.

Definition (Isokline): Eine Isokline ist die Verbindungslinie aller Punkte, deren zu-
gehdrige Linienelemente parallel sind.

Die Isoklinen der DGL (1) sind durch die Gleichung f (x;y) = ¢ (c const.) gege-
ben.
Beispiele:

1. DGL y"=2x Isoklinengleichung: 2x = ¢, d.h. x = ¢c=2

2. DGL y"= 1—y; die durch den Ursprung verlaufende Losungskurve ist zu ermitteln.

Isoklinengleichung: 1—y=c CLy¥kEl—c
Die gesuchte Losungskurve ist y(x) =1 —e™*.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.2.2 DGL y“= ky

dy _ .. :
ax Ky; Annahme: y 80

]
Y =kdx £/= kdx [CInlly]|=kx+C

An der Stelle xq sei der Anfangswert y, vorgegeben; dann gilt
In|yo| = kxo +C

Subtraktion beider Gleichungen gibt
Infy1 7 Yol 5 k(x = Xo) L5 = [yole ") [3K) = ype )
Inflf

Yo

Beispiel:

An einem Kondensator mit der Kapazitat C liege die Spannung uc(t). Es gelte uc.(0) = 0.
Er werde fur t > 0 Uber einen Ohmschen Widerstand R mit der Gleichspannung Uy
aufgeladen.

Man bestimme den zeitlichen Verlauf der Spannung u.(t) und des in den Kondensator
flieBenden Stromes i(t).
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.2.3 Separierbare DGLn

Gegeben sei die DGL: y= f (x) - g(y)
dy

dx =f(X)-g(ly) Annahme: g(y)E0
Trennung der Variahten ]

b _toydx Y = ) dx
a(y) a(y)

Auflosung nach y

Bemerkung:

Die Trennung der Variablen erfordert g(y) & 0. Die L6sung der Gleichung g(y) = 0 liefert
Losungen von Typ y = b (b const.), falls die Gleichung g(y) = 0 Uberhaupt Lésungen
besitzt. (Denn falls g(b) =0, so ist y = b L&sung)

Beispiele:
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.2.4 Auf separierbare DGLn zurtckfuhrbare DGLn

e DGLnvom Typ y"=f (ax + by+¢)
Subst.: u=u(x) =ax+by+c (Da
u"= a+ by’= a+ bf (u)
Losung durch Trennung der Veranderlichen.
Losung in (Dkinsetzen und nach y aufldsen.

Beispiel:

AWP: DGL y"=(xx+y—12 mit [x|]<=2;y0)=1
Sué:)st.: u=x-+ y|:|l;d uPEg+y"P=1+u?
u u

=dx [ = 1dx [Cakttanu=x+C
1+ u? 1+ u?

u=tanx+c)=x+y—1 LyE1l—x+tan(x +¢)
(AWP)0=1—1=tanC [ Cl=k: k [Z
die gesuchte partikuldare Losung lautet: y(x) = 1 —x + tanx

e DGLnvom Typ y"=f (%)
Subst.: u=u(x) =¥ [y¥ ux (m
o _
yI=u% +u =Y u_fw-u

X X
1 . :

u= ;(f (u) — u) ist eine separierbare DGL

Losung durch Trennung der Veranderlichen

Losung in ([ kinsetzen.

Beispiel:
o_ X—Y _ y
— =1-2
’ X X l—u—u 1-—2u
Subst.: u = X; u= =
Vorausetzunx' ugil= X
g' D
du _ _dx i du _  dx
2u—1 X 2u—1 X
1
éln|2u—1|:—ln|x|+ln|Cl|; CiB80
|Cl|2
Inj2u—1] =In—
|2u — 1] X[
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

L1

|c:)? K 1%‘ y

u—1="- C2-1=— [CokF> —+1 ==

X S = R e X
Allgemeine Losung der DGL:y=§ X+— ; k R
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.2.5 Lineare DGLn 1. Ordnung

Definition: Eine DGL 1. Ordnung heiBt linear, wenn sie in der Form y=+f (x)y = g(x)
darstellbar ist.

g heilt Storfunktion. Falls g = 0 ist, heilt die DGL homogen, andernfalls inhomo-
gen.

Beispiele:
yP=ky f (x) = —k linear und homogen
yH+3x2y =0 f (x) =3x? linear und homogen
yH+ 2x%y = sinx linear und inhomogen
yH+3x2y?2 =0 nichtlinear
yy+x=0 nichtlinear

3.2.5.1 Losung der homogenen DGL

y'= =~
dvy:—f( X yV:— f (x) dx
Inly|=— f(x)dx

Allgemeine Losung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung:

R
y(x) = ke~ TO kR

3.2.5.2 Losung der inhomogenen DGL

yHfxy=9x) (2
e Variation der Konstanten
Losung der %ugehbrigen homogenen DGL durch Trennung der Variablen liefert
Yo(x) = ke™ Tk (R
k wird durch eine Funktion K (x) ersetzt.

Losungsansatz:

y() =K (x)e” g0

yi) =K{x)e” TN +K (x)e” oo, (=F ()

Einsetzep in die DGL liefert: ¢

K fe f0% =t (0K (e~ “X“err{ (OK (e 9% = g(x)
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

R
K{x) = g(x)e T P
Integration liefert: K (x) = g(x)e T dx+C
Einsetzung in den Ldsungsansatz liefert:

Allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL (2):
L7 " I
y(x) = g(x)e FOOX gy +C . g TOOAX .

Beispiele:
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

e Aufsuchen einer partikularen Lésung

Satz: Die allgemeine Losung y einer inhomogenen linearen DGL (2) lakt sich
darstellen als y(x) = yo(X) + yp(X), wobei y, die allgemeine Losung der zugehori-
gen homogenen und Yy, eine beliebige Losung der inhomogenen DGL (partikulare
Losung) ist.

Beweis:

VVorgehensweise zur Lésung einer inhomogenen DGL durch Aufsuchen einer parti-
kuldren L6sung:

1. Bestimmung der allgemeinen Losung Yo der zugehdrigen homogenen DGL,

2. Bestimmung einer partikularen Lésung y, der inhomogenen DGL mit Hilfe eines
geeigneten Funktionsansatzes,

3. Summation y =y, + Y, liefert die allgemeine L6sung der inhomogenen DGL.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Beispiel:

=<

=x2; yo=kx; k [R, Ansatz fur yp: yp(x) = ax® + bx® + cx
= 3ax? + 2bx + ¢ — (ax? + bx+ ¢) = 2ax? + bx = x?

yEI_
Yo —
3

Koe [ziehtenvergleich liefert: 2a=1 [a¥ 1=2; b= 0 und damit y, = X?
3

Damit lautet die allgemeine Losung der DGL y(X) = Yyo(X) + Yp(X) = kx + X?; k [
R.

X |§><
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.2.5.3 Lineare DGLn 1.0rdnung mit konstanten Koe [ziehten

y™+ay = g(x)

Die zugehdrige homogene DGL y“+ ay = 0 besitzt die Losung yo(x) = Ce 3 (vergl.
3.2.2).
Bei einer inhomogenen DGL bietet sich an

e Variation der Konstanten

e Aufsuchen einer partikuldaren Losung (oft zweckmaliger)

Storglied g Losungsansatz y,
1. Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢
2. Lineare Funktion Lineare Funktion y, = ci1x + G
3. Quadratische Funktion Quadratische Funktion y, = X2 + X + ¢
4. Polynom vom Grade n Polynom vom Grade n
Yp:Can+"'+01X+Co
. L1
5.9(x) =A-sin(x ) =
6. g(x) =B - cos(!x ) %z C, -sin(Ix ) + C, - cos(!x )
7.9(x) = A -sin('x ) + B - cos(!x
g(x) (x) (x) 1 .
C.-&* firbg —a
8. g(x) = A . & =
9t) Y Cx & furb=—a

Tab. Losungsansatze fir DGL vom Typ y™+ ay = g(x)

Beispiel:
y'r2y=x%  yo=ce
Ansatz furyp 1 yp(X) = x 2+ X + (Tabelle, 3. Fall)

Eingesetzt in die DGL liefert dies :
2X + +2X242x +2 =x?

Koe [ziehtenvergleich: 2 =1 [k 1=2; 2( + )=0 L EF— =-1=2
+2 =0 [ F1+4
x> x 1
I E[ E— — — + —
2 2 4
. _ o X2 x 1
Ergebnis: y(x) = yo(X) +Y,(x) = Ce +?_§+Z’ C [R.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.3 Lineare DGLn 2.0rdnung mit konstanten Koe [ziehten

Definition: Eine DGL 2. Ordnung, die sich auf die Gestalt
yHx) + a()y{x) + b(x)y(x) = g(x)

bringen 1aRt, heil’t linear. Falls g(x) = 0, heilt sie homogen, andernfalls inhomogen.

Wir betrachten hier nur den Fall, dall a(x) = a; b(x) = b, wobei a; breelle Konstanten
sind.

y"™+ ay™+ by = g(x) (1)
y™+ay™+ by =0 (1n)

(1n) heiBt die zu (1) zugehdrige homogene DGL. Sie hat stets die triviale Lésung
y=0.

Satz: Das AWP ist eindeutig l6sbar, wenn g stetig ist, d.h. zu jeder Anfangswert-
vorgabe Xo; Yo; Vg gibt es genau eine Lésung von (1) mit y(Xo) = Yo und y%xo) =
Yo:

3.3.1 Eigenschaften der homogenen DGL

yT™ay"+by=0 (2

Satz:

1. Sind y;; y, zwei Lésungen von (2), so ist auch y = ¢1y; + GYo; €1; ¢ Rl Lésung
von (2).

2. Ist y eine komplexwertige Losung von (2), so sind auch Re y; Imy (reellwertige)
Losungen von (2).

Beweis:

1. Vorbemerkung: (C1y1 + CoY2) ™= ((Coyr + CoY2) )™= (Cryr+ Coy5) = Cryi™+ Coyy”
Sind y;; y, Lésungen von (2), so gilt:

(Coy1 + CoY2) " a(Crys + Coy2) ™+ b(Cuys + Coy2)
= cryiacybay1+Cy Hanysthay, = o (3 '+ ayrd by) ¢ (Ya'+ ayt by)

=0,da y1 L6sg. von (2) =0, da y, Ldsg. von (2)

=0
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

2. Es sei y eine komplexwertige Losung von (2).
Setze u = Rey; v=Imy. Dann gilt:
(u+jv)™a(u+jv)+bu+jv) =0
u™+ jv ™+ au™+ ajv ™+ bu+jbv = 0
u™+ au™+ bu+j (vi®+ avt+bv) =0
Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn sowohl der Real- als auch der Imaginar-
teil der linken Seite verschwinden. Damit sind u; v Ldsungen von (2).

Beispiel: (Schwingungsgleichung)

y"+ 12y =0 3)

Losungen sind y;(t) =sin!t; y o(t) = cos!t (vgl. 3.1.3).

Damit ist auch ¢;sin!t +c,cos!t Ldésung von (3) fur alle ¢;;¢c, [CRI.

Auch y(t) = e“t ist Losung von (3), denn es gilt yt) = jle ot yT{t) = —1 2el“t ynd
damit

y[I]]+! 2y:_| Zeiu)t_|_! Zeiwtzo )

Nach obigen Satz sind dann auch Re y = cos!t; Imy =sin!t Ldsungen von (3).

Definition: Zwei Lésungen y;; Yy, von (2) heien linear unabhéangig, falls aus
ay: + ¢y, = 0 folgt, dal gilt c; = ¢, = 0. Andernfalls heien sie linear abhan-

gig.
Satz: Es seien y;; Y, Losungen von (2); dann sind y;; Y, linear unabhéangig, wenn die
Wronski-Determinante

WIy1;y2; X] :‘ ﬁf&% %&g

an einer beliebigen Stelle X, nicht verschwindet.

Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, W[yi; Y2; Xo] 8 0, aber y;; y, waren linear abhangig. Dann wére die
Gleichung ¢y, + ¢y, = 0 erfullt, ohne dalk ¢; = ¢, =0, etwa ¢; £ 0.

Dann besitzt das LGS

C1Y1(Xo) + C2Y2(Xo) =0

Gyi(Xo) + Coys(Xo) =0

die nichttriviale Losung (c; )" (G E0V)

[ Wy1; Y2; Xo] = 0, dies steht im Widerspruch zur Annahme.
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Beispiel:  (Schwingungsgleichung (3) )
y1(t) =sin!t;y »(t) = cos!t sind Losungen von (3)

sin !t cos!t . .
WY Yol = | st —1 sintt |7 sin?1t —! cos®!t = —! (sin®!t +cos?!t )= —! B0

[sinl't; cos!t sind linear unabhéangig.
Satz: (Losungsgesamtheit einer linearen homogenen DGL)

Jede Losung y von (2) laBt sich darstellen in der Form y = ¢;y; + GY,, wobei yi; Vs
linear unabhéngige Lésungen von (2) und ¢;; ¢, sind.

Bemerkung: Man nennt {y; y»} auch Fundamentalsystem der DGL (2).

Beispiel:

Die allgemeine Lésung von (3) lautet: y = ¢; sin'!t +c,cos!t; ¢ 1; ¢ [CRL
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

3.3.2 Losung der homogenen DGL

y"+ay"+by=0 2
Ansatz: y(x) = e™ Ziel ist es, zu bestimmen
yi{x) = e™; yfx) = 2e™ eingesetzt in (2) liefert:
e +aeM™+pd* =0 | e™
2+a +b=0 charakteristische leichung
—ax a’—4b
2 k)

Diese besitzt die Losungen 1, =
eMX; e2* sind dann Losungen von (2).

Je nach Vorzeichen der Diskriminante D = a2 — 4b sind drei Félle zu unterschei-

den:
*D>0 4; 2[R 18
1 X 2X
Wy1; y2] :‘ e?\e7‘1>< e;\zx = ehxehx. - etrhax(, — )BO
1 2 12

Also bilden y;(x) = eMX; y,(x) = €2* ein Fundamentalsystem der DGL (2)
Die allgemeine Losung ergibt sich als y(x) = c,eM* + c,e"%; ¢; ¢, [Rl

Beispiel:
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

eD=0 ;= ,= =-—a=2, dasergibty, =y, =e ¥/
Losungsansatz: y(x) = K (x)e™3/2*  Ziel: Bestimmung von K (X)
yi(x) = K {(x)e™¥2* + K (x)(—a=2)e ¥?* = [K {x) —a=2K (x)] - € /2%
yix) = [K ®¥x) —a=2 K {x)] - € ¥?2X + [K {x) — a=2 K (x)] (—a=2)e ¥/2*
= KH&x) —aK¥{x) +a?=4K (x) - e ¥2%

Eipsetzen in (2) liefert: ]
G 1(x) —aK (x) + @?=4 K () aK (x) — a?=2 K (x) + bK(x) e ¥/2x =0

Km(X)—lﬂﬁﬁfE)E(x) Le2X = | eV2X
CKHXx) =0 =I%TKOIX)=01X+CZ; o ¢ [R

Damit haben wir zu der Lésung €~2/2* die Losung xe~ 2% hinzuerhalten.

. _ e—a/2x Xe—a/Zx o 1 X
WiYal =| o grarex grarex — gopygmarex | = © ‘ —a=2 1—a=2x
=e®™ g0
Damit lautet die allgemeine Losung der DGL: y(X) = (Cix + G)e 2% ¢y; ¢, [
R.
Beispiel:
e D < 0: Es gibt zwei konjugiert-komplexe Lésungen 1, = =+£1j .

Die Lésungen §.,, = €12X der DGL bilden ein (komplexes) Fundamentalsystem
der DGL (Nachweis mit Hilfe der Wronski-Determinante).

Ziel: reelles Fundamentalsystem ]

Y(X) = 1F1(X) + CFa(X) = ClHODX + ¢, 0OX = g ¢ €1 + e 0%

= e™fegcos!x +cyj sin!x +cycos!x — gz sin!x |

=e™ &E—E&EPS!X +j &EEEEHMX = e™JAicos!x +jA,sin!x ]

=:A1 =:A2
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Sy (x) = e™sinix; Y o(X) = €% cos IX
sind (reelle) Loésungen, ja, sie bilden sogar ein (reelles) Fundamentalsystem der
DGL (Nachweis mit Hilfe der Wronski-Determinante).

Beispiel:
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Zusammenfassung:

DGL: y™ ay"+by=10
char. Glg.: ?+a +b=0

Losungen der char. Gleichung | Fundamentalsystem allgemeine Losung (c;; ¢, [R)
1. 1 2[R, 18 3 yi(x) = eMx CLEMX + X
ya(x) = &2
2. 1= 2= [R yi(x) = &> (Cx + cp)e™
y2(x) = xeM
3. = =£j! y1(X) = €™*sinIx e*(cysin!x +cycos!x )
Yo(X) = e cos!x

3.3.3 Losung der inhomogenen DGL

y™+ ay™+ by = g(x) 1)

Satz: Die allgemeine Lésung y von (1) laBt sich darstellen als y =y, +Y,, wobei y, die
allgemeine Losung von (1) und y, eine partikulare Losung von (1) ist.

Beweis: Wortwortlich wie in § 3.2.5

Losungsansatze fur die partikulare Losung

Fall 1:

g ist ein Polynom vom Grad n

n = 2: y™+ay"+ by = bx? + b x + by

Fall b& 0: Ansatz: y,(X) = X2 + C1X + G

Ziel: ¢cy; ¢1; & zu bestimmen

Yp'= 20X + 0y Y= 20y,

Einsetzen in die DGL liefert:

26, + a(26x + ¢p) + b(gox? + cix + ) = bpx? + byx + by
Koe [ziehtenvergleich liefert:

be=h [ cl=k=b

2ac, +bg = b [cl= (b, —2a)=b

2, +ag +bg =h [CCGl=(hy —2c, —ac)=b

Da b & 0 gilt, sind die Gleichungen eindeutig nach ¢y; ¢;; ¢, auflésbar.
Fall b=0; a B 0: Ansatz: y, = gx3 + ;X2 + CoX

Y5 = 3Cx% + 201X + Go; Y= 6CoX + 261
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Einsetzen in die DGL liefert:

6CoX + 2¢; + a(386x2 + 261X + Go) = bpx? + byx + by

Koe [ziehtenvergleich liefert:
3ac, = b [Gl=hb=(3a)

6c, +2ac = by [Cl= (h — 6c,)=(2a)

2, +ag = [CCl= (b —2¢)=a

Da a B 0 gilt, sind die Gleichungen eindeutig nach ¢; ¢;; ¢, auflosbar.

Storfunktion g

— Losungsansatz y,

1. Polynom vom Grade n

_ Qn¥) fur bB80
o= X-Qn(x) fur aB&0; b=0
Qn: Polynom vom Grade n
Parameter: Koe [ziehten des Polynoms Qp,

2. Exponentialfunktion
g(x) = e~

(1) cist keine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

Yp = A e~
(2) cist eine einfache Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms:

Yp = Ax - €%
(3) c st eine doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms:

Yp = AX? - e
Parameter jeweils: A

3. Sinusfunktion g(x) = sin x
oder
Kosinusfunktion g(x) = cos X

(1) ist keine Losung der charakteristischen Glei-
chung.

Yp =A-sin X +B -cos x
(2) ] ist eine Losung der charakteristischen Glei-
chung:

Yp = X(A -sin x +B -cos x)
Parameter jeweils: A; B

4. g(X) = Pnr(x) - € -sin x
oder
g(X) = Pn(x) - €* - cos x

(1) c+j st keine Losung der charakteristischen
Gleichung:

Yp = €X(Qn(X) - sin X + Rp(X) -cos x)
(2) c+j st eine Losung der charakteristischen
Gleichung:

Yp = X€X(Qn(X) - sin X + Rnp(X) - cos x)
Qn; Rn: Polynome vom Grade n
Parameter: Koe [ziehten der Polynome Q, und R,

108



3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Tab. Losungsansatze fur DGL y™+ ay™+ by = g(x)
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3 Gew hnliche Di erentialgleichungen (DGLn)

Bemerkung zu den Lésungsansatzen:

Setzt sich die Storfunktion additiv aus mehreren Gliedern zusammen, so erhdlt man den
Losungsansatz fur y, als Summe der Losungsansatze flr die einzelnen Storglieder.

Es gilt ndmlich der folgende

Satz: Ist u bzw. v L6ésung von y™ ay™+ by = g; bzw. y™ay"+by=g, , soist u+v
Losung von y™+ ay™+ by = g, + gp.

Denn:
u™ +au" +bu =0
vz +av" +bv =0 +

Ut v Haut+vy) +bu+v) =g+ o
= (u+Vv)™+ a(u + v)™ b(u + v)
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4 DiLerkntialgeometrie ebener Kurven (*)

4.1 Darstellungsformen ebener Kurven

implizite Darstellung: F(X;y) =0

explizite Darstellung: y =f(x)
Parameterdarstellung: {x =x(t); y =y(t)}
Darstellung mittels Polarkoordinaten: r =r(")

Beispiel: Darstellung eines Ursprungskreises vom Radius R

implizit (kartesische Koordinaten): x* + y— R* =0
explizit (kartesische Koordinaten): y =+ R2—x?2

+ fur den oberen, — fur den unteren Halbkreis
Parameterdarstellung: {x = Rcost; y = Rsint; t [[0;2 )}
explizit mittels Polarkoordinaten: r(' ) = R; " L[0;2 )

Di Lerkntiation von Funktionen in impliziter Darstellung

Vorgehensweise:

1. Dilerkntiation der Gleichung F (x;y) = 0 nach x, wobei y als Funktion von x anzu-
sehen ist. Funktionsterme h(y) sind dabei nach der Kettenregel zu di [erenzieren:

dny) _dh dy _dh .

dx dy dx dy y

2. Auflosen der di[erenzierten Gleichung ergibt y~in Abhangigkeit von x und y:
y 7= yxy).

3. Die Steigung mp im Kurvenpunkt P (xp;yp) erhélt man durch Einsetzen von xp
und yp in die Gleichung fir y~
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

Beispiel: Anstieg der Kurventangente an den Kreis x2+y? = 25 im Punkt (3; 4).

1. Moglichkeit: Berechnung von y"in expliziter Form
— E w2 O0—1./—2
S

x=3: y'=-3

2. Mdglichkeit: Implizite Dilerkntiation
502 +y?) = 2(25)
[C2xH 2yy"=0 [yTF —§

Einsetzen der Punktkoordinaten liefert y-= —%.

4.2 Vektorielle Darstellung von Kurven

Parameterdarstellung einer ebenen bzw. raumlichen Kurve

Betrachtet wird das kartesisches Koordinatensystem mit den Basisvektoren e®; e®; ),
Dann kann eine Kurve C durch Vektorfunktionen dargestellt werden:

S

R? : #(t) = x(t)e® + y(t)e® = 1
(t) = x(t) y(t) y(t) (1)
L1
X (t)
R®: #(t) = x()e® +y()e® + z(t)e® = Lyd) (2)
z(t)
Aquivalente Darstellung der Kurven
L1 1
I g x(t) 1
w- 0 e =y
y=y@) ma o
Beispiel:
Xx=cos'; y =sin"; " []O;2 ), beschreibt einen Kreis der, beginnend in (1;0), im
mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird.
Bei der Darstellung x =sin'; 'y =cos', ' []Q;2 ), wird, beginnend in (0;1), der

Kreis im mathmatisch negativen Sinn durchlaufen.
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

Annahme:

Die Funktionen x;y; z seien di Lerenzierbar nach t.

+(t + At) — #(1)

Tangentenvektor v = AIltrp0 At = AIltrp0 AL
I;I L1
— im X t + At) — x(t) oM 4 y(t +At) —y(t) o@ 4 z(t + At) —z(t) o)
At-0 At At At
— lim X(t + At) —x(t) eD 4+ lim y(t + At) —y(t) @ 4+ lim z(t + At) — z(t) )
At-0 At At-0 At At-0 At
dx dy dz
2w Y@ 2o
at S At Tart
Damit gilt:
d¢ x()
v = a = ¢ = m) L1
z(t)

4.3 Ebene Kurven in Parameterdarstellung

4.3.1 Steigung und Krimmung

Gegeben sei die Kurve {x = x(t);y = y(t)}. Dann gilt

]
o8 Ty @ _yxoyx 1 1 ByH
dx x dt x dx (x)? X (XPKY

Satz: (Steigung und Krimmung in Parameterdarstellung)

ooV yElVX=YK Y K=Ky
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

4.3.2 Untersuchung von Kurven in Parameterdarstellung

Definition: (Geschlossene Kurve): Ist der zugrundeliegende Parameterbereich ein ab-
geschlossenes Intervall I = [ty;t,] und gilt x(t;) = x(t2); y(t1) = y(t2) und sind x und y
stetig auf I , so heil3t die Kurve {x = x(t);y = y(t);t [} geschlossen.

Definition: (Symmetrie): Die Kurve {x = x(t);y = y(t);t [} ist symmetrisch in
dem folgenden Sinne, wenn es zu jedem Parameterwert t einen Wert gibt, so
dal die Punkte P (t) und P ( ) den folgenden Beziehungen gentigen:

1

x(t) =x()
v = —y( ) [ Symetrie zur x-Achse
xit) =—x() . ]
v =y() [—Symetrie zur y-Achse
x(t) =—x() .

3. v = —y( ) [_Sylnmetrie zum Ursprung

y

Fir ebene Kurven gilt y“=

Wir betrachen hier drei Falle:

y(to) = 0; x(to) & 0: waagerechte Tangente in P (ty)

y(to) 8 0; x(tp) = 0: senkrechte Tangente in P (to)

y(to) = 0;X(to) = 0: in Punkt P (ty) ist kein Tangentenvektor definiert,
P (to) heil’t singularer Punkt.

4.4 Ebene Kurven in Polarkoordinaten

Wir betrachten die Polarkoordinaten (r;* ) mit
r =0P, _
' = Winkel zwischen OP und der positiven reellen Achse.

Ist r = const, dann ergibt sich ein Ursprungskreis.
Ist ' = const, dann ergibt sich eine Ursprungshalbgerade.
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

Steigung und Krimmung

Gegeben sei die Gleichung einer Kurve r = r (" ) in Polarkoordinaten.
Die kartesischen Koordinaten erhalten wir durch

x=x()=r()cos’; y =y()=r()sin".

: o r. X L
Bezeichnen wir r = g XS g so ergibt sich
X =rcos' —rsin’ y=rsin' +rcos'
X =1Fcos' —2rsin" —rcos’ y =1isin" +2rcos' —rsin'

Satz: (Steigung und Krimmung in Polarkoordinaten)

Die Steigung im Kurvenpunkt P (r;" ) ist gegeben durch

yD_y_r'sin' +r cos'
X rfcos' —rsin'

Fur die Krimmung gilt

XY =Xy  2(2—ri+r?
(R +y2)¥2 T (r2+2)¥2

Winkel  zwischen der Kurventangente in P(r;" ) und der Ursprungshalbgeraden
oP

Stei der U halb den: == —— =tan'
eigung der Ursprungshalbgeraden: my = ° = — an

o_ Y _ rsin' +rcos'

Steigung der Kurventangente: m, =y = = = - — = tan
gung g 2=y X rcos' —rsin'
tan —tan’ m; —m
tan =tan( —')= — = 2 !
l+tan -tan 1+mim,
Mit der Setzung s:=sin' und c:=cos' folgt
tan = fotre —2 _c-(fs+rc)—s-(fc—rs) _ fes+rc? —rfes+rs” _ 1
1+2. 220 c: (rc —rs) + s(fs +rc) fc2—rcs+rs2+rcs r
Beispiel: Wiruntersuchen die archimedische Spirale r(' ) = a' fir den Winkel * = 0.
a'
tan (= — =0,
a ¢=0

d.h. die archimedische Spirale lauft mit waagerechter Kurventangente aus 0 heraus.
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

4.5 Integration von Kurven

4.5.1 Flachenberechnung
a) Flache zwischen einer Kurve und den Koordinatenachsen

Gegeben: Kurve in Parameterdarstellung

X =x);y=y(t); ti St <tp};
die schlicht Uber der x-Achse verlauft, d. h. jede Parallele
zur y-Achse schneidet die Kurve maximal einmal.

Satz: Die Flache A, zwischen der Kurve, der x-Achse und den beiden Parallelen zur
y-Achse durch die Punkte P (t;) und P (t;) ist gegeben durch

Ax=— y(Ox(b)dt;

ty

wobei die Kurve so zu durchlaufen ist, daB die Flache links von der Kurve liegt.

Entsprechend gilt auch der folgende Satz:

Satz: Fur die Flache Ay zwischen einer schlicht tber der y-Achse verlaufenden Kurve,
der y-Achse und den beiden Parallelen zur x-Achse durch die Punkte P (t;) und P(ty)
gilt

Ay = x(y(®dt;

&1

wobei die Kurve so zu durchlaufen ist, daB die Flache links von der Kurve liegt.
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

b) Sektorflache in Polarkoordinaten

Gegeben: Kurve r =r ("' ) in Polarkoordinaten.

Gesucht: Flache As berandet von der Kurve und Ursprunghalbgeraden,
die mit der positiven x-Achse die Winkel * ; und ' , einschlieBen (" ; <' ).

Vorgehensweise: Man zerlegt den Winkelbereich zwischen ' ; und ' , in Sektoren mit FIl&-
cheninhalt AA, mit konstantem O [ningswinkel A' und ersetzt die Kurve in jedem Sek-
tor durch Kreisbdgen vom Radius ry , wobei r der Abstand vom Pol des Schnittpunktes
der Kurve mit der Winkelhalbierenden des Sektors ist (k = 1;2;:::; n).

DA, = %rﬁA'
r 1 1t 1
As= DA=S ren
k=1 k=1
Der Grenziibergang n — oo, d. h. A" - 0, liefert
m
As = 1 r?( )d':
S 2 .
$1
c) Sektorflache in Parameterdarstellung
Gegeben: Kurve in Parameterdarstellung
{X=x@),;y=y@l)t;<t<t,}
Gesucht: Flache As wie in b)
Satz (Leibnizsche Sektorformel):
L 02 1
As =3 r?¢)d = 5 (xy=xy)dt,
¢1 t1

wobei die Kurve mit wachsendem t so zu durchlaufen ist, dall die Flache links von der
Kurve liegt ("  >" 7).
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4 Di erentialgeometrie ebener Kurven (*)

Folgerung: Ist die Kurve fur I = [ty;t,] geschlossen, so erhdlt man den Inhalt der
eingeschlossenen Flache A durch
1
A= 5 (xy — xy)dt:

t1

Bemerkung: Diese Formel gilt auch, wenn der Ursprung auBerhalb der umschlossenen
Flache liegt.

4.5.2 Bogenlangenberechnung

Die Lange s einer Kurve ist gegeben durch:
- falls die Kurve explizit in kartesischen Koordinaten y = f (x) gegeben ist
(s. Analysis Teil 1, § 18.2)

el
s= 1+ (yH2dx Lange zwischen den Kurvenpunkten

X1 (X1; F (x1)); (X2; f (X2))

- falls die Kurve in Parameterdarstellung {x = x(t); y = y(t)} gegeben ist:

Tl
s= X2 + y2dt Lange zwischen den Kurvenpunkten

1 P(tl), P(tz)

- falls die Kurve in Polarkoordinaten r =r (' ) gegeben ist:

2l
s = r2 +r2g' (f =)

% Lange zwischen den Kurvenpunkten P (" 1); P (' 2)
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