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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Um die Position eines Punkts im Raum zu bestimmen geniigen zwei Bilder, in denen dieser Punkt aus ver-
schiedenen Perspektiven abgebildet ist. Durch die beiden verschiedenen Abbildungen ist genug Information
vorhanden, um die Projektion dieses Punkts auf die Bildfliche riickgéngig zu machen. Die Projektionsglei-
chungen, von denen jeweils zwei ein Modell einer Lochkamera bilden, besitzen nun mehrere Parameter die
verschiedenen Eigenschaften der Kamera, wie z.B. der Brennweite, entsprechen. Diese miissen bekannt sein
bzw. geschiitzt werden, bevor sich die rdumliche Position des Punkts wiederherstellen 1ifst. Die Ermittlung
dieser Parameter wird auch Kamerakalibrierung genannt.

Unter Kalibrierung im eigentlichen Sinne versteht man die Bestimmung des Bildhauptpunkts, der Brenn-
weite und weiterer Parameter zum Ausgleich von Linsenfehlern. Die Gesamtheit dieser Parameter wird
weithin auch als innere Orientierung bezeichnet. Hinzu kommt die Bestimmung der dufleren Orientierung,
welche die Lage und Ausrichtung des Kamerakoordinatensystems in einem iibergeordneten Weltkoordina-

tensystem beschreibt.
Die Linsenverzeichnungen lassen sich grob in drei

Gruppen unterteilen. Den grofiten Einflufs haben die
radial-symmetrischen Verzeichnungen, welche durch

B, Brechungsidnderungen an der Linse des Objektivs
g NN J entstehen. Sie sind sowohl von der aktuellen Fokus-

2 [ 4 ) .
sierung, als auch von der Entfernung des Objekts
NN L 1 h der Entf des Objekt
;’ e L bei konstanter Fokussierung abhéngig. Der Grad der
! v ' radial-symmetrischen Verzeichnung nimmt mit dem
‘1‘ et \ Abstand vom Bildhauptpunkt zu und kann bei han-
7 . " delsiiblichen Objektiven in den Bildecken bis zu 100
N Y B wm betragen (siehe auch [3] S. 119). Die zweite Grup-
N N ™ pe, deren Einfluf aber bei weitem geringer ist, bil-
A7 : S N den die radial-asymmetrischen und tangentialen Ver-
2/ AR zeichnungen. Sie entstehen meist durch eine Dezen-
"750 VORI B NN 2?’\2 trierung der Linse im Objektiv. Die letzte Grup-

pe umfasst die Phianomene der Affinitét und Sche-

rung, welche Abweichungen des Bildkoordinatensy-
Abb. 1.0 Auswirkungen radial-symmetrischer Verzeich-  stems von der Orthogonalitit und der Gleichmafs-
nungen (Abbildung aus [3] 5.121) stibigkeit der Koordinatenachsen beschreiben.

Im Fall eines Stereokamerasystems kommt neben der absoluten Orientierung, welche das Gegenstiick zur
dufseren Orientierung der Einzelkamera darstellt, noch die relative Orientierung der beiden Kameras hinzu.
Sie beschreibt die relative rdumliche Translation und Rotation des einen Bildes zu dem des Stereopartners.
Hat man die dufsere Orientierung der beiden Kameras ermittelt, so kann man dadurch auf die absolute
Orientierung des Stereosystems schliefien. Im Allgemeinen gibt es jedoch mehrere Moglichkeiten die absolute
und relative Orientierung von Stereokameras zu errechnen.

Zur Schétzung der inneren und &ufseren Orientierung sind Bildpunkte, deren réumliche Position man
kennt, sog. Pafipunkte, unabdingbar. Diese Aufteilung der Punkte in Ein- und erwiinschte Ausgabe machen
dieses Problem interessant fiir die Anwendung von Algorithmen des maschinellen Lernens. Im Rahmen dieser
Studienarbeit soll nun der klassische Ansatz der Tiefen- bzw. Positionsbestimmung durch parameterisierte
Kameramodelle mit der Leistung ausgewahlter Lernalgorithmen fiir dieses Problem verglichen werden. Die
Pafipunkte werden dabel mit einem Roboterarm aufgenommen, dessen Genauigkeit die Grundlage fiir die
Moglichkeit liefert die Abbildung von Bild- auf Raumkoordinaten zu lernen.

Der erste Abschnitt dieser Arbeit befasst sich zunéichst mit den Grundlagen beider Ansétze. Er gliedert
sich demnach in zwei Teile, wobei der erste die Grundlagen der verwendeten Lernalgorithmen (Abschnitt
2.1), der zweite die der klassischen Kamerakalibrierung (Abschnitt 2.2) behandelt. Der néchste Abschnitt
konkretisiert die theoretischen Grundlagen des vorhergehenden Kapitels und fiihrt an einigen Stellen weitere
Methoden ein, deren Rolle in dieser Arbeit nicht so bedeutend ist und so besser anhand der Probleme, die sie
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16sen sollen, vorgestellt werden. Dazu gehoren die Datenaquisition (Abschnitt 3.1), die tatsichliche Paramete-
risierung der Kameras (Abschnitt 3.2) und die Wahl bestimmter Parameter der Lernalgorithmen (Abschnitt
3.3). Der dritte Abschnitt behandelt die durch die verschiedenen Ansétze erhaltenen Ergebnisse (Abschnitt
4.1 - 4.3) und stellt einen Vergleich zwischen den Leistungen der einzelen Algorithmen an (Abschnitt 4.4).
Eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf Erweiterungen dieser Arbeit schliefst diese Studienarbeit ab.

An dieser Stelle mo6chte ich auch gerne den Personen am Max-Planck-Institut fiir biologische Kybernetik
in Tibingen (vor allem meinen beiden Betreuern Matthias Franz und Gokhan Bakir) danken, in deren Obhut
diese Studienarbeit entstehen konnte und durch die ich in dieser Zeit einiges lernen konnte.

2 Allgemeine theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel erldutert diejenigen theoretischen Grundlagen, die zum Verstdndnis der gew#hlten Losungs-
ansétze notwendig sind. Es gliedert sich in zwei Teile, von denen der erste die theoretischen Mittel fir die
Kalibrierung mit maschinellem Lernen, der zweite die fiir den modellbasierten Ansatz an die Hand gibt.

Im ersten Teil wird zunichst das Konzept des Kerns eingefiithrt. Daraufhin wird die Support Vektor
Maschine und die darauf aufbauende Support Vektor Regression, zwei mit Kernen arbeitenden Lernalgorith-
men, vorgestellt (vgl. [7]) und mit klassischen Lernverfahren verglichen. Die Einfithrung der Ridge Regression
schliefit diesen Teil des Grundlagenkapitels ab.

Der zweite Teil der theoretischen Grundlagen beschiftigt sich mit der modellbasierten Kamerakalibrie-
rung. Hierzu wird im ersten Abschnitt ein parametrisiertes Lochkameramodell vorgestellt, das im zweiten
Teil noch um die Modellierung von Linsenverzeichnungen erweitert wird. Die Kombination von zwei Einzel-
kameramodellen zu einem Stereokameramodell bildet den Abschluf des Grundlagenkapitels.

2.1 Grundlagen des maschinellen Lernens
2.1.1 Lernen mit Kernen

Beim {iberwachten Lernen ermittelt ein Algorithmus zu gegebenen Beispielen, bestehend aus Ein- und Ausga-
be, durch Minimierung einer Fehlerfunktion eine sog. Entscheidungsfunktion, welche die Daten in geeigneter
Weise beschreibt. Bei vielen dieser Algorithmen wird dieser die Klasse der linearen Funktionen, d.h. maximal
(n — 1)-dimensionale Hyperebenen in einem n-dimensionalen Raum, zugrunde gelegt.

Tm Beispiel der binédren Klassifikation sind die bekannten Daten gegeben als (z,y) € R™ x {—1,1}. 1 und
—1 bezeichenen dabei die Klassenzugehorigkeit des Beispiels. Die gesuchte Entscheidungsfunktion

R™ — {-1,1}

I x — sgn({w,x) + b)

soll die beiden Klassen rdumlich voneinander trennen, so dak das Vorzeichen der Hyperebene zu gegebenen
Beispiel seine Klassenzugehorigkeit anzeigt. Diese Trennung kann natiirlich nur dann vollstindig erfolgen,
wenn die konvexen Hiillen der Datenpunkte der jeweiligen Klassen durch eine Ebene voneinander linear
separierbar sind, also ihr Schnitt leer ist.

Ist dies nicht moglich, so muf man, will man lineare Funktionen als Entscheidungsfunktionen beibehalten,
die Reprisentation der Daten dndern. Dies geschieht indem man sie in einen Raum abbildet, dessen Basis-
vektoren bestimmte Eigenschaften -sog. Features- der Eingabedaten reprisentieren. Die Wahl der Features
ist eng verkniipft mit der Wahl der Funktionsklasse, mit der die Daten beschrieben werden sollen. Abb. 2.0
zeigt ein Beispiel einer solchen Abbildung. Die Eingabedaten x; € R? werden durch die Funktion

2

X1 1

P — x3
Z2

\/§~ T1X9

in einen héherdimensionalen Feature-Raum abgebildet, in welchem sie linear separierbar sind.
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Abb. 2.0 Beispiel fiir eine Projektion in einen Feature Raum (Abbildung aus [7])

Wiirde man allgemein derartige Abbildungen fiir jedes Eingabebeispiel explizit ausfithren, dann wiirden
die jeweiligen Algorithmen v.a. fiir héherdimensionale Daten sehr schnell ineffizient. Viele Lernalgorithmen
lassen sich nun aber derart formulieren, daf die Eingabebeispiele nur noch in Skalarprodukte in die Be-
rechnung des Algorithmus eingehen. Ist dies der Fall, so 14kt sich der Kerneltrick anwenden. Dabei wird
die Abbildung ®(z) nicht explizit berechnet, sondern nur das Skalarprodukt zwischen Bildern zweier Ein-
gabebeispiele in dem eben erwihnten hochdimensionalen Raum. Dies kann effizient durch den Kernel -zu
deutsch Kern- berechnet werden. Da sich im Deutschen fiir diese Art von Funktion die Bezeichnung Kernel
durchgesetzt hat, wird im Folgenden der englische Ausdruck als Teil der Fachsprache verwandt. Dies dient
auch dazu den Kernel sprachlich vom Kern, also dem Nullraum einer linearen Abbildung, abzugrenzen. Statt
also erst die Abbildung in den Feature Space explizit auszufithren, um dann das Skalarprodukt zwischen den
Bildern zweier Eingabebeispiele zu berechenen, liefert der Kernel effizient den Wert des Skalarprodukts. Ein
(positiv semidefiniter) Kernel ist eine Funktion

- XxX—-R
(@,27) = (2(2), (7))
deren Gram-Matrix (siehe Definition 6.1.1) fiir alle m € N und alle 1, ..., x,, positiv semidefinit ist (siehe

Definition 6.1.2). Der Kernel erlaubt all jenen Algorithmen, die sich nur durch Skalarprodukte formulieren
lassen, implizit und damit effizient in hochdimensionalen Feature-Raumen zu arbeiten.
Hierzu zwei Bemerkungen:

(i) Die Eingabemenge X muft nun nicht mehr zwingend Elemente eines Skalarproduktraums, sondern nur
noch einer nicht-leere Menge sein. Es gibt Kernel, die direkt auf diskreten Objekten wie z.B. Graphen
oder Zeichenketten arbeiten.

(ii) Der Feature-Raum, in den der Kernel implizit projeziert, wird fortan mit H bezeichnet. Darin kommt
zum Ausdruck, daf dieser in der Regel ein Hilbert-Raum, d.h. ein vollstdndiger, unter dem Skalarpro-
dukt abgeschlossener Raum ist. In dem Beispiel von Abb. 2.0 wiiren dann X = R? und H = R3.

Im Folgenden werden nun noch drei Beispiele von Kerneln angefiihrt:

1. Das kanonische Skalarprodukt (x,x’) =" x;a} wird als linearer Kernel bezeichnet. In diesem Fall ist
X = Hiinear und eine vollstindig trennende Hyperebene kann nur dann gefunden werden, wenn die
Beispiele schon im Eingaberaum linear separierbar sind.

2. Unter dem Radial-Basis-Function- oder kurz RBF-Kernel versteht man die Abbildung

_ 12
k(m7x/) = exp <_||$CC|)

202
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Abb. 2.1 zeigt den Graph eines RBF-Kernels fiir
zweidimensionale Eingaben. Versteht man den Ker-
nel als Ahnlichkeitsmaf zwischen Eingaben, dann
“sitzt” der Datenpunkt, mit dem verglichen wird im
Zentrum der Glockenkurve. Die Breite dieser Kur-
ve, d.h. den Grad der Ahnlichkeit von entfernteren
Beispielen, wird durch den Kernelparameter o kon-
trolliert (je grofer o, desto breiter die Kurve, desto
"ghnlicher” entferntere Datenpunkte).

Der Feature-Raum Hgrpr des RBF-Kernels besitzt
unendliche Dimension. Hier zeigt sich die Méchtig-
keit des Kerneltricks, da eine explizite Projektion in
einen unendlichdimensionalen Raum schlichtweg un-
moglich ist.

\ NN
AN

Abb. 2.1 RBF-Kernel fiir zweidimensionale Eingaben

3. Die Abbildung des polynomiellen Kernels ist gegeben durch

k(z,2') = (< z,2' > 4c)?

Er reprisentiert die Funktionsklasse der Poylnome vom Grad kleiner oder gleich d. Man unterscheidet
zwischen dem homogenen und dem heterogenen polynomiellen Kernel. Beim homogenen polynomiellen
Kernel ist ¢ = 0. Er bildet in den Raum der Produkte iiber alle d-Permutationen der Koeffizienten von x
ab. Fiir n-dimensionale Eingabebeispiele gilt fiir die Dimension des durch den homogenen polynomiellen
Kernel aufgespannten Feature Raums

dim(Hpory) = (d + Z N 1) e On))

Beim heterogenen polynomiellen Kernel ist ¢ # 0. Er bildet in den Raum der Produkte iiber Permuta-
tionen bis einschliefslich Grad d ab. Im Folgenden wird nur noch die heterogene Variante betrachtet.

2.1.2 Strukturelle Risikominimierung und Support Vektor Maschinen (SVM)

Sind zwei Klassen einer Trainingsmegen in einem Feature-Raum H linear separierbar, dann gibt es meist
mehrere Hyperebenen, welche die Tennung bewerkstelligen kénnten. Ware die wahre Verteilung P(z,y) der
Daten bekannt, dann wire diejenige Ebene optimal, die den Fehler fiir alle méglichen Eingaben minimiert.
Dieser Fehler wird auch als Risiko bezeichnet und ist geben durch

R[f] = / Iy, f(x))dP(z,y)

l bezeichnet hierbei die gew&hlte Fehlerfunktion. In Fall der Klassifizierung ist

Uy, f(2)) = 515@) — o

Da P aber nicht bekannt ist, muf man sich damit begniigen, den Fehler auf den Trainingsdaten, das sog.
empirische Risiko zu minimieren. Ist die Funktionsklasse aber zu michtig, kann dies leicht dazu fithren, dafs
der Lernalgorithmus die Daten “auswendig lernt” und somit schlecht generalisiert. Dieses Phiinomen wird
auch als Querfitting bezeichnet. Die blofie Minimierung des empirischen Risikos wird also in vielen Féllen
nicht zum Erfolg fiihren.

1Es ist immer méglich ein Interpolationspolynom zu finden, das alle Punkte genau trifft. In der Regel beschreibt ein solches
Polynom aber nicht die den Daten zugrundeliegende Regularitat.
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Selbst im Grenzfall von unendlich vielen Trainingsbeispielen konvergiert zwar das empirische Risiko fiir
eine feste Funktion f gegen das tatséichliche Risiko

lim P(|Remplf] —RI[f]l >¢)=0 VfeF
dies impliziert aber nicht, daf die im Grenzfall von unendlich vielen Trainingsbeispielen durch Minimierung
des empirischen Risikos gefundene Funktion auch das tatsichliche Risiko minimiert.

P (argmin s Remp[f] = argmin  R[f]) # 1

Nun existiert aber mit Wahrscheinlichkeit (1 — ¢) eine obere Schranke fiir (siche auch [4] Vortrag von
Bernhard Scholkopf) das Risiko

P (R[f] € Remplf] + ¢(m,h,8) VfeF)>1-46

Der sog. Konfidenzterm ¢ hingt zusétzliche von der Anzahl der Trainingsbeispiele m und der VC-
Dimension h ab. Sie ist gleich der héchsten Anzahl von Punkten, die man finden kann, so daf die gewdhlte
Funktionsklasse in der Lage ist, jede beliebige Partition dieser Punkte durch eine Ebene voneinander zu
trennen. Es ist nun klar, daft sich diejenige Hyperebene als optimal hervortut, die sowohl das empirische
Risiko, als auch den Konfidenzterm ¢ minimiert. Diese gleichzeitige Minimierung von Resn,p, und ¢ wird als
strukturelle Risikominimierung bezeichnet. Die Schonheit an dieser Schranke ist die Tatsache, dafs sie fiir alle
Funktionen der gewdhlten Funktionsklasse gilt (fiir eine ausfiihrlichere Erlduterung siehe [7] 5.4).

Man kann zeigen, dak gerade die Ebene im Sinne der strukturellen Risikominimierung optimal ist, welche
maximalen Abstand, engl. mazimal margin, zu beiden Klassen der Trainingsmenge besitzt. Diese Ebene
ist dariiber hinaus eindeutig bestimmt und die Suche nach ihr fiihrt zu einem konvexen, quadratischen
Optimierungsproblem, fiir dessen Losung effiziente Algorithmen existieren. Die Konvexitit garantiert das
Ausbleiben lokaler Optima. Da mit margin sowohl der Abstand, als auch die Grenze des Bereichs grofsten
Abstands gemeint sein kann (ein Punkt kann ”auf dem margin liegen”), wird im Folgenden der Englische
Begriff verwendet. Fiir eine ausfiihrlicher Einfiihrung in die strukturelle Risikominimierung siehe [7] Kapitel
5 oder [6] Kapitel 4.

Die Suche nach eben beschriebener Hyperebene fiihrt nun zu folgendem Optimierungsproblem

maximiere

wenbermnlx—xill[xeH (wx)+b=0i=1...,m}

Eine dazu aquivalente Formulierung lautet

minimiere
r
weH,beR
unter der Bedingung, daB y;((w,x;)+b) > 1 fiir alle i=1,...,m

(w) = 5wl

Die Zielfunktion 7(w) driickt gerade die Maximierung des margin aus. Dies kann man sich leicht intuitiv
veranschaulichen, wenn man bedenkt, daf der Abstand eines Punktes zu einer Ebene E durch die Formel
dr(x) = <V"|"fv>”+b gegeben ist. Durch die Minimierung der Norm des Gewichtsvektors wird der Term im Nenner
klein und somit der Abstand grofs. Die Nebenbedingungen erzwingen, dal sich alle Trainingsbeispiele auf
der "richtigen” Seite der Hyperebene befinden, also korrekt klassifiziert werden. Ist z.B. y; = 1 und die
Klassifizierung von x; falsch, d.h. sgn({w,x;) + b) < 0, dann ist die Nebenbedingung y;({(w,x;) + b) <
0 und die Nebenbedingung verletzt. Haben hingegen y; und das Bild der Entscheidungsfunktion gleiches
Vorzeichen, d.h. die Klasse von x; wurde korrekt vorhergesagt, dann ist die Nebenbedingung erfiillt. Die
Tatsache y; ((w, x;) +b) > 1 statt y;((w,x;) +b) > 0 zu fordern hiingt mit der Formulierung der Zielfunktion
zusammen. Wiirde nur ”> 0” gefordert, wiirde die Minimierung der Norm keinen Sinn haben (siehe hierzu
auch [7] S. 12). Durch die Forderung ”> 1”7 wird bewerkstellig, dafs die Punkte auflerhalb des margin der
Hyperebene liegen.
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Um dieses Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen zu 16sen werden Lagrange’sche Multiplikatoren
a; > 0 benutzt, die zusammen mit der Zielfunktion und den Nebenbedingungen folgende Lagrange-Funktion
ergeben.

L(w,b,0) = g wl? — D iyl {w, x3) +5) ~ 1)
i=1
Die urspriingliche von Lagrange formulierte Optimierung einer Funktion unter Nebenbedingungen liefs nur
Nebenbedingungen in Form von Gleichungen zu. Dieser Ansatz wurde erst in den fiinziger Jahren des letzten
Jahrhunderts von Karush-Kuhn und Tucker zu den sog. KKT-Bedingungen erweitert, um eine Zielfunktion
zu optimieren, deren Nebenbedingungen auch Ungleichungen sein konnten (siehe hierzu auch [6] Theorem
5.21). Um die gewiinschte Losung zu erhalten muf nach den KKT-Bedingungen die Lagrange-Funktion nach
den primalen Variablen w,b minimiert und den dualen Variablen o; maximiert werden. Daher miissen an
dieser Stelle partiellen Ableitungen nach w und b gleich Null sein, also

0 0
a—WL(W7 b,a) =0 und %L(w7 b,a) =0

Damit die Lagrange-Funktion den KKT-Bedingungen geniigt, mufs dariiber hinaus o; > 0 fiir alle ¢ =
1,...,m gefordert werden. Dies fithrt zu

m m
w = E a;y;X; und g a;y; =0
i=1 =1

Setzt man nun die beiden erhaltenen Bedingungen in die Lagrange-Funktion ein, dann ergibt sich daraus die
sog. duale Form, welche nun nur noch eine Funktion der Lagrange’schen Multiplikatoren «; ist.

m m
maximiere 1
o cRm W(a) = Z;ai -3 Z Qi Yy (Xi, X;)
i—

ij=1
m
unter der Bedingung, daf «; > 0 fiir alle ¢=1,...,m und Zaiyi =0
i=1

Die Entscheidungsfunktion wird dann zu

f(x) = sgn((w,x) +b) = sgn <<Z aiyixiax> + b)

m
= sgn < Qi (X, X) + b)
=1

wobei man b aus einem Teil der KKT-Bedingungen (siehe wieder [6] Theorem 5.21)
a;(yi((w,x;) +b) — 1) =0 fiir alle i=1,...,m

erhélt.

Betrachtet man die Entscheidungsfunktion, so wird klar, dafs nur diejenigen Trainingsbeispiele in die
Auswertung eingehen, deren Lagrange’scher Multiplikator ungleich Null ist. Das sind die Vektoren, bei deren
Nebenbedingung Gleichheit vorliegt und die somit auf dem Rand der separierenden Hyperebene liegen. Diese
sog. Supportvektoren sind genau die Beispiele, welche die Ausrichtung der Hyperebene festlegen. Wiirde man
alle andere Trainingsbeispiele in ihrem Halbraum durcheinanderwiirfeln und nur die Supportvektoren an ihrer
Stelle belassen, dann wiirde der eben beschriebene Algorithmus auf diesen Daten exakt dieselbe Hyperebene
als Losung erbringen.
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Wie man ebenfalls leicht sehen kann, gehen die Trainingsbeispiele nur durch Skalarprodukte (x;,x;)
in das Optimierungsproblem ein, so dafs diese durch Kernelfunktionen (®(z;), ®(z;)) = k(z;, ;) ersetzt
werden koénnen und der Algorithmus somit implizit in dem durch den Kernel und den Trainingsbeispielen
aufgespannten Feature-Raum arbeitet.

In der Praxis kann es vorkommen, daf die Datenwolken der beiden Klassen iiberlappen, und es somit
keine trennende Hyperebene gibt. Dies kann von Tatsache riihren, dak die beiden Klassen ”von Natur aus”
iiberlappen oder daf die Uberlappung durch Stérungen, wie z.B. Mekfehler, hervorgerufen werden. Aus die-
sem Grund werden Schlupfvariablen &; > 0 eingefiihrt, die durch Umformulierung der Nebenbedingungen ein
gewisses Mafs an Fehlern zulassen sollen. Abb. 2.2 zeigt die geometrische Interpretation der Schlupfvariablen.
Die Nebenbedingungen werden durch sie zu

yi((w,x;) +0) > 1—¢; fiir alle i=1,...,m

Abb. 2.2 margin und Schlupfvariablen eines Klassifikationsproblems (Abb. aus [6] S. 16)
Da die Fehler natiirlich so gering wie mdoglich gehalten werden sollen, wird die Zielfunktion der primalen
Form erweitert zu .
1 2
T(w,§) = iHWH JFCZ&

=1
Hier ist C' ein Strafterm, der den Einfluft der Fehler kontrolliert. Je kleiner der Wert ist, desto mehr Fehler
werden zugelassen, da sie durch das kleine C' nicht so stark ins Gewicht fallen. Insbesondere bedeutet C' = oo,

daf jeder Fehler unendlich stark gewichtet wird und eine so gefundene Hyperebene die Klassen tatsichlich
vollstandig trennt. In seiner dualen Form lautet das abgednderte Optimierungsproblem nun

maximiere 1 &
oc Rm W(Oz) = Lzzlal — 5 ijzl aiajyiyjk:(xi,xj)

m
unter der Bedingung, daB 0 < a; < C fiir alle i=1,...,m und Zaiyi =0

i=1

Die Einfithrung von Schlupfvariablen fiihrt also zu einer oberen Schranke fiir die Lagrangeschen Multi-
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plikatoren ;. Die Entscheidungsfunktion lautete dann analog

f(x) = sgn (Z o yik(z, ) + b)

2.1.3 Support Vektor Regression (SVR)

Bei der Regression ist die Doméne von y nun nicht mehr {0, 1}, sondern R. Gesucht wird also ein Funkti-
on, die Ausgabewerte y € R in Abhingigkeit der Eingabedaten x € X beschreibt. Anstatt eine nichtlineare
Regression im Eingaberaum durchzufiihren, kann man nun auch eine lineare Regression im durch einen geeig-
neten Kernel aufgespannten Feature Raum berechnen. Dies kann z.B. durch die e-insensitive Fehlerfunktion
erreicht werden.

Wz, y, (%) = |y = f(x)|c := max{0, |y — f(x)| — &}

Der Fehler ist also solange gleich Null, wie die Datenpunkte nur € weit von der Funktion entfernt liegen.
Danach steigt er linear an? (siehe Abb. 2.3).

Y

Abb. 2.3 c-insensitive Fehlerfunktion (Abb. aus [7] S. 18)

Um die lineare Regression f(x) = (w,x) + b zu erhalten, wird nun folgende Zielfunktion minimiert.

1 m
S+ O = i)l

i=1

Der Parameter € muf zusitzlich zu C anfangs vom Benutzer gewihlt werden.

Um nun analog zum vorhergehenden Abschnitt Fehler zuzulassen, werden hier nun wiederum Schlupfva-
riablen verwendet, wobei diesmal zwei Félle, ndmlich f(x;) —y; > € und y; — f(x;) < ¢, abgedeckt werden
miissen. Die zwei Arten von Schlupfvariablen werden hier, wie in [7], mit £ und £* bezeichnet. Das neue
Optimierungsproblem stellt sich dann wie folgt dar:

minimiere 1 ) m
=3 S G+
WG"'{7 675* ERm,bERT(W7£’E ) 2||W|| + ;(E +§z)
unter der Bedingung, daB f(x;) —y; <e+¢&;
yi — f(xi) e+ &
£ >0

2 Anmerkung: Fiir ¢ — 0 ist die e-insensitive Fehlerfunktion gerade die L1-Norm, d.h. die Summe der Absolutbetrige der
Vektorkoeffizienten, der Differenz zwischen den beiden zu evaluierenden Vektoren.

10
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Analog zum vorhergehenden Abschnitt wird dieses Problem als Lagrange-Funktion formuliert und in seine

duale Form gebracht, die dann lautet

m m

maximiere
a,a* € R™

W(a, a™)

=_—¢ Z(ai* + ;) + Z(Oéf — )Y —
i=1 =1

m

> (af —ai)(og

ij=1

1

; - a)k(zi,2;)

m

unter der Bedingung, daf 0 < a;,a; < C fir alle i=1,...,m und Zai—af =0

Die geschitzte Funktion hat dann die Form

m

f(x)

=1

i=1

> (i — af)k(wi, ) + b

Auch hier mufs b extra berechnet werden, da es in der dualen Formulierung des Optimierungsproblems nicht
vorkommt. Dies geschieht iiber die Nebenbedingungen f(x;) —y; < e+ & und y; — f(x;) < e+ ¢, die fir

&, =0und 0 < a; < C zu Gleichungen werden.

2.1.4 Vergleich von SVM und Neuronale Netze

#1(z)

©ny, (7)

Abb. 2.4 Neuronale-Netze-Interpretation der primalen
Form der SVM (Abb. aus [1] S.160)

11

Sowohl die primale, als auch die duale Formulierung
der SVM besitzt eine Interpretation als neuronales
Netz (NN). Die primale Form kommt einem Multi-
payer Feedforward Perceptron mit einer verdeckten
Schicht gleich. Die Neurone der Eingabeschicht, de-
ren Anzahl gleich der Dimension der Eingabebeispie-
le ist, sind vollstdndig mit den Neuronen der ver-
deckten Schicht vekniipft, welche die Abbildung &
realisieren. Die Anzahl der Neuronen der verdeck-
ten Schicht ist gleich der Dimension ny; des gewihl-
ten Feature-Raums. Von ihnen geht jeweils eine Ver-
kniipfung zum Ausgabeneuron, welche mit dem ent-
sprechenden Eintrag des Gewichtsvektors w gewich-
tet ist.
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In der Interpretation der dualen Form ist die An-

zahl der Neuronen in der verdeckten Schicht gleich

der Anzahl der Supportvektoren. Die in diesen Neu- K(x, z1)
ronen realisierte Funktion ist dann nicht die expli-
zite Abbildung in den Feature Raum, sondern die
Kernelfunktion mit den jeweiligen Supportvektoren,
was einer linearen Funktion im Feature Raum gleich-
kommt. Die Verkniipfungen zum Ausfgabeneuron ist
nun nicht mehr mit den Eintrdgen von w, sondern
mit den jeweilgen Lagrange’schen Multiplikatoren o
gewichtet. Da die Anzahl der Neuronen in der ver-
deckten Schicht nicht a priori feststeht, nennt man
diese Form auch nicht-parametrisiert (siehe [1] S. K(z,23ev)
159). Bei Neuronalen Netzen wird also die Archi-

tektur vom Benutzer a priori festgelegt (im Sinne

der Anzahl der Neurone in der ersten verdeckten

Schicht), die SVM wéhlt diese automatisch. Abb. 2.5 Neuronale-Netze-Interpretation der dualen
Form der SVM (Abb. aus [1] S.160)

2.1.5 Ridge Regression

Neben dem Vergleich zu modellbasierter Kalibrierung wird der Ansatz der Kalibrierung mit maschinellem
Lernen noch zu einer anderen Art von Regression in Beziehung gesetzt. Dieses Verfahren wird hier nun noch
kurz vorgestellt. R

Bei der least-sqare Regressionsmethode sucht man Gewichte w, so daR fiir X = (X[1) gilt:

X\i/zy

1 bezeichnet hier einfach eine Spalte mit ausschlieflich 1 als Koeflizient und w die Kombination von w und
b zu einem Vektor w = (w, b)7. Ist die Matrix X7 X invertierbar, so ist die Losung fiir w gegeben durch

N SN
W:(XTX) XTy

Hat die Matrix X7 X nicht vollen Rang oder treten numerische Probleme auf, so kann man folgenden
Ansatz wéhlen

PN -1
W= (XTX + 71) XTy

T bezeichnet hier die Identitétsmatrix, wobei aber der Z(,,41)(m+1) = 0 gesetzt wird, da dies der mit b
korrespondierende Koeffizient ist. Der Faktor v € RT heifit Ridge und gibt dieser Regressionsmethode ihren
Namen. Die Aufgabe von 7 wird deutlich, wenn man die Eigenwertzerlegungn von X7 X + 47 betrachtet.

XTX 49T =U (A +~T)UT

wobei A eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von XTX in der Diagonale und U die Matrix mit den
Eigenvektoren von X7 X als Spaltenvektoren ist. Bildet man nun die Inverse so gilt

1
X o 0
Ao -1 : t. . .
(X7X+47) —u@+n U =u| L ut
O .. m ?
0 .. 0 i

12
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Ist also X7X singulédr, dann ist v ein Mindestwert fiir den jeweiligen Eigenwert A\ mit 1 < k& < m, der
aufgrund seines geringen bzw. nicht vorhandenen Werts den Einfluk des zugeordneten Eigenvektors iiber alle
Mafe erh6hen wiirde bzw. der Bruch ﬁ wegen einer Division durch Null nicht definiert wére. v regularisiert
also den Einfluf kleiner Eigenwerte.

Wihrend die normale Regression die Quadrate der Fehler minimiert, ist mit der RIDGE REGRESSION
folgende Fehlerfunktion verkniipft

l(W, bz, y) = ’VHWHQ + Z(<W’Xl> - yi)2

i=1

Durch diese Fehlerfunktion ist die RIDGE REGRESSION die mazimal margin Version der Methode der
kleinsten Quadrate.
AWl = y(w, w)

kontrolliert den margin bzw. die Glattheit der Funktion und somit die Komplexitit, wihrend

m

Z((w’ Xi> - yi)2

i=1

das empirische Risiko minimiert.
Auch die RIDGE REGRESSION besitzt eine duale Formulierung, in der man statt des kanonischen Skalar-
produkts eine Kernelfunktion benutzt. Gesucht sind «, fiir die gilt

(K+vTD)a=y

wobel K die Grammatrix der jeweiligen Kernelfunktion und Z eine normale m x m Identitdtsmatrix bezeich-
net. Somit ergeben sich die o zu
a=(K+X) 'y

wobei die einzelnen Ausgaben y; auch mehrdimensional sein kénnen. Die Entscheidungsfunktion ist dann
gegeben durch

m

f(z) = Z aik(z, ;)

Im Gegensatz zur SVR besitzt die RIDGE REGRESSION keine Supportvektoren, es gehen also alle Trainings-
beispiele in die Ausgabe der Entscheidungsfunktion ein. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich in [6]
S.22 ff.

2.2 Grundlagen zur Kameramodellierung

Im Folgenden bezeichnen Grofibuchstaben Koordinaten des Objektraums, Kleinbuchstaben mit einem Strich
Koordinaten des Kamerakoordinatensystems bzw. des Bildkoordinatensystems und Kleinbuchstaben mit
zwei Strichen Koordinaten des Sensorkoordinantensystems.

2.2.1 Perspektivische Abbildung: Lochkameramodell

Das Lochkameramodell beschreibt eine Zentralprojektion des Objektraums®. Dabei werden nach den noch zu
beschreibenden Gesetzen der perspektivischen Projektion Objektkoordinaten auf die Bildebene des Kame-
rakoordinatensystems projiziert, welche dort im Abstand c¢ in negativer z-Richtung parallel zur z,y-Ebene
liegt. Das "Loch” der Lochkamera, das sog. Projektionszentrum, ist dabei in der Regel der Urspung des
Kamerakoordinatensystems.

3Tn dem vorliegenden Fall ist dies das Weltkoordinatensystem des Roboters

13
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Der Ortsvektor zu den Koordinaten eines Punkts P 14t sich danach durch eine Addition des Ortsvektors
des Projektionszentrums Xy der Kamera mit dem Vektor X* vom Projektionszentrum zum Objektpunkt
beschreiben.

X = X, + X* (1)
Zz
Az
¥ /
A !
\ ¥
] / = X
" o
Fs .\\ I'II-/
Zz o '{ R{uip.r)
K o \\. x
i Y
'\___.‘ri \
o =\
TLeF
1 1
Xy ! oy
|
|4
| P
x| |
1 1
e ) i#
£ P - »
S :/// Xy Y

Abb. 2.6 Projektive Abbildung (aus [3] S. 224)

Da der zweite dieser Vektoren aber im iibergeordneten Objektkoordinatensystem definiert und deshalb nicht
verfigbar ist, greift man deshalb auf den Vektor x’ vom Projektionszentrum zum projizierten Punkt p’
zuriick, nachdem man ihn mittels einer Skalierung m und Drehung R in den Objektraum transformiert hat.

X* =mRx' (2)

Die Drehmatrix R setzt sich zusammen aus drei Einzeldrehungen x, w und ¢, die den Roll-, Nick- und
Gierwinkel der Kamera beschreiben.

R=TRu Re-Ru

cosk —sink 0 cos¢ 0 sing 1 0 0
= sink cosk 0 0 1 0 0 cosw —sinw
0 0 1 —sing 0 coso 0 sinw sinw

Die Reihenfolge der Matrixmultiplikation und deren Orientierung (rechtshindiges Koordinatensystem), sind

den Konventionen der Robotik entlichen (siehe [5]). Danach werden die Drehmatrizen in der Reihenfolge

Roll-, Nick- und Gierdrehung, in der Robotik bekannt als Roll-Pitch- Yaw, miteinander multipliziert.
Substituiert man nun (2) in (1), so ergibt sich

X = Xg + mRx’ (3)
oder ausformuliert
X XQ '
Y |=| Yo |+mR| ¢
Z ZO —C

14
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wobei ¢ die Kamerakonstante oder Brennweite bezeichnet. Durch Umkehrung von (3) erhélt man

' — x| 1 X - X
vy |=—R"| Y-Y
—C m Z—Z(]

Werden nun die erste und zweite Gleichung durch die dritte dividiert, so verschwindet der Faktor % und
man erhilt die sog. Kollinearititsgleichungen

o I6 e T‘ll(X — Xo) + 7’21(Y — YO) + 7‘31(2 — Zo)
r13(X — Xo) +r23(Y — Yo) +133(Z — Zo)
Y =y —c. r12(X — Xo) + roo(Y — Yo) + r32(Z — Zo)
r13(X — Xo) + r23(Y — Yo) +133(Z — Zo)
X /
Sie beschreiben die Transformation von Objektkoordinaten X = | Y in Bildkoordinaten x’ = ( Z, )
Z

Die z-Koordinate wird hierbei auffer Acht gelassen, da sie nach der Projektion konstant —c betrigt. xj, und yj,
sind die Koordinaten des Lotfufspunktes des Projektionszentrums in der Bildebene, dem sog Bildhauptpunkt.
Dieser mufs nicht zwingend mit dem Durchstofpunkt der z-Achse durch die Bildebene zusammenfallen.
Da bei der Kalibration statt Bildkoordinaten Sensorkoordinaten verwendet werden, muf noch eine Trans-
lation v angehéngt werden.
xX'=x'"+v
Der Verschiebungsfaktor v ergibt sich aus den Dimensionen des CCD-Sensors

1 1"

" mazx min

Vg = Tppin + f
1" 1

o Ymaz — Ymin

Will man die Bildkoordinaten in Pixel statt in pum bzw. mm angeben, konnen die Gleichungen noch

durch den Faktor
Breite bzw. Hohe des Bildes in px

Breite- bzw. Hohe des Sensors

SSensor— Pizel =

angepasst werden.

Da CCD-Sensoren zuweilen unterschiedliche Aufldsungsverméogen (px/mm) in z- und y-Richtung besitzen,
wird noch ein Skalierungsfaktor s, die sog. Aspect Ratio eingefiihrt und ergeben somit die Gleichungen eines
einfachen Kameramodells
(X — Xo) +ra (Y = Yo) +751(Z — Zo)

7“13(X — Xo) + T23(Y - YO) + 7“33(Z — ZO)
r12(X = Xo) + 2 (Y — Yo) + 152(Z — Zo)
r13(X — Xo) + ras(Y — Yo) + r33(Z — Zo)

" /
T =V + Ty — SgyC

y”:Uy""y{)_c

2.2.2 Kompensation von Linsenverzeichnungen

Das eben geschilderte Kameramodell nimmt eine perfekte Linse an, d.h. es beschreibt nicht die in der
Einleitung erwihnte Linsenverzeichnungen. Um diesen beizukommen, wird das Modell um zusétzliche Aus-
gleichsterme =, (2, y") bzw. Z,(z’,y") erweitert.

(X = Xo) +ra (Y = Yo) + 151 (Z — Zo)
r13(X — Xo) +7r23(Y — Yo) + 133(Z — Zo)
_ ri2(X — Xo) + roo(Y — Yo) + 132(Z — Zp)
r13(X — Xo) +r23(Y — Yo) +133(Z — Zo)

/.

! / —_ / /
2 = vy + Xy — SayC +Z:(2",y)

y” :'Uy+y6_c +Ey(x/,y/)

15
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Die Funktion = : R? — R? definiert ein Vektorfeld, welches in Abhiingigkeit der Bildposition einen Ver-
schiebungsvektor angibt, der die Stérung des Bildes an dieser Stelle modelliert. Das Vektorfeld sind also
diejenigen Vektoren, die man auf die Bilder stérungsfrei projizierter Punkte addieren mufs, um ihre Position
im stérungsbehafteten Bild auszumachen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Vektorfeld durch Summen iiber Produkte von Tschebyscheffpolyno-
men Ty beschrieben, wobei d den Grad des Tschebyschffepolynoms bezeichnet.

Abb. 2.7 Vektorfelder fiir Produkte von Tschebyscheffpolynomen ersten (links), dritten (Mitte) und vierten Grades (rechts)

Tschebyscheffpolynome sind auf dem Intervall [—1; 1] rekursiv definiert, in welchem sie orthogonal aufeinan-
der stehen.

To(x) =1
Ti(x) =x
Thi1 = 22T, (z) — Th—1(x)

Die Formeln fiir die Ausgleichsterme lauten nun

d
B2, y) = Y aigTi(sa2") Ti(syy)
i,j=0

bzw. )
Ey(@y) = Y biTi(sea ) Tilsyy)
4,j=0
wobel z’,y’ die von dem Modell errechneten Bildkoordinaten und s,, s, Skalierungfaktoren bezeichnen, die
dafiir Sorge tragen, dal s, @’ bzw. sy’ genau im Intervall [—1; 1] liegen. Die Parameter a,; und b;; kommen zu

den Parametern des Kameramodells hinzu und werden ebenfalls in dem im néchsten Abschnitt beschriebenen
Regressionsverfahren geschitzt.

2.2.3 Regressionsverfahren

Der hier benutzte Ansatz, um die Parameter des Modells an die Daten zu fitten, ist unter dem Namen
Biindeltriangulation* bekannt. Darunter versteht man die simultane rechnerische Einpassung vieler im Raum
angeordneter Bilder (Strahlenbiindel) in Bezug zu einem {ibergeordneten Koordinatensystem.

Das iterative Verfahren zur Berechnung der Parameter kann kurz so zusammengefasst werden:

(1) Alle zu schitzenden Parameter po € RP des Kameramodells werden mit geeigneten Startwerten, d.h.
jenen, die hinreichend nahe am globalen Optimum der Parameter liegen, initialisiert.

(2) Die Raumpunkte des Trainingsdatensatzes werden mit dem Kameramodell und dem derzeitigen Para-
metersatz p projiziert und der Fehler 1 zu den tatsichlichen Bildpunkten berechnet.

4auch Biindelblockausgleichung, Mehrbildtriangulation oder Mehrbildorientierung

16
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(3) An der derzeitigen Stelle im Parameterraum wird das Modell linearisiert und aus dem Fehler des
Kameramodells eine Verbesserung 6 der Parameter berechnet.

Pt+1 = Pt +6

(4) Die Prozedur wird ab Schritt (2) solange wiederholt, bis die Verbesserungen der Parameter bzw. der
Fehler des Kameramodells hinreichend klein ist.

Tm Rest dieses Abschnitts wird nun v.a. Schritt (3) genauer betrachtet. Folgende kleine Rechnung stellt
den Bezug zwischen der Verbesserung der Parameter § und dem Fehler auf den bekannten Punkten her. x
bezeichnet hierbei die Bildkoordinaten und p die Parameter. Der Index ¢ bezeichnet den Iterationsschritt
und der Stern die Werte am gesuchten Optimum.

Wird nun f(p*) linearisiert, d.h. durch eine Taylorentwicklung an der Stelle p; mit Abbruch nach dem ersten
Glied ausgedriickt, dann erhélt man folgende Form

x" —x; = f(pt) + B(pe —p*) + w — f(pr)
1=B({p:—p")+w
1=8B0+w

w bezeichnet hier das Restglied der Taylorentwicklung oder, anders interpretiert, Rauschen in den Daten.
Zwischen dem Fehler 1 und den gesuchten Verbesserungen 6 ergibt sich somit folgende lokale Beziehung

1=580+w

wobei 6 die wahren Verbesserungen der Parameter sind und im Idealfall w ~ A(0, Xgp) ist. D.h. es wird
angenommen, daf Fehler und Parameter in einem linearem Zusammenhang 56 stehen und mit zusétzlichem
Rauschen w belegt sind.

Die Schétzung der Parameterverbesserungen entspricht also einer Linearisierung des nichtlinearen Kame-
ramodells am Punkt p;. Die eben genannte Beziehung 148t sich nun auch wie folgt formulieren (E bezeichnet
den Erwartungswert):

E(l) = B6
bzw.

0= Al

Der Name BLUE-Schétzer kommt von best linear unbiased estimator , wobei unbiased (siche auch un-
biased) dem deutschen Fachausdruck erwartungireu entspricht. Ein BLUE-Schétzer ist, wie der Name schon
verrit, linear in den Daten und erwartungtreu, bei gleichzeitiger Minimierung der Varianz der zu schitzenden
Parameter. Erwartungtreue bedeutet allgemein, daf

E(0) = E(Al) = AE(l) = 0

wobei 0 den wahren Wert der zu schitzdenden Parameterverbesserungen bezeichnet. Bei erwartungtreuen
Schétzern ist also der Erwartungswert der geschitzten Parameter der wahre Wert des Parameters selbst.

A ist hier eine p x (2m)-Matrix, wobei (2m) die Dimension des Residuumsvektors 1 ist (ein Residuum fiir
jede Raumrichtung des Kamerakoordinatensystems). Aus der Erwarungtreue ergibt sich nun

E(l) = BY

17



2.2 Grundlagen zur Kameramodellierung 2 ALLGEMEINE THEORETISCHE GRUNDLAGEN

wobei B eine bekannte (2m) x p-Matrix ist, mit der Bedingung AB = 7 oder auch a;b’ = §;;. a; und b’
bezeichnen die i-te Zeile bzw. die j-te Spalte ihrer Matrix. Das sog. Kronecker-Symbol §;; ist gleich Eins,
wenn ¢ = j und Null sonst. Die Bedingungen fiir Erwartungtreue lauten also

aibj = 5ij

Im dem vorliegenden Fall ist B eine Matrix aus den Jacobimatrizen des Kameramodells f an allen Daten-
punkten der Trainingsmenge. Das Modell wird also als eine Funktion

ij(P) = (;C:)

der Parameter, parametrisiert durch den jeweiligen Datenpunkt X, aufgefasst. Ist

Oz, x; Ofe,x;
- 9p1 T Opp
Ti=\ orx, ofy %,
Op1 U Opp

die Jacobimatrix an der Stelle des durch X; parameterisierten Kameramodells an der Stelle p;, dann ist
J1
B = :
Im
Die Varianz der Parameterverbesserungen ergibt sich nun wie folgt
Var(d) = E ((Al — AE(1))?)
=E ((A(1-E@1)))%)
=E ((A1-E@)(1-E@)"A"))
= Az, AT

31 bezeichnet hier die Kovarianzmatrix der Bildfehler der einzelnen Datenpunkte. Sie ist nicht gegeben und
muf geschéitzt werden. Siehe hierzu auch die Zusammenfassung des Algorithmus weiter unten.

Der BLUE-Schétzer, d.h. die Matrix A wird durch die Minimerung der eben hergeleiteten Varianz unter
den Nebenbedingungen fiir Erwartungstreue berechnet. Dies kann wiederum mit der Methode der Lagran-
geschen Multiplikatoren erreicht werden. Die analytische Losung des Problems ergibt dabei

0= (BT%;'B)71Bs, "
Gleichzeitig ist die Kovarianzmatrix der Parameter gegeben durch
pp = (BTEz_ﬁBY1

Fiir eine ausfiihrlichere Herleitung des BLUE-Schétzers siehe [2] S.133-141, fiir die ausformulierte Minimie-
rung unter Nebenbedingungen [2] S.153 ff.
Zusammenfassend hier nocheinmal der Algorithmus zur Schétzung der Kameraparameter

1. Initialisierung:
po wird mit guten Anfangsschitzwerten belegt. Diese kénnen aus der rdumlichen Anordnung der zu
kalibrierenden Kamera entnommen werden. Die Parameter zur Kompensation der Linsenverzeichnung
werden mit Null initialisiert.

Die Kovarianzmatrix der Residuen ist nicht bekannt und mufs deshalb ebefalls mit einer Schétzung
initialisiert werden. Im Nachhinein kann {iberpriift werden, ob die Schitzung gut war oder nicht.
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Die initiale Schéitzung von sg wird dann als gut angesehen, wenn ihr a posteriori Wert 5o nicht zu
sehr von sg abweicht. Dariiber hinaus werden die Fehler als unkorreliert angenommen, wodurch die
Kovarianzmatrix zur Diagonalmatrix wird. Sei

S
v =5 “’
Sy

der Vektor mit einer Anfangsschitzung der Standardabweichung der Bildfehler gewichtet mit sg. Dann
ist X;; eine Diagonalmatrix, die m-mal v in der Diagonale enthilt.

2. Berechnung des Residuums:
Das Residuum 1 besteht aus den konkatenierten Residuen aller Datenpunkte also

27 = fo.x:(Pt)
yll* - fy-,Xl (pt)
1= .

Ty = fa, X, (Pt)
Ym = fy.x. (Pt)

3. Berechnung der konkatenierten Jacobimatrix:
Die konkatenierte Jacobimatrix B wird wie oben beschrieben berechnet. Dies kann sowohl numerisch, als
auch analytisch geschehen. Steht Mathematik-Software zur Verfiigung, so ist die analytische Variante
wegen ihrer hoheren Genauigkeit und dem spéter geringeren Zeitverbrauch vorzuziehen.

4. Verbesserung der Parameter:
Die Verbesserung der Parameter wird wie oben beschrieben nach der Formel

0= (BTs;'B)7'BE; '

berechnet. Die verbesserten Parameter sind dann
Pi+1 =Pt + 0

5. Abbruchbedingung:
Wenn der Fehler klein genug ist bzw. die Parameterverbesserung hinreichend klein ist, so daf sie keine
merkliche Verbesserung mehr erzielt, dann wird die Schleife abgebrochen, ansonsten mit Punkt 2.
fortgefahren.

2.2.4 Stereokameramodell

Durch die im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Regressionsmethode kann sowohl die dufere als auch
die innere Orientierung einer Einzelkamera bestimmt werden. Kennt man diese nun fiir beide Kamerapartner,
so kann man sie zu einem Stereokameramodell verbinden. Dieses besteht einfach aus den beiden Einzelka-
meraparametrisierungen, dem dem die Tiefe eines in beiden Kamerabildern sichtbaren Punktes berechnet
werden kann. Dazu stehen die jeweils zwei Kollinearititsgleichungen der Einzelkameras zur Verfiigung.

2= —1 - Suy r11(X — Xi0) + a1 (Y —Yi0) +1131(Z — Zi o) (4)
"r113(X = Xi0) +r23(Y — Yio) +1133(Z — Z1p)
y = —c - ri12(X — Xi0) + 11,22(Y — Yi0) + 1132(Z — Z1 ) (5)
r113(X — Xi0) +1r1,23(Y — Yi0) + 11.33(Z — Z10)
= —cp 5y Trr,ll(X = Xr0) +1r21(Y = Yi0) +1031(Z — Zro) (6)
" " rea3(X — Xpo) +rr23(Y — Yoo) + 10332 — Zy )

_ rr12(X — Xpo) +1r220(Y = Yo0) +10.32(2 — Z, )
rr13(X — Xy o) +1r23(Y = Yi0) +7033(Z — Z, )
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Zur Berechnung der Tiefe werden drei dieser Gleichungen nach den Variablen X, Y und Z gelost.
Bevor die Tiefe bzw. allgemein die Raumkoordinaten eines Punktes berechnet werden kénnen, miissen
die Bildkoordinaten dieses Punktes zunéchst entstort werden, d.h. die Linsenverzeichnungen, mit welchen

dieser Punkt behaftet ist, werden entfernt.

2.2.5 Entfernen der Linsenverzeichnungen

Wie schon erw#hnt definieren die beschriebenen Verzeichnungsparameter ein Vektorfeld auf den Bildkoordi-

naten. Sie geben die Translation an, die ein perfekt projizierter Raumpunkt durch die Lingsenverzeichnungen
erfahrt.

Distortion Field

NRARRERES ‘ ‘ : a2
NN LA SN A LSS
NI LS LA A AL AN
NN LA A S AL
osh LAIRIT LSS S
] NI A A A e A e
NN R A A A A A AV A e ey
NN AR R A A A S A A Ay ey e
NN AR A A S AP A A P e
0.6\\.\\\.\\.\ A AR AR A A A A A ey e
NN R A A
NI NN R A A A4
,,,,,,, [ A A A A Ay
04%2:2?::: ,,,,,,,,,,,, AR A A A A A A
IR NN ARV
NN L A
..... L A A A s
02%::2:::: L A arara |
N ! L A
L N L I
...... A A s
% Of;;::\“ ........ L T T S S S R AR RS
"r~’::: \\\\\\\\ A L A
P S NN S S A R I
T T T T T A B )
_021’::::::1 S T NN S S
R D T T T T W A T T
EEREREN NN NN T R
AEEERR SN S NN NN NN NN N VL
04l RN N T
L TN NN N N N N N N N
- - - - NN T T T N N
J,::::::: I e Y T Y
—0.6’//////’ I N N T T NN N N NN Y]
NN
P NN
o8k 7 - N
VAP >
VR A A S g ~
A
A A
-1

|
o
©
|
=]
o
|
©
N
|
o
N
o
o
N
o
N
o
o
o
©
P

Abb. 2.8 Beispiel fiir ein Verzeichungsfeld einer Kamera.

Um diese aus verzeichneten Bildpunkten, also den aufgenommenen Daten, herauszurechnen, muft die Abbil-
dung invertiert werden. Da die Funktion

d
@ y) =Y ayTi(s:2))Ti(syy)
3,7=0
bzw.

d
=, y) = 3 by T Tils,y)
4,j=0
i.d.R. nicht komplett invertierbar ist, wird sie stattdessen nur lokal invertiert. Hierzu wird das mehrdimen-
sionale Newtonverfahren eingesetzt, um mit dessen Hilfe die Differenz zwischen gestortem Bildpunkt und
entstortem Bildpunkt plus Stérung zu minimieren. Dies entspricht einer Nullstellensuche auf dieser Fehler-

funktion. Der Bildpunkt, der diese Fehlerfunktion minimiert, ist der gesuchte, entstorte Bildpunkt, falls die
Funktion lokal an dieser Stelle bijektiv ist.

v} @ (2], 2
re= () - () - Geim)
U2 Ty Ey (2, 25)
Der verzeichnete Bildpunkt wird hierbei mit v’, der gesuchte Verzeichnungsfreie mit x’ bezeichnet. F ist

genau dann Null, wenn x’ der Punkt ist, der mit den Linsenstérungen den beobachteten Punkt v’ ergibt.
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Das Newton-Verfahren wird nun iterativ durchgefiihrt, d.h. die Fehlerfunktion wird an der bis dahin
besten Stelle linear approximiert und Verbesserungen fiir den entstérten Bildpunkt berechnet. Der verbesserte

Bildpunkt liefert im nichsten Iterationsschritt den bis dahin besten Punkt. Dies wird solange durchgefiihrt
bis der Fehler die Verbesserung hinreichend klein sind.

X;H—l = an, + D71F<X;l)
D bezeichnet hierbei die Jacobimatrix der Funktion F' am Punkt z,,.

OF; OF,
o ox/, ox!
D=1 5 oaft

! 7/
oz oz},

Als Startwert x( wird der verzeichnete Bildpunkt v’ benutzt. Ist also die Funktion in einem Kreis mit
Radius ||[v/ — x*||2 um v’ invertierbar, dann ist x* das tatsichliche Urbild von v’ unter dem Vektorfeld =.

verzeichnetes Bild

unverzeichnetes Bild

k-

100 200 300 400 500 600 100 200 300 400 500 600

Differenzbild

Verzeichnungsfeld
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Abb. 2.9 Beispiel fiir die Entstérung eines gesamten Bildes. Die sehr starken Stérungen in der rechten Bildhilfte miissen
nicht der Realitdt entsprechen, da das Verzeichnungsfeld anhand von Datenpunkten in der linken Bildhilfte geschétzt wurden.
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3 Losungsmethoden und ihre Umsetzung

In diesem Kapitel werden diejenigen Methoden beschrieben, die zur Losung der gestellten Aufgaben eingesetzt
wurden. Hierbei werden die im theoretischen Teil geschilderten Verfahren konkretisiert sowie neue, denen
keine zentrale Rolle zukam, kurz anhand der von ihnen zu bewiltigenden Aufgabe beschrieben.
Das Kapitel ist in drei Abschnitte unterteilt. Der erste Abschnitt schildert die Aufnahme der Daten der
Form
xi = (Tits Yit, Tir, Yir)

und
yi = (X, Y3, Z;)

die als Grundlage fiir die Bestimmung der Kameraparameter bzw. fiir den iiberwachten Lernprozess dienen.
(i1, Yit, Tir, Yir) bezeichnen hier die Bildkoordinaten der beiden Kamerabilder, wobei der Index ¢ die Nummer
des aufgenommenen Datums bezeichnet und die Indizes [ (links) und r (rechts) die Kamera angeben, mit der
die jeweiligen Datenpunkte aufgenommen wurden. (X;,Y;, Z;) bezeichnen die Raumkoordinaten, gewonnen
durch die Position des Roboterarms. X gibt hierbei die Breite, Y die Hohe und Z die Tiefe an.

Der erste Unterabschnitt befasst sich mit der Detektion und Mittelpunktsbestimmung der LED im Bild,
der zweite mit der Bestimmung der Objektraumpunkte y; und ihrer riumlichen Verteilung.

Der zweite Abschnitt konkretisiert die theoretischen Grundlagen aus Teil 2.2. Zuerst wird beschrieben,
welche der Kameraparameter durch die Regression geschétzt werden sollen, welche Korrelationen zwischen
ihnen bestehen und wie die unerwiinschten von ihnen unterbunden werden. Daraufthin wird die genau Ver-
schmelzung der beiden Einzelkameramodell zu einem Stereokameramodell vorgestellt.

Im dritten und letzten Abschnitt wird die Wahl des Kernels zur Kalibrierung mit maschinellem Lernen
motiviert und die Suche der Parameter fiir die RIDGE REGRESSION bzw. SVR beschrieben. Beide bestehen
im engeren Sinn aus drei einzelnen Algorithmen, welche unabhéngig auf die einzelnen Ausgabedimensionen
lernen. Da sich die Abbildung auf diese nur geringfiigig unterscheiden, wird fiir alle drei derselbe Parame-
tersatz verwandst.

3.1 Datenaquisition
3.1.1 Detektion des Kalibrationsobjekts

Die Detektion des Kalibrationsobjekts gliedert sich in zwei Abschnitte. Zuerst wird die LED mittels einer
Schwellwertoperation lokalisiert. Dann wird in einem kleineren Bildfenster um die Diode herum der genaue
Mittelpunkte der Ellipse bestimmt.

Um den Schwellwert zu bestimmten, mit dem entschieden werden soll, an welcher Stelle des Bildes sich
die Diode befindet, wird zun#chst ein Histogramm der Grauwerte des Bildes bestimmt, in dem sie lokalisiert
werden soll. Der Grauwert, der von einem gewissen Prozentsatz p iiberschritten wird, das sog. p-Perzentil
liefert den Schwellwert fiir die Detektion der LED. In der Praxis hat sich p = 0.01% bewihrt. Der Median
der Bildindizes, deren Grauwert den Schwellwert {iberschreitet, liefert die Vorschitzung des Mittelpunktes
der LED.

Nun wird ein Fenster um den ermittelten Punkt gelegt. Die Fenstergrofe wird hierbei so gew#hlt, daf
moglichst alle Punkte, deren Grauwert iiber 80% des ermittleten Schwellwerts liegen, in dem Fenster enthalten
sind. Sollte dabei in irgendeine Richtung der Bildrand erreicht werden bzw. wird das Fenster zu grof, wird
die Messung nicht in die Daten mitaufgenommen, da im ersten Fall die Moglichkeit besteht, daf die Diode
nicht komplett im Bild zu sehen ist und somit der Mittelpunkte nicht genau bestimmt werden kann und im
zweiten Fall davon ausgegangen werden kann, dafl die Prilokalisierung der Diode diese nicht erfat hat.

Um die Genauigkeit zu erhéhen, mit der letztlich der Mittelpunkt bestimmt werden kann, wird ein zwei-
dimensionaler, kubischer Spline (siche Definition 6.1.3) durch die Grauwerte des Fensters errechnet, so daf
dieses nun aus der finffachen Anzahl von Bildpunkten in z- und y-Richtung besteht.

5Fs hat sich z.B. herausgestellt, dak die Reflektion von Sonnenlicht auf dem Roboterarm solche Effekte hervorrufen kann
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Abb. 3.0 2D-Spline durch die Grauwerte des Fensters um die Diode (links) und dessen 1. Ableitung mit einem Sobel-
Operator (rechts)

Da lediglich der Rand der Diodenfliche von Interesse ist, wird nun ein Kantendetektor auf das Fenster
angewandt. Der Kantendetektor, ein sog. Sobel-Operator, ermittelt, die erste Ableitung der Grauwerte des
vorliegenden Bildes. Dies wird mit Filtermasken der Form

1 2 1 1 0 -1
H, = 0 0 0 und H, = | 2 0 -2
-1 -2 -1 1 0 -1

erreicht. Der neue Grauwert eines Pixel errechnet sich durch die mit den Filterkoeffizienten gewichtete Summe
der umliegenden Grauwerte. Dies wird sowohl in z- als auch in y-Richtung ausgefiihrt und die Grauwerte
der Filter addiert. Genauere Darstellung des Sobel-Operators findet sich in [3] S. 372f.

Nun werden von der Vorschiitzung des Mittelpunkts aus mittels einer erneute Schwellwertoperation die
Rénder der LED in beide Bildrichtungen ermittelt, d.h. von der Vorschétzung aus werden vertikal und ho-
rizontal in beide Richtungen diejenigen Koordinaten ermittelt, deren Grauwert den Schwellwert als erstes
iiberschreiten. In der folgenden Abbildung sind diese Punkte vertikal durch einen griinen Kreis gekenn-
zeichnet. Nun kommt der Zhou-Operator zu Anwendung. Hierbei werden zunéchst die Schnittpunkte von
parallelen Sehnen durch die Ellipse mit deren Rand berechnet. Wird dies fiir horizontale und vertikale Seh-
nen ausgefiihrt, so ergeben die Mittelwerte von jeweils zwel auf einer Sehne liegenden Punkten eine vertikale
und eine horizontale Punktwolke.
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Abb. 3.1 Abbildung des Zhou-Operators wie er in dieser Arbeit verwendet wurde und Schaubild aus [3]. Der griine Punkt
ist die Stelle der Vorschitzung, das griine Kreuz der tatséchliche Mittelpunkt der LED-Fliche. Die griinen Kreise kennzeichnen
die vertikalen Riander der LED auf der Hohe der Mittelpunktsvorschitzung.

Durch diese werden zwei Regressionsgeraden gelegt, deren Schnittpunkt den Mittelpunkt der Diodenflache
bestimmt. Genauere Ausfithrungen {iber den Zhou-Operator finden sich in [3] S. 409f.

3.1.2 Aufnahme der Datenpunkte

Dieser Abschnitt beschreibt die Art und Weise in der die Punkte fiir einen Datensatz aufgenommen werden.

Die Daten werden in Ebenen verschiedener Tiefen aufgenommen. Der Benutzer spezifiziert hierbei zu-
nichst die Eckpunkte des Kubus, in welchem sich die Ebenen befinden sollen, die Auflésung einer einzelnen
Ebene und ihre Anzahl. Die Eckpunkte werden manuell bestimmt, d.h. der Roboterarm wird an die ge-
wiinschte Position der Eckpunkte mandvriert, es wird {iberpriift, ob sich in dieser Position die Diode noch
fehlerfrei lokalisieren lifit und, ist dies der Fall, der Eckpunkt gesetzt®. Nun werden vier Geraden durch die
Eckpunkte der Fliachen in maximaler und minimaler Tiefe ermittelt. Ist X,,;, ein Eckpunkt der Ebene in
minimaler Tiefe und X4, der gleiche Eckpunkt der Ebene in maximaler Tiefe, dann ist die Geradegleichung
gegeben durch

g: Y = Xpin + )\(Xmaac - szn)

Der Einfachheit halber wird lediglich das Inkrement berechnet, das zu einem Eckpunkt addiert wird, um den
Néchsten zu erhalten. < %

#Ebenen
~—_——

Inkrement

XnJrl - Xn +

Da der Term % konstant ist, braucht er fiir jede Gerade nur einmal berechnet werden.

6Die Eckpunkte sind im Roboterkoordinatensystem gegeben
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Auf diese Weise ergeben sich fiir jede Tiefe vier Eck-
punkte eines Rechtecks, in welchem die Daten dann
spaltenweise aufgenommen werden. Die Geraden, an
denen sich der Arm in einer Tiefenebene entlang be-
wegt, werden auf die gleiche Art berechnet.

An jedem Gitterpunkt wird nun in den Bildern bei-
der Kameras die LED lokalisiert und deren Bildkoor-
dinaten sowie die Raumposition der LED gepeichert.
Diese erhélt man durch Xppp = Xganad + 1 - Z, wo-
bei X gang die rAumliche Position der Roboterhand,
Z die Richtung in der sie deutet (also die z-Achse
des Handkoordinatensystems) und [ die Lénge des
Kalibrationsobjekts bezeichnet. Die Stellgenauigkeit
des Roboters von 0.01mm bildet hierbei die Grundlage
fiir die Genauigkeit der spéteren Kalibrierung durch

Abb. 3.2 Schema der riumlichen Anordnung der aufzu-  Modell und Lernalgorithmen.
nehmenden Datenpunkte

Bei der klassischen Kalibrierung wire die Miteinbeziehung von Rauschen in den Ausgabedaten grundsétzlich
moglich, wurde aufgrund der hohen Genauigkeit nicht implementiert.
Auf die eben beschriebene Weise erhilt man nun einen Datensatz der Form

(1, yus e, y1e) (X1, Y1, 20)

(xmhymhxmmymr) (meymvzm)

3.2 Klassischer modellbasierter Ansatz
3.2.1 Korrelation zwischen Haupt- und Verzeichnungsparametern

Auf die oben beschriebene Art und Weise der Bestimmung der Einzelkameraparameter ist es nicht moglich
alle Haupt- und Verzeichnungsparameter der Kamera zu schitzen, da einige Parameter lineare Abhéngig-
keiten bzw. hohe Korrelationen aufweisen. Deswegen mufs vor der Kalibrierung festgestellt werden, welche
Parameter man schéitzen kann.

Zu diesem Zweck betrachtet man zunéchst die durch die Regressionmethode erhaltenen Kovarianzmatrix
der Parameter. Diese erhéilt man, indem man zunéchst die a posteriori Schdtzung der Gewichtseinheit so
bestimmt. Sodann wird der Pridikationsfehler des gelernten Modells v = B0 41 bestimmt. Mit der Anfangs-
schitzung der Kovarianzmatrix der Residuen X;;, m als Anzahl der Trainingspunkte und u der Anzahl der
Unbekannten ergibt sich die a posteriori Schétzung 3¢ zu

VTE”V

2m —u

S =

Die Differenz m — u wird hierbei mit Redundanz bezeichnet. Vermittels dieser Schitzung ergibt sich die
Kovarianzmatrix der Parameter

2

Op, Ppip2 ‘72171‘71)2 o Pp1ipmOp1Opm
Pp2aiTps0py Opy “o+ Pp2pmTp2Opm
Ypp = . :
Oy O Op. O o2
pp‘mpl Pm Y P1 pp7np2 Pm ™~ P2 e Pm

zu
Lpp = §3(BT21_113)_1
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Wie man an der obigen Formulierung der Kovarianzmatrix gut erkennen kann, lassen sich nun aus ihr leicht
die Korrelationskoeffizienten der einzelnen Parameter berechnen

(E]Pp)ij
(Ejpp)ii (Ejpp)jj

pij =

Anhand dieser Korrelationskoeffizienten kann man nun stark korrelierende Parameter ausfindig machen
und gegebenenfalls ausschalten. Zur Verifizierung kann man zusétzlich noch die Bewegungsfelder der Bild-
punkte betrachten, die eine Verdnderung je einer der Parameter hervorruft bzw. die Eintrige der Jacobimatrix
analytisch berechnen und so eventuelle lineare Abhéingigkeiten feststellen. Beide Vorgehensweisen seien hier

noch exemplarisch an jeweils einem Parameter dargestellt.
Abbildung 3.3 zeigt das durch a1g = bgy = 1 erzeugte

Verzeichnungsfeld der Tschebyscheffpolynome. FEin
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Abb. 3.3 Fluffeld der Bildpunkte fiir a10 = bo1

Dabei ist darauf zu achten, dafs dann entweder der Parameter by; oder ajp geschitzt wird und sich mit
dieser Restriktion auch die Jacobimatrizen und damit die B-Matrix der Regression veréndert.

Die Methode, lineare Abhingigkeiten anhand der partiellen Ableitung zu erkennen, ist nur bei Koeffi-
zienten praktikabel, deren partielle Ableitung iiberschaubar ist. Ein Beispiel hierfiir sind die partiellen Ab-
leitungen der Abszisse der Bildkoordinate nach der des Hauptpunkts x; bzw. dem Verzeichnungsparameter
apQ-

ox' 1 ox'
Bxh aam

Da zusétzlich die partiellen Ableitungen der Ordinate nach diesen Koeffizienten ebenfalls gleich sind

W g9
axh 8@00

besitzt die Jacobimatrix dort zwei linear abhingige Spalten und diese Parameter werden einen Korrelati-
onskoeffizienten von p = 1 aufweisen. Maximale Korrelationen und damit lineare Abhingigkeiten miissen in
jedem Fall ausgeschaltet werden, da fiir die Invertierung der Matrix BTEZ_llB die B-Matrix des Regressions-
verfahrens vollen Spaltenrang besitzen mufs.

3.2.2 Parametrisierung der Einzelkameras

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die moglicherweise auftretenden Probleme geschildert wurden, wird
in diesem Abschnitt das konkrete Verfahren zur letztendlichen Parameterisierung einer Einzelkamera be-
schrieben.
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Das in Matlab programmierte Kameramodell (siehe beigelegte CD) erlaubt es, durch Setzen von Flags
einzelne Parameter von der Schitzung auszuschliefsen. Dies geschieht im Regressionverfahren einfach durch
das Entfernen von Spalten aus der B-Matrix. Die nicht geschitzten Werte miissen dann allerdings vom Benut-
zer auf einen bestimmten Wert gesetzt werden. Dariiber hinaus erlaubt es das Kameramodell, Restriktionen
der Art a;; = —boy auf den Koeffizienten der Tschebyscheffpolynome einzufiihren. Da die Restriktionen be-
liebig vom Benutzer gesetzt werden kénnen und sich mit diesen auch die B-Matrix verindert, wurde folgende
Heuristik benutzt: Wenn keine Restriktionen auf den Koeffizienten gesetzt sind, dann wird die analytisch
berechnete Jacobimatrix benutzt, ansonsten wird diese numerisch berechnet. Dies allerdings nur als Anmer-
kung, um das hier geschilderte Verfahren des Auffindens einer geeignete Parameterisierung nachvollziehen
bzw. fiir andere Kameras selbst durchfiihren zu kdnnen.

Zuerst wurde der Hauptpunkt (zp,yr) von der Schitzung ausgeschlossen, da anhand der Daten nicht
zwischen einer Verdnderung des Nickwinkels w und der Ordinate des Hauptpunkt y, bzw. zwischen einer
Verénderung des Gierwinkels ¢ und der Abszisse des Hauptpunkts zj, unterschieden werden kann. Tats&chlich
kann man die beiden Parameter anhand ihrer Verzeichnungsfelder unterscheiden, da die Flufsfelder der Winkel
an den Seiten leichte kissenférmige Verzerrungen aufweisen, aber die Unterschiede signifikant festzustellen
war durch den gegebenen Aufbau von Kamera und Roboter nicht moglich. Die Annahme, dafs der Hauptpunkt
mit dem Ursprung des Kamerakoordinatensystems gleich sei, lieferte iiberdies gute Ergebnisse.

Alle anderen Hauptparameter, also ¢, s,w, ¢, k, Xo, Yy, Zg wurden mittels der Regression bestimmt.

Abb. 3.4 Verzeichnungsfeld der Parameter s, a1g und bo1

Von den Verzeichnungsparametern wurde als erstes die beiden Koeffizienten agg, by fiir die Polynome nullten
Grades”, also einer konstanten Verschiebung um den Vektor (agg, boo)” ausgeschlossen, da es keine Linsen-
verzeichnung gibt, die diese Modellierung rechtferigen wiirde. Auferdem wiirden bei diesen aufgrund ihrer
linearen Abhéngigkeit von xp, und yj die eben beschriebene Problematik mit den Winkeln w und ¢ auftreten.

Darauf wurden alle Terme 1. Ordnung ins Modell mitaufgenommen. Dabei wiesen die Terme ajp und
bo1 eine hohe Korrelation mit dem Hauptparameter s auf. Daher wurden diese Parameter ausgeschaltet. Bei
einer Uberprﬁfung von Kombinationen verschiedener Terme ersten Grades stellte sich heraus, daf ag; = —b1g
ein Flufifeld erzeugte, welches dem von x gleicht. Da diese Kombination natiirlich nicht wiinschenswert ist,
wurde ag; aus dem Parametersatz entfernt und dafiir die Restriktion ag; = byg gesetzt, da sie kein bekanntes
Verzeichnungsfeld erzeugt.

"Der Grad des mit einem Koeffzienten verkniipften Tschebyscheffpolynoms ist leicht herauszufinden, indem man einfach den
Zeilen- und Spaltenindex addiert.
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3.2 Klassischer modellbasierter Ansatz
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Abb. 3.5 Bewegungsfeld des Rollwinkels x und Verzeichungsfelder der Kombinationen ag1 = —b1o und ao1
Von diesen wurden zuerst die Koeffizienten agp und age ausgeschaltet, da sie eine hohe Korrelation mit

Im zweiten Schritt wurden nun alle ausgew#hlten Parameter beibehalten und die Terme 2. Ordnung ein-
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b02 und

bao eingefiihrt wurden, da sich durch sie die Schétzungen der Parameter nicht verdnderten, der Fehler

aber auf 0.5603px zusammenschrumpfte. Daraus wurde geschlossen, daf diese Kombinationen von Koeffizi-
enten einen in den Daten enthaltenen Zusammenhang erkliren, der nicht durch Haupt- bzw. die bis dato

gesetzten Verzeichnungskoeffizienten erkldrt werden konnte.

28

Abb. 3.7 Verzeichnungsfelder der Parameter w, bag und bg2
Eine Losung dieses Problems fand sich, indem diese ausgeschaltet und die Restriktionen asgg
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Abb. 3.8 Flukfelder der Kombinationen a20 = boa und ags = bag
Alle weiteren Koeffzienten fiir Terme 2. Ordnung wurde beibehalten.

Im dritten und letzten Schritt wurden die Terme 3. Ordnung zugelassen. Von diesen korrelierten a2 und
b2y stark mit ¢ und s und wurde daher ausgeschaltet.
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Abb. 3.9 Verzeichnungsfelder der Parameter c, a1z und bo;

Alle Terme hoherer Ordnung, wurden nicht mehr zugelassen, da davon ausgegangen wurde, dafs die bis
hier bestimmten Parameter und Kombinationen von Parametern die Daten ausreichend beschreiben. Bei
Tschebyscheffpolynomen vierten oder noch héheren Grades wére die Gefahr gegeben, dafs sie Rauschen in
den Daten beschreiben und somit den Fehler auf Daten, welche nicht zur Regression herangezogen werden,
erhohen (d.h. overfitten).

3.2.3 Parametrisierung der Stereokamera

Das Modell der Stereokamera besteht aus zwei einzelnen Kameramodellen, die unabhéngig voneinander kali-
briert werden. Die dufiere Orientierung der einzelnen Partner, d.h. die Koordinaten des Projektionszentrums
X und die Nick, Gier- und Rollwinkel w, ¢, und die innere Orientierung, also die Parameter s und c,
erlauben es mittels drei der vier Kollinearitatsgleichungen die Position eine Raumpunktes zu berechnen.

3.3 Kalibrierung mit maschinellem Lernen
3.3.1 Wahl der Kernel

Da die korrekte Wahl des Kernel nach wie vor eine ungeklarte Frage ist und dabei viel Erfahrung bzw. Intui-
tion ins Spiel kommt wurden hier nur der polynomielle und der RBF-Kernel in Betracht gezogen, da diese
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neben dem kanonischen Skalarprodukt die am h#ufigsten verwendeten Kernel darstellen. Natiirlich gibt es
trotzdem gute Griinde bzw. Motivationen gerade mit diesen Kerneln zu arbeiten. Dies soll im Folgenden noch
kurz ausgefiithrt werden. Da die zu lernende Abbildung, wie schon im Abschnitt zur modellbasierten Kalibrie-
rung beschrieben, nichtlinear in den Daten ist, wurden die linearen Kernel, also verschiedene Skalarprodukte,
von vornherein ausgeschlossen.

Der heterogene polynomielle Kernel

k(z,2") = (z, 2" + 1)¢

findet seine Berechtigung in der Tatsache, daft die zu lernende Funktion auf fast dem gesamten Definitions-
bereich ungleich Null ist und sicherlich durch Mononome verschiedenen Grades ausgedriick werden kann.
Diesen globalen Aspekt, also die Tatsache die Funktion nur endlich vielen Nullstellen besitzt, wird gut durch
den polynomiellen Kernel beschrieben, da dessen Funktion k(z, -) ebefalls nur endlich viele Nullstellen besitzt
bzw. ihr Trager der ganze durch die Datenpunkte aufgespannte Raum ist.

Der RBF-Kernel kommt in Betracht, da er lokale Eigenschaften der Daten gut beschreiben kann, d.h.
derjenige Datenpunkt, welcher dem auszuwertenden am niichsten liegt, hat den groften Einflufs auf den
Funktionswert. Dieser Kernel betont also mehr den lokalen Aspekt der Daten. Auch wenn die Gaufsfunktion
des RBF-Kernels keine Nullstelle besitzt, ist diese ab einem gewissen Abstand zum jeweiligen Datenpunkt
praktisch gleich Null. Er scheint also eindeutig besser geeignet Linsenverzeichnungen auszugleichen, die ja
gerade eine lokale Eigenschaft sind. Allerdings beruht die allgemeine zu lernende Abbildung nicht auf lokalen
Eigenschaften, wodurch wiederum der polynomielle Kernel vorzuziehen wére.

Beide Kernel sind auf eine gleichmafige Verteilung der Daten angewiesen. In Regionen, die nur spérlich
mit Datenpunkten besetzt sind, kann die durch Linearkombination von Kernelfunktionen des polynomiellen
Kernels beschriebene Funktion, dhnlich wie bei sog. Uberschwingern von Interpolationspolynomen, praktisch
beliebige Werte annehmen, die mit der zu lernenden Funktion wenig gemein haben. Die durch RBF-Kernel
ausgedriickte Funktion ist wegen der eben beschriebenen "Lokalitéat” dort praktisch konstant Null und liefert
damit ebenfalls eine schlechte Beschreibung der zu lernenden Funktion.

Aufgrund dieser Uberlegungen wurden fiir beide Kernel Parametersuchen durchgefiihrt. Fiir die Ergeb-
nisse siche Abschnitt 4.3.

3.3.2 Parametersuche

U geeigente Parameter fiir einen Lernalgorithmen und den jeweiligen Kernel zu finden wurden Gittersuchen
durchgefiihrt, wobei der Fehlerwert an jedem Knoten mit einer Kreuzvalidierung (siehe unten) ermittelt
wurde. Bei einer Gittersuche oder engl. Gridsearch wird fiir jeden zu bestimmenden Parameter eine Menge
P; mit Werten gebildet, die das ganze Spektrum dieses Parameters abdecken sollten. Besitzt ein Algorithmus
mit seinem Kernel zusammengenommen k Parameter, so wird bei der Gittersuche fiir jeden Parametersatz

pEP X...xX Py

eine Lernmaschine trainiert und ihr Fehler auf Testdaten bestimmt. Ein solches Parametertupel bildet also
einen Gitterknoten. Nach der Suche wird derjenige Parametersatz ausgewihlt, der den niedrigsten Fehler
erbracht hat.

Die Bestimmung des Fehlers geschieht im Fall dieser Arbeit mittels Kreuzvalidierung oder engl. cross
validation. Hierbei wird die Trainingsmenge in n gleichgroffe Partitionen aufgeteilt. Die Lernmaschine wird
dann auf n — 1 Teilen trainiert und auf dem iibriggebliebenen getestet. Dies wird fiir alle n Teilmengen
durchgefiihrt und als Fehler der Durchschnitt der Fehlerwerte genommen.

Abb. 3.10 zeigt die verschiedenen Parametermengen, die fiir die Gittersuche betrachtet wurden.
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C e ¢ = {15000, 10000, 8000, 4000, 2000, 1000, 500, 100, 10,1}
e€&=18,6,4,21,0.5}

oY =1{84,21,0510"210"*10"%}
deD=1{3,57911}

vyeT' ={1071910"%,107%,1072,1,2,4}

Abb. 3.10 In der Gittersuche verwendete Parametermengen der Lernalgorithmen und ihrer Kernel.

Die Ergebnisse finden sich in den entsprechenden Unterabschnitten des folgenden Abschnitts.

4 Ergebnisse

Dieses Kaptiel gliedert sich in drei Teile, wobei der erste die verwendete Hardware und Software beschreibt,
der zweite die Ergebnisse der klassischen Kalibriation und der dritte die des Ansatzes mit maschinellem
Lernen schildert.

Die Trainingsmenge, auf der die Kamera kalibriert bzw. die Algorithmen trainiert wurden, enthielt 200
Punkte, die zuféllig aus insgesamt 992 aufgenommenen Punkten ausgewéhlt wurden. Fiir die klassische
Kalibrierung wurden die Parameter c, s, Xo, Yy, Zo, w, ¢, &, sowie ags, a11, a1, aso, boz, bos, bio, bi1,
b12, bag, bsp geschitzt, wobei auf den Verzeichnungskoeffizienten die Restriktionen ag; = b1, age = beg und
aso = boa gesetzt waren (siehe 3.2.2).

4.1 Material

Zur Aufnahme der Daten wurde ein von den Werkstatten des Max-Planck-Institus hergestelltes Kalibrati-
onsobjekt, bestehend aus einer dem Greifer des Roboters angepassten Metallhiille fiir die Beherbung der
Stromversorgung und einer LED an der Spitze. Diese LED ist an ihrem Ende abgeflacht, um die subpixel-
genaue Detektion als Ellipse zu ermdéglichen. Zusétzlich wurden noch die Seiten der LED mit Isolierband
abgeklebt, so daft nur das flache Ende der LED zu sehen war.

Der zur Bewegung des Kalibrationsobjekt verwendete Roboterarm® besitzt sieben Freiheitsgrade und eine
Stellgenauigkeit von 0.01mm (siehe beigeheftete Roboterspezifikation). Die inverse Kinematik war gegeben und
der Roboter war iiber einen Server durch Matlab ansteuerbar.

Die Bilder wurden mit zwei auf eine Pan-Tilt-Unit der Firma Directed PerceptionInc ® montierten CCD-
Kameras der Firma Basler 1°, mit Cinegon Objektiven ! aufgenommen.

8siche auch http://www.sdia.or.jp/mhikobee/products/mechatronics/e_index.html
9siehe hitp://www.directedperception.com/ptu_ over.htm

0siehe auch http://www.baslerweb.com,/

Hgiehe beigeheftete Objekivdaten

31
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Abb. 4.0 Roboterarm mit Kalibrationsobjekt und Kameras

Als Implementierung der Lernalgorithmen wurde die frei verfiigbar Machine Learning Matlab Toolbox Spider
verwendet. Die Kameramodelle wurden selbst implementiert (siehe beigeheftete CD).

4.2 Modellbasierter Ansatz

4.2.1 Einzelkamerakalibrierung

Als Beispiel einer Einzelkamerakalibrierung werden hier die Ergebnisse der Kalibrierung der linken Kamera
aufgefiihrt. Als Startwerte fiir die Winkel wurden pan= —900 und tilt= —300 verwandt, was ungefdhr
einem Gier- bzw. Nickwinkel von w = 15.429° bzw. ¢ = 44.229° entspricht. Die Umrechnung geschieht im
Kameramodellobjekt nach der Formel
" (—ti1t/3600) - ¢ 9
360
((—=1760 — pan)/3600) - ¢
360

wobei ¢ = 185.1428 die Auflésung der Pan-Tilt-Einheit bezeichnet.

Als Startwerte fiir das Projektionszentrum wurde die Position der Roboterhand benutzt, nachdem diese
so nahe wie mdglich an die Linse der linken Kamera bewegt wurde. Bei dieser Prozedur gilt es besonders
vorsichtig vorzugehen, da theoretisch die Moglichkeit einer “Selbstenthauptung” des Roboters besteht.

Das Regressionsverfahren terminierte nach vier Schritten mit einem Fehler von [;,,sc = 0.49382px, wobei

L \/Z?il(xé —#7) + (y; — 9)°

2m

¢=— 2T

die Wurzel des mittleren quadratischen Fehler!? bezeichnet.

Performing Regression ...

Computing Numerical Jacobi matrix, because some restrictions are set...
Norm dp 5.0142 Error: 73.323

omega= 12.4614 phi=40.8138 kappa=-1.0584

Computing Numerical Jacobi matrix, because some restrictions are set...
Norm dp 1.2436 Error: 2.2428

omega= 12.5584 phi=40.9585 kappa=-1.0581

Computing Numerical Jacobi matrix, because some restrictions are set...
Norm dp 0.013335 Error: 0.49582

2100t mean squared error
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omega= 12.558 phi=40.9603
Computing Numerical Jacobi
Norm dp 8.6254e-005 Error:
omega= 12.558 phi=40.9603
Computing Numerical Jacobi
Norm dp 1.1552e-006 Error:
omega= 12.558 phi=40.9603

ome
phi
kap

a03:
all:
a21l:
a30:
b02:
b03:
b10:
bitl:
b12:
b20:
b30:

kappa=-1.0588

0.49382
kappa=-1.0588

0.49382
kappa=-1.0588

12.832
0.98746
358.5283
334.8791
-72.2024
ga: 0.21918
: 0.71489
pa: -0.01848
0.0058145
-1.0712
0.52611
-0.66805
-0.40149
-0.59548
-3.7424
-1.4154
-0.015804
0.11513
0.186

matrix, because some restrictions are set...

matrix, because some restrictions are set...

Abb. 4.1 Programmausgabe wahrend der Regression und Ergebnisse. Die Winkel sind in Bogenmaf angegeben. dp bezeichnet
die Norm des Verbesserungsvektors. Dieser kann daher fiir verschiedene Startwerte und Anzahl der Trainingspunkte andere
Werte annehmen, wird aber ausgegeben, um den Benutzer wihren der Regression die Ndhe zum Minimum abschétzen zu

lassen.

Im folgenden werden nun einige Teile des Ergebnisprotokolls aufgefiihrt und erliutert.'3
Zunichst sollte ein Blick auf die Kovarianzmatrix geworfen werden, um sicherzustellen, dafs keine der
Parameter ein iibermifig hohe Korrelation aufweisen. ¥, wurde wie in Abschnitt 2.2.3 berechnet.

Bl i ckri chtung
der Kaner a

Koor di nat en-
ur sprung
des Roboters

Abb. 4.2 Skizze des Verhiltnis zwischen Roboterkoordi-
natensystem und Kamerablickrichtung

Lediglich die Parameterpaare {Xo, Zp} und {w,x}
wiesen einen Korrelationskoeffizienten > 0.97 auf,
wobei die erste Korrelation von p(Xg, Zy) = 0.9765
sehr wahrscheinlich von der Tatsache her riihrt, daf§
die Blickrichtung der Kamera ungefihr einen Winkel
von 45° zu sowohl der X — als auch der Z—Achse des
Roboterkoordinatensystems aufweist und somit eine
Veridnderung einer der beiden Koordinaten des Pro-
jektionszentrums ein dhnliches Bewegungsmuster auf
der z,y-Ebene des Kamerakoordinatensystems auf-
weisen muf. Die Korrelation von p(w, k) = 0.9877
ist wahrscheinlich durch die Tatsache begriindet, daft
die Daten nur in der anderen Kamera nidheren Hélfte
des Bildes aufgenommen wurden, da nur dies der Be-
reich des Stereosehens war. Dadurch ruft aber eine
Drehung- bzw. ein Nicken der Kamera ein dhnliches
Flufsfeld der Bildpunkte hervor.

Bei den Verzeichungsparametern fiir die «’-Komponente des Vektorfelds konnte fiir die gegebenen Daten
ein Parameter nicht signifikant geschétzt werden, da seine Standardabweichung hoher als sein tatséchlicher

3 Das ganze Ergebnisprotokoll ist auf der CD enthalten.
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Wert war.

ao3 = 0.005814511 o04,, = 0.06933439

Bei den Parameter der y’-Komponente des Verzeichnungsfeldes war dies fiir den Parameter by der Fall.

bi12 = —0.01580437 o0p,, = 0.2470712

Eine weiterer Hinweis auf die ein gute Schiitzung liefert der Wert der a posteriori Gewichtseinheit'* mit
S0 = 1.012,da dieser keine allzu grofse Differenz zu seinem a priori Wert sqg = 1 aufweist. Mittels §q 14kt sich
auch die Genaugkeit, d.h. die Standardabweichung der Bildkoordinaten $,; = 0.506 und §,; = 0.506 mit

berechnen. Diese weisen aufgrund ihrer gleichen Initialisierung denselben Wert auf.

Ein weiteres und an dieser Stelle letztes Qualitatskriterium sind die Residuen der Bildkoordinaten, be-
rechnet fiir Testdaten, da auf den Trainingsdaten ohnehin ein niedriger Fehler zu erwarten ist. Wenn die
Parameter angemessen gesetzt wurden und die Regression erfolgreich war, sollten diese keine Vorzugsrich-
tung aufweisen.

L4fiir dessen Berechnung siehe 3.2.1
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W=1[0.060273] p,, =[0.6083] o  =[0.5126,0.4539]
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Abb. 4.3 Residuen der Bildkoordinaten: Die Roten Linien geben die Richtung des Residuums an, ihre Linge entspricht
aber nicht dem tatsdchlichen Residuum an dem Punkt. Dieses wird durch die griinen Linien angezeigt. Um den Plot nicht zu
tiberladen, wurden die Residuen nur auf 200 von den 792 Testdatenpunkten berechnet.

Die in Abb. 4.3 angeghenen Mittelwerte p und pqps beziehen sich auf die Norm der einzelnen Residuen-
vektoren. p bezeichnet dabei die Norm des Mittelwerts der Residuen und pqps den Mittelwert der Normen
der Residuen.

1
w=1|l— Z l; wobei [; das ¢ — te Residuum bezeichne
m - )

1
abs — — lz
Hab m% [[2il]2

Da sich bei der Berechnung von p einzelne Terme wegheben ist dieser Mittelwert deutlich kleiner als fgps.
Es ist nun klar, daf sich die Terme bei der Berechnung von p nur gegenseitig ausloschen kénnen, wenn die
Residuen keine Vorzugsrichtung aufweisen. Je ndher als p an pgps liegt, desto mehr Residuen besitzen eine
solche. Da der Wert von p = 0.060273 aber nur etwas zehn Prozent des Werts von 455 = 0.6083 aufweist,
scheinen die Residuen keine Vorzugsrichtung zu besitzen, welches auch der subjektive Eindruck bestétig.

4.2.2 Stereokamerakalibrierung

Wie in Kapitel 2.2.4 beschrieben, werden die beiden kalibrierten Einzelkameras zu einer Stereokamera zu-
sammengefiigt. Dies erlaubt es, die Raumkoordinaten eines korrespondierenden Bildpaares festzustellen. Die
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rechte Kamera wurde mit denselben Einstellungen wie ihr linker Gegenpart kalibriert. Da fiir die beiden
Kameras auch dieselben Startwerte benutzt wurde, bendtigte die Regression fiir die rechte Kamera eini-
ge Schritte mehr, konvergierte aber nach sieben Schritten, jedoch mit einem Fehler von l,.,,s¢ = 1.0899px.

M=[0.060273] p , =[0.6083] o,  =[051260.4539] j=[0.20283] p, =[0.72915] o, = [0.58247.0.55683]
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Abb. 4.4 Residuumsplot des Stereokamerapaares auf Testdaten. Auch die Fehler der rechten Kamera zeigen keine

Vorzugsrichtung.

Abb. 4.4 zeigt die Residuen beider Kameras. Auch in der rechten Kamera ist keine Vorzugsrichtung der
Fehler zu erkennen.

Vergleicht man die Werte der Drehwinkel beider Kameras, so scheinen die Ergebnisse plausibel, da beide
Kameras auf der Schwenkeinheit befestigt sind und somit anndhernd die gleichen Winkel zum Roboterkoor-
dinatensystem aufweisen sollten.

’ \ linke Kamera \ rechte Kamera \ Differenz ‘

w 12.558° 11.833° 0.725°
® 40.960° 42.098° -1.1380°
K -1.0588° -1.7660° 0.70720°

Abb. 4.5 Vergleich der Drehwinkel beider Kameras zu den jeweiligen Achsen des Weltkoordinatensystems des Roboters.
Geringe Differenzen kénnen durchaus auftreten, da die beiden Kameras lediglich mit einer Schraube auf der Schwenkeinheit

befestigt sind.

Auch die Werte der beiden Projektionszentren sind sinnvoll, da sie sich in der Tiefe und Breite, aber
nicht in der Héhe unterscheiden.
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’ \ linke Kamera | rechte Kamera \ Differenz ‘

Xo 358.5283mm 292.5499mm 65.978mm
Yo 334.8791mm 334.5857mm 0.29340mm
Zy -72.2024mm -14.5399mm -57.662mm

Abb. 4.6 Vergleich der Projektionszentren beider Kameras, wobei die Werte im Weltkoordinatensystems des Roboters
gegeben sind. Die Tasache, daf die Projektionszentren sich in der Tiefe und Breite, aber nicht in der H6he unterscheiden
sollten, spiegelt sich gut in den Werten wieder.

Die Norm des Differenzvektors sollte ungefihr dem Abstand der Kameras entsprechen, was mit einer Linge
von 87.625mm der Fall ist.

Man kann die Werte der Projektionszentren in Beziehung zu den Winkeln setzen, indem man idealisiert
annimmt, dafs die beiden auf einer Ebene liegen, was anhand der geringen Hohendifferenz keine allzu starke

Annahme ist. Der Vektor
65.978
b =
—57.66

gibt nun ungefihr den Positionsunterschied zwischen der linken und der rechten Kamera an. Der zu ihm
orthogonale Vektor

0.75298

sollte nun in die Blickrichtung der Kameras zeigen und somit sollte der Winkel v zwischen der z-Achse des
Objektkoordinatensystem und b ungefihr dem Gierwinkel ¢ der Kamera entsprechen. Da

0 0.65805
= = 752 =41.151°
~ = arccos (< (1>, (0.75298) >> arccos(0.75298) 5

w1+ or
2

0.65805 .
J_:( )m1t|bj_|:1

und der Mittelwert
= 41.529°

sehr gut iibereinstimmen, passen die Werte der Winkel zu denen des Projektionszentrums.

Ebenso wie die Residuen der Bildpunkte, sollte die Residuen der durch das Stereokameramodell be-
rechneten Raumpunkte keine Vorzugrichtung aufweisen. Abb. 5.6 zeigt das 3D-Aquivalent zu den Bildre-
siduumsplots. Der visuelle Eindruck, daf keine Richtung ungebiihrlich oft auftritt, wird durch die schon
erlauterten Werte p und pqps bestatigt.
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Abb. 4.7 Residuen der durch das Stereokameramodell berechneten Raumpunkte.

Wie man auch an dieser Abbildung sehen kann nimmt der Fehler mit der Tiefe zu. Dies kommt daher,
dak die Disparitét zwischen zwei Punkte umso geringer ist, je weiter der Punkt von der Kamera entfernt
liegt, also Fehler in der Bestimmung der Bildposition der Punkte einen gréferen Fehler in der Tiefenbe-
rechnung hervorrufen. Bei der Tiefenbestimmung liegt es in der Natur der Sache, dafs der Fehler mit der
tatsichlichen Tiefe des Punkts quadratisch zunimmt, wie die folgende kleine Rechnung zeigt: Sei p := =] — ],
die Differenz der Abszissen der Bildkoordinaten, also die Disparitét. Sei weiterhin b die Linge des Vektors
zwischen den Projektionszentren beider Kameras, f =~ ¢ die Brennweite und 0.B.d.A ¢ = w = k = 0. Dann
kann die Tiefe eines Punktes durch die Formel

fo
z(p) = —

(p) P
berechnet werden. Besitzt die Disparitét einen Fehler, so dal p = py+9J,, dann ergibt eine Taylorentwicklung
um po

fo fb 2
z2(p) = — — =6, + O
(») Pl (0,)
Setzt man z = z(pg) + 0, dann gilt
b
0, = —f—Q(Sp
Po

Da die Tiefe umgekehr proportional zur Disparitat ist, also z ~ %, gilt:

5. = —fbz26,
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Somit nimmt der Tiefenfehler quadratisch mit dem Fehler in den Bildkoordinaten zu. Das gleich gilt dann
natiirlich auch fiir den Positionsfehler, was folgende Abschitzung zeigt:

62 oz
\/ 02+ 02462 = 62 +U+1):62 <62+52+1) 5,
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Abb. 4.8 Fehlerverteilung des Stereokameramodells in Abhéingigkeit von der Exzentrizét g g,ror(¢) und der Tiefe pgrror(2)-
Die Fehlerbalken geben die empirische Standardabweichung des Fehlers in dieser Exzentrizitdt bzw. Tiefe an. Die Zahlen an
den Fehlerbalken geben die Anzahl der in diesen Wert miteingegangenen Residuen an.

Abb. 4.8 zeigt die Fehlerverteilung in Abhangigkeit von der Exzentrizitdt und der Tiefe. Die Exzentrizi-
tit ergibt sich durch den Abstand des Bildpunkts von Hauptpunkt, welcher in diesem Fall der Urspung des
Kamerakoordinatensystems ist. Sie wird hier mit ¢ bezeichnet. Als Fehler wurde die Norm der einzelnen
Residuen verwendet (Positionserror).

Wie sehr schon zu sehen ist, entspricht die Zunahme des Positionsfehlers den Erwartungen, indem er eine
parabelartige Kurve beschreibt. Auch ist die Standardabweichung fiir grofere Z-Werte hoher. Dies liegt zum
einen an der geringeren Anzahl der Residuen in dieser Tiefe, zum anderen an den hoheren Fehlerwerten ohne
eindeutige Vorzugrichtung. Der Fehler in Abhéngigkeit der Exzentrizitéit zeigt keinen eindeutigen Trend.
Selbst die Standardabweichungen sind fiir die meisten Werte anndhernd gleich. Dies kann wiederum als ein
Indiz fiir die korrekte Parameterisierung der Linsenverzeichnung gewertet werden.

L | X [ ¥ [ Z [XY,Z]
[ lrmse | 0.2691mm [ 0.1467mm | 0.2983mm || 0.4277mm |

Abb. 4.9 l,se der geschitzten Punkte in die verschiedenen Raumrichtungen.
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Insgesamt weist das Modell fiir die gegebenen Daten einen Tiefenfehler von l,.;,s¢ = 0.4277mm auf.
Dies zeigt, dafs die Stereokamerakalibrierung, zumindest fiir Punkte im Arbeitsbereich des Roboters, eine
geeignete Methode zur Tiefenbestimmung darstellt.

4.3 Nichtmodellbasierter Ansatz
4.3.1 Ridge Regression

Fiir die Kalibrierung mit RIDGE REGRESSION wurden Parametersuchen fiir den polynomiellen und den RBF-
Kernel auf den Mengen I' x D bzw. I' x ¥ durchgefithrt. Als Fehlerma® wurde l,.,,s. verwendet (siehe 3.3.2).

| e (M1 | e (MM

" I— : -

4

0.0001

1e-005

0.0001

1e-010
1e-006

1e-010
3

Abb. 4.10 Fehlerflichen der Parametersuchen fiir den polynomiellen Kernel und den RBF-Kernel. Die Parameterwerte
wurden nicht dquidistant gew&hlt, daher ist die Fehlerfliche in beide Richtungen gestaucht.

Abb. 4.10 zeigt das Ergebnis der Suche in I x D. Da die Parameterwerte nicht dquidistant gewéhlt wurden,
ist die Oberfliche in beide Richtungen gestaucht.

Es ist gut zu erkennen, dak der Algorithmus fiir hohe Werte von d ein starkes Ansteigen des Fehlers
aufweist. Dies ist wahrscheinlich auf numerische Probleme zuriickzufiihren. Da einige Lernalgorithmen an-
fallig fiir Skalierungen in den Daten sind, wurden diese zuvor auf das Intervall [—1,1] skaliert. Der Wert
eines Skalarprodukts zweier solcher Eingabebeispiele ist damit ebenfalls sehr klein und kann, falls der Wert
kleiner als eins ist, durch hohe Potenzen numerische Probleme verursachen. In weniger starkem Ausmafy
geschieht dies auch bei RIDGE REGRESSION mit RBF-Kernel fiir zu kleine Werte von o. Die Glockenkurven
des RBF-Kernels sind fiir diese Werte so schmal, daf mehr Gewicht auf die lokalen Eigenschaften der Daten
fallt und die Funktion schon in geringem Abstand zu den Datenpunkten praktisch gleich Null ist.

Fiir zu grofse Werte von +y steigt der Fehler ebenfalls an, da dort der Einflul der Eigenwerte (siehe 2.1.5)
zu stark zuriickgeschraubt wird und somit der Algorithmus die Daten immer weniger gut beschreiben kann.
Ein dhnliches Verhalten ist auch fiir die RIDGE REGRESSION mit RBF-Kernel zu beobachten.

Mit einem Kreuzvalidierungsfehler von 0.44716mm stellten sich v = 10~° und d = 3 als beste Parameter
fiir RIDGE REGRESSION mit polynomiellen Kernel heraus. Bei der Verwendung eines RBF-Kernels erbrachten
die Werte v = 1071° und ¢ = 2 mit 0.38502mm das beste Kreuzvalidierungsergebnis.

Die Algorithmen wurden fiir diese Parameter nochmals auf der vollstindigen Trainingsmenge angelernt
und daraufhin auf einem Testdatensatz von 792 Punkten getestet. Dabei ergaben fiir die RIDGE REGRESSION
mit polynomiellem Kernel ein Fehlerwert von 0.3681mm, fiir RIDGE REGRESSION mit RBF-Kernel 0.3337mm.
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n=[0021553] = [031072] n=[0040002 p,, =[027652

2400,

220 220

200, 200

180 180

160 - . 180

140 140 .

120
350

120,
350

Abb. 4.11 Positionsresiduen der RIpGE REGRESSION mit polynomiellen (links) bzw. RBF-Kernel (rechts) und den Para-
metern ¥ = 1075 und d = 3 bzw. v = 10710 ynd ¢ = 2

Abb. 4.11 zeigt die Positionsresiduen der RIDGE REGRESSION mit polynomiellen Kernel. Die gleiche Ab-
bildung fiir den RBF-Kernel findet sich im Anhang. Wie auch bei der modellbasierten Tiefenberechnung
kann hier keine eindeutige Vorzugrichtung der Residuen festgestellt werden. Die Norm des mittleren Resi-
duums ist mit g = 0.021552mm beinahe Null, wihrend der Mittelwert iiber die Norm der einzelnen Residuen
tabs = 0.31072mm betréigt. Bei der Tiefenberechnung mit RBF-Kernel ist ebenfalls keine Vorzugsrichtung zu
erkennen. Die Werte 1 = 0.040002mm und 0.27632mm sind aber im Vergleich zu polynomiellem Kernel etwas
schlechter, da p®BF mit ca. 14.5% einen groReren Anteil an pfiBF besitzt als pP° an ui(b)lsy mit ca. 6.9%.
Dennoch sind beide Werte aufgrund ihrer geringen Grofenordnung noch vertretbar.
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Abb. 4.12 Fehlerverteilung der RIbGE REGRESSION mit polynomiellem Kernel in Abhingigkeit der Exzentrizit pmror(€)
und der Tiefe pgrror(2). Die Fehlerbalken geben die empirische Standardabweichung des Fehlers in dieser Exzentrizitit baw.
Tiefe an. Die Zahlen an den Fehlerbalken geben die Anzahl der in diesen Wert miteingegangenen Residuen an.
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Abb. 4.12 und 4.13 zeigen die Fehlerverteilungen in Abhéngigkeit der Exzentrizitdt und der Tiefe. Wie
erwartet zeigen beide ein nichtlineares Ansteigen des mittleren Positionsfehlers und eine zunehmende Stan-
dardabweichung mit der Tiefe, auch wenn dieses nicht so deutlich ausfillt wie beim Stereokameramodell zu-
vor. Auch zeigt die Fehlerverteilung in Abhingigkeit der Exzentrizitdt dhnlich wie zuvor keinen eindeutigen
Trend und spricht somit fiir eine gute Modellierung der Linsenverzeichnungen durch die RIDGE REGRESSION .
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Abb. 4.13 Fehlerverteilung der Ripce ReEGgressioN mit RBF-Kernel in Abhingigkeit der Exzentrizit pg,rror () und der
Tiefe pgrror(z). Die Fehlerbalken geben die empirische Standardabweichung des Fehlers in dieser Exzentrizitit bzw. Tiefe an.
Die Zahlen an den Fehlerbalken geben die Anzahl der in diesen Wert miteingegangenen Residuen an.

Allgemein scheinen beide Kernel fiir das Lernen der Abbildung geeignet. Wahrend die Residuen der RIDGE
REGRESSION mit polynomiellen Kernel auf den vorliegenden Testdaten eine geringere Vorzugsrichtung auf-
weisen, fiihrt die Verwendung des RBF-Kernels zu einem besseren Testfehler. Insgesamt fiihren beide aber
zu guten Resultaten.

4.3.2 Support Vektor Regression

Fiir die SVR wurde eine Parametersuche ebenfalls fiir polynomiellen und RBF-Kernel, also auf den Mengen
C x & xD bzw. C x £ x X durchgefiihrt. Da das ein Training einer SVR um einiges l&nger dauert, als
das einer RIDGE REGRESSION (einige Kreuzvalidierungen waren nach fiinf Tagen Rechenzeit immer noch
nicht abgeschlossen), blieben die Ergebnisse der Parametersuche unvollstindig. Bei der Auswertung der
berechneten Kreuzvalidierungen stellte sich allerding heraus, dafs fiir einen optimalen Kernelparameter der
Wert des Fehlers nur noch von den Werten C und e abhéingt. D.h. um einen besseren Fehlerwert zu erhalten
mufs der Wert des Strafterms C' erhdht und der der “Schlauchbreite” € verringert werden, was allerdings zu
langeren Trainingszeiten fiihrt. Da die Daten ebenfalls mit Fehlern behaftet sind, hat die Verbesserung des
Fehlerwertes durch Verinderung von C' und e sicher ihre Grenzen. Es ist allerdings vorstellbar, dafs man mit
C = oo und RBF-Kernel, ¢ bis zu einem Ansteigen des Kreuzvalidierungsfehlers verringern kénnte. € wére
dann ein Maf fiir den Fehler in den Ausgabedaten. Dies wurde allerdings im Rahmen dieser Arbeit nicht
mehr weiter untersucht.
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Die nun folgenden Ergebnisse beziehen sich auf SVR mit den Parametern C' = 15000, = 0.5 und d = 3
bzw. ¢ = 1. Fiir die Werte ergab sich ein Kreuzvalidierungsfehler von 0.45599mm fiir polynomiellen und
0.7887mm fiir RBF-Kernel. Auf den Testdaten wiesen sie eine Fehler von 0.4304mm bzw. 0.785mm auf.

p=[D0251G p, =[037357) p=[.060392] p =[05754¢)
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Abb. 4.14 Positionsresiduen der SVR mit polynomiellen (links) bzw. RBF-Kernel (rechts) und den Parametern C =
15000, = 0.5 und d = 3 bzw. o = 1.

Ahnlich wie bei der RIDGE REGRESSION wiesen auch Positionsresiduen keine nennenswerte Vorzugsrich-
tung auf (die Abbildungen hierzu finden sich im Anhang). Der Mittelwert der Norm der einzelnen Resi-
duen und die Norm des Mittelwerts der Residuen betrug fiir polynomiellen Kernel pigps = 0.37757mm und
© = 0.022519mm. Fiir RBF-Kernel ergaben sich Werte von pgps = 0.57549 und g = 0.060392mm. Wie auch
schon bei der RIDGE REGRESSION ist der Anteil von g an 146 mit ca. 6% bei der Verwendung des polynomi-
ellen Kernels geringer als bei der Verwendung des RBF-Kernels mit ca. 10.5% und spricht in dieser Hinsicht
dafiir, dem polynomiellen Kernel den Vorzug zu geben.

Im Gegensatz zu RIDGE REGRESSION benutzt die SVR bei der Berechnung der Position des Raumpunkts
nicht alle Trainingsbeispiele, sondern nur die Supportvektoren (siehe hierzu 2.1.2).
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Abb. 4.15 Supportvektoren der SVR mit polynomiellen Kernel. Der Radius der einzelnen Kreise gibt die relative Grofe
des Lagrangeschen Multiplikators und damit den Einfluff dieses Trainingsbeispiels auf die Aussgabe an.

Abb. 4.15 zeigt die Supportvektoren fiir jede Raumrichtung (die Abbildung der Supportvektoren den fiir
RBF-Kernel befindet sich im Anhang). Der Radius der einzelnen Kreise gibt die relative Grofe der Lagrange-
Multiplikatoren und damit den Einflufs auf den Ausgabewert an. Wie zu erwarten war, sind die Supportvek-
toren gleichméfig tiber den gesamten Bildbereich verteilt,
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Abb. 4.16 Support Vektoren der SVR mit RBF-Kernel. Der Radius der einzelnen Kreise gibt die relative Grofe des
Lagrangen Multiplikators und damit den Einfluf dieses Trainingsbeispiels auf die Aussgabe an.

da es keine ausgezeichnete Position in den einzelnen Bildern gibt, die fiir die Berechnung der Raumpositi-
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on besonders wichtig wére. Somit sind auch fast 75% der Trainingsbeispiel Supportvektoren, wie in folgender
Tabelle nachzulesen ist. Wie zu erwarten besitzen die Algorithmen fiir die Tiefendimension mehr Support
Vektoren, da diese Abbildung schwerer zu lernen ist.

’ H nay ‘ ngy ‘ ngy ‘
RBF-Kernel 142 | 118 | 154
polynomieller Kernel || 140 | 123 | 144

Abb. 4.17 Anzahl der Supportvektoren fiir die einzelnen Raumrichtungen und verschiedene Kernel

Auch das Verhalten des Positionsfehlers mit zunehmender Tiefe und in Abhingigkeit der Exzentrizitét
entspricht bei der SVR den Erwartungen. Abb. 4.17 zeigt die die entsprechenden Fehlerverteilungen fiir
polynomiellen Kernel. Der Positionfehler zeigt einen eindeutigen nichtlinearen Anstieg mit der Tiefe, wohin-
gegen der linke Plot wiederum keinen eindeutigen Trend erkennen lafst. Die Verteilungen fiir RBF-Kernel
verhalten sich dhnlich (sieche Anhang).
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Abb. 4.18 Fehlerverteilung der SVR mit polynomiellem Kernel in Abhingigkeit der Exzentrizit gy ror(€) und der Tiefe
WError(2). Die Fehlerbalken geben die empirische Standardabweichung des Fehlers in dieser Exzentrizitit bzw. Tiefe an. Die
Zahlen an den Fehlerbalken geben die Anzahl der in diesen Wert miteingegangenen Residuen an.

Im Fall der SVR ist nun der Verwendung des polynomiellen Kernels eindeutig der Vorrang zu geben.
Er weist nicht nur einen geringeren Testfehler als die SVR mit RBF-Kernel auf, auch die Positionsresiduen
besitzen, wie schon erwédhnt, eine weniger ausgeprigte Vorzugsrichtung.
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Abb. 4.19 Fehlerverteilung der SVR mit RBF-Kernel in Abhingigkeit der Exzentrizit it g,ror(¢) und der Tiefe pgrror(2).
Die Fehlerbalken geben die empirische Standardabweichung des Fehlers in dieser Exzentrizitdt bzw. Tiefe an. Die Zahlen an
den Fehlerbalken geben die Anzahl der in diesen Wert miteingegangenen Residuen an.

4.4 Vergleich

Die drei nun vorgestellten Moglichkeiten der Kalibration einer Einzel- bzw. Stereokamera lassen sich in
verschiedenen Aspekten gegeniiberstellen.

Eine notwendige Vorarbeit ist die Parametersuche bei den Lernalgorithmen bzw. die Suche nach der
passenden Parameterisierung bei den Einzelkameras. Kann die Suche bei der RIDGE REGRESSION und der
SVR automatisiert ablaufen, muf sie bei bei der expliziten Modellierung per Hand erfolgen und unterliegt
oftmals subjektiven Entscheidungen, wie z.B. welche Korrelationen noch toleriert werden kann. Vom Zeit-
verbrauch ist hier die RIDGE REGRESSION am schnellsten, da ihre Parametersuche auf einem herkémmlichen
PC in einigen Minuten berechnet werden kann. Die meiste Zeit benétigt die SVR , bei der dieser Prozess,
wie schon erwdhnt, mehrere Tage benotigt und damit eigentlich den Rahmen des sinnvollen Zeitaufwands
sprengt. Der zeitliche Vorteil der RIDGE REGRESSION gegeniiber der SVR beruht auch auf der Tatsache,
daf bei erster nur zwei Parameter bestimmt werden miissen, wihrend es bei der SVR drei sind. D.h. einer
zweidimensionalen Gittersuche steht eine dreidimensionale gegeniiber. Die korrekte Parameterisierung einer
Einzelkamera fiir die explizite Modellierung kann in wenigen Stunden gefunden werden, birgt aber immer
noch die Gefahr, Daten bzw. Plots zu mifinterpretieren und sich somit sprichwértlich auf den Holzweg zu
begeben, was bei einem automatischen Verfahren, das stur nach Fehlerwert entscheidet, schwer moglich ist.
Die Parameterisierung des Modells besitzt aber dann den Vorteil, dafs ihre Parameter eine physikalische
Interpretation besitzen, die sogar noch weitere Informationen iiber die Position, die Orientierung etc. der zu
kalibrierenden Kamera liefert.

Was die Trainingszeit der einzelnen Algorithmen angeht, so liegt hier die gleiche Reihenfolge vor. Die
meiste Zeit wird von der SVR benétigt, deren Zeitkomplexitit bei O(n?) liegt. Am schnellsten ist wiederum
die RIDGE REGRESSION, da bei ihr der limitierende Faktor die Invertierung der Matrix (K + +Z) ist, die
bekanntlich auch in O(n?) (fiir die Definition der sog. Landauschen Symbole siehe Definition 6.1.4) berechnet
werden kann. SVR und RIDGE REGRESSION liegen zwar in derselben Komplexititsklasse, die SVR ist jedoch
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um einen konstanten Faktor langsamer, der dann den faktischen Zeitunterschied im Training ausmacht.
Der limitierende Faktor bei der Regression des Kameramodells ist die Berechnung der B-Matrix, aus den
einzelnen Jacobimatrizen, wobei die analyische der numerischen Berechnung zeitlich eindeutig {iberlegen ist.
Ein weiterer limitierender Zeitfaktor der Modellregression ist die Invertierung der Matrix (BT%;B). Wie oft
diese Invertierung geschehen mufs, hangt von der Anzahl der Regressionsschritte ab. Die RIDGE REGRESSION
und die Regression des Modells befinden sich also in der selben Komplexitéitsklasse, wobei sich die RIDGE
REGRESSION in der Praxis immer als schneller erweist.

Ein Vorteil der SVR gegeniiber den beiden anderen Methode wire die Moglichkeit des Nachbesserns.
Stellt man fest, dak der Algorithmus in einer bestimmten Raumregion nicht tolerierbare Fehler begeht,
dann koénnen dort einfach neue Daten aufgenommen werden, welche mit den Support Vektoren eine neue
Trainingsmenge ergeben, mit welcher eine neue SVR trainiert wird. Da diese aber so viel langer braucht als
die RIDGE REGRESSION oder die explizite Modellierung, bietet dies keinen zeitlichen Vorteil gegeniiber dem
erneuten Training der RIDGE REGRESSION und des Modells mit zusitzliche Daten aus dieser Region, also
einem insgesamt groferen Datensatz.

Ein weiterer Vorteil der SVR ist die grundsitzlich schnellere Auswertung des gelernten Modells. Da die
RIDGE REGRESSION keine Support Vektoren besitzt, setzt sich das Ergebnis der gelernten Funktion immer
aus einer Linearkombination der Kernelfunktion aller Trainingsbeispiele zusammen und ist somit langsamer.
Die Auswertung des expliziten Modells ben&tigt noch mehr Zeit, da fiir jeden zu berechnenden Raumpunkt
zunichst zwei Vektorfelder lokal invertiert werden miissen. Dies kann aber beschleunigt werden indem man
einfach die Verschiebung fiir alle mégliche Bildpunkte berechnet und somit ein inverses Vektorfeld erschafft.
Auf diese Weise kann man die Position des entstorten Punkts in O(1) erhalten. Die Auswertung der SVR
wére eventuell auch noch zu beschleunigen, indem man sog. reduced set Methoden auf die Menge der Support
Vektoren anwendet. Diese verkleinern eine Menge von Daten unter Erhalt von mdoglichst viel Information.
Dies wurde aber nicht weiter untersucht. Zum jetzigen Stand der Arbeit besteht aber kein grofser zeitlicher
Unterschied zwischen der Auswertung der SVR und der RIDGE REGRESSION , da im vorliegenden Fall fast
alle Datenpunkte zu Supportvektoren werden und somit das eben genannte Argument stark an Gewicht
verliert.

Was die Fehlerwerte angeht, so kommen aller drei Ansitz unter einen Positionsfehler von 1mm und sind
somit -natiirlich je nach Anwendung- fiir die Tiefenbestimmung geeignet. Wie schon erwéhnt, bezahlt man
allerdings bei der SVR einen besseren Fehlerwert mit ldngeren Trainingszeiten. Zu erwarten ist jedoch das
die Genauigkeit des Tiefenfehlers fiir die Lernalgorithmen sehr schnell schlecht wird, sobald die Position der
Raumpunkte aufserhalb des Arbeitsbreichs des Roboters liegt. Dies diirfte bei der modellbasierten Kalibrie-
rung auch der Fall sein, allerdings nicht in diesem Mafe.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Studienarbeit stellte einen Vergleich zwischen der klassischen Tiefen- bzw. Positionsbestimmung eines
Punkte aus zwei Bildern und modernen Lernalgorithmen an. Es stellte sich heraus, daf diese Algorithmen,
durch den Kernel befdhigt, effizient nichtlineare Funktionen zu lernen, vergleichbare und teilweise bessere
Genauigkeiten erzielen als die Methode der expliziten Modellierung der beiden Stereopartner. Besonders
die RIDGE REGRESSION tat sich durch hohe Genauigkeiten, effiziente Parametersuche und Training hervor.
Die SVR scheint aufgrund des hohen Zeitaufwands eher weniger gut geeignet. Hier gilt es aber nochmal
zu betonen, dafs diese Genauigkeit iiberhaupt erst durch die hohe Stellgenauigkeit des Robotermanipulators
erreicht werden konnte. Die klassische Methode besitzt weiterhin den Vorteil, daf die meisten Parameter des
Modells ein bedeutungstagendes Gegenstiick in der Realitdt besitzen. Die Entscheidung welcher Algorithmus
zum Einsatz kommen wird, hingt letztlich vom zur Verfiigung stehenden Material und dem Zeitaufwand ab,
den man gewillt ist zu investieren.

Eine interessante Fortfiilhrung der Arbeit kénnte eine Erweiterung der Eingaben um die Pan- und Tilt-
winkel darstellen, um somit die Positionsbestimmung nicht fiir eine bestimmte, sondern fiir beliebige Stel-
lungen der Schwenkeinheit zu lernen. Dies wiirde allerdings sehr wahrscheinlich die Trainingsmenge stark
vergrofern, da allein fiir das Training der Algorithmen fiir hinreichend viele Orientierungen jeweils ca. 200
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Datenpunkte aufgenommen werden miissten und somit die benétigte Zeit fiir Datenaquisition, Training und
Parametersuche in die Hohe schnellen wiirde.

Weiterhin kénnte man auch noch das Verhalten weiterer multidimensionaler Lernalgorithmen, wie z.B.
partial least squares ergriinden. Ein kleiner Test mit Gaufischen Prozessen zeigte bereits mit einem Positi-
onsfehler'® von 0.182mm, daff die Leistung der RIDGE REGRESSION noch zu iiberbieten ist.

Denkbar wire auch eine Erweiterung des Kameramodells um Fehler in der Ausgabe. Da der Roboter
seinen Arm nicht unendlich genau positionieren kann, kénnte man ein gewisses "Wackeln” der Raumpunkte
zulassen und somit eventuell die Genauigkeit des Kameramodells nochmals erhShen. Eine gute Schitzung
der Gréfsenordnung des Fehlers kénnte man aus der technischen Spezifikation des Manipulators erhalten.

6 Anhang

6.1 Definitionen

DEFINITION 6.1.1(Gram- oder Kernel-Matrix)

Gegeben ein Funktion k£ : X x X — K (K kann C oder R sein) und Beispiele z1,...,z,, € X. Die m x m
Matrix
Kij := k(zi, z;)

heiltt Gram-Matriz oder Kernel-Matriz von k unter den Beispielen x1, ..., ZTp.

DEFINITION 6.1.2(positiv semidefinite Matrix)

eine komplexwertige m x m Matrix K heifst positiv semidefinit, wenn sie folgende Bedingung geniigt

m m

Z Z cic; K;; > 0 fiir alle ¢; € C

i=1 j=1

Dies ist genau dann der Fall, wenn sie ausschlieflich nicht-negative Eigenwerte besitzt.
Wiirde man den Fall der Gleichheit ausschliefen, dann hiefse die Matrix positiv definit.

DEFINITION 6.1.3(Spline)

Eine Splinefunktion der Ordnung I € N zu einer Zerlegung A der Stiitzwerte ist eine Funktion s € C'~'[a, b],
die au jedem Intervall [x;_1, 2] mit einem Polynom [ —ten Grades iibereinstimmt. Anstelle von Splinefunk-
tion wird oft auch die Bezeichnung Spline verwendet.

DEFINITION 6.1.4(Landausche Symbole oder O-Notation)

Eine Funktion f ist in O(g) wenn Konstanten ¢; und c¢s existieren, so daf fiir alle n in N f(n) < ¢;g(n) + ¢
gilt, also
O(g) ={f|Fc1,ceVn e N: f(n) <e¢p-g(n)+ e}

Fine dazu dquivalente Formulierung ist

O(g) ={f|Fno e NIcVn e N: (ng <n) = f(n) <c-g(n)}

15100t mean squared error der Positionsresiduen
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