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Diskrete Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable x nimmt Werte aus einer
Menge X = {x1,x,,...,x,} mit den jeweiligen
Wahrscheinlichkeiten py,ps, ..., p, an.

Damit missen die p; folgende Bedingungen erflllen:

pi>0 und ZP,’ZI
i=1

Alternative Schreibweise mit
Wahrscheinlichkeitsdichte p(x)

px) =0 und D px) =1

X, EX

Wahrscheinlichkeit fir Untermenge V € X

p(V)=> px)

x; €V

Pi

1 a 0.0575
2 b 0.0128
3 ¢ 0.0263
4 d 0.0285
5 e 0.0913
6 f 00173
7 g 00133
& h 0.0313
9 i 0.0599
10 j 0.0006
11k 0.0084
121 0.0335
13 m  0.0235
14 n  0.0596
15 o 0.0689
16 p 00192
17 q 0.0008
18 r 0.0508
19 s 0.0567
20 t  0.0706
21 u  0.0334
22 v 0.0069
23w 0.0119
24 x 0.0073
25y 0.0164
26z 0.0007

27 0.1928

[MacKay, 2003]
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Erwartungswerte

Erwartungswert (Mittelwert) einer Zufallsvariable (= Schwerpunkt) :
E=p=> )= xp
xieX i=1

Erwartungswert einer Funktion f(x) der Zufallsvariable x:

() =Y F(p(x)

X EX

Erwartungswert ist linear:

Elaifi(x) + arfa(x)] = ar€lfi(x)] + ax€[fa(x)]

Spezialfalle:
® Varianz: 0> = £[(x — 1)?] = 3, cx(x — 1)?p(x) (=
Tragheitsmoment)

@ Standardabweichung: o = \/&[(x — 1)?



Paare von diskreten Zufallsvariablen

Zwei Zufallsvariablen x und y
werden durch eine gemeinsame
Verteilung p(x, y) beschrieben, die
jedem Wertepaar (x;,y;) eine
Wabhrscheinlichkeit p;; zuordnet. Es
gilt

plr,y) >0 und > > plx,y) =1

XEX )€Y

Randwahrscheinlichkeitsfunktionen
von x und y:

p(x) = p(xy)

¥EY [MacKay, 2003]

p() =Y plxy)

Xi€EX
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Statistische Unabhéangigkeit und Erwartungswerte bei
zwei Variablen

Zwei Variablen x und y sind statistisch unabhangig genau dann, wenn

p(x,y) = p(x)p(y)
Erwartungswert einer Funktion f(x, y) von 2 Zufallsvariablen x und y:

=3 fleuypxy)

XEX y,€Y

@ Mittelwert von x: pu, = Elx] =3 » Zy,-ey xp(x,)

@ Mittelwert von y: p, = E[y] = Zx,-eX Zy,ey yp(x,y)

@ Varianz von x: 02 = &[(x — p1,)?] = D onex Zy,-ey(x — 12)%p(x,y)
@ Varianz von y: yz =E&((x — w)? = ZX,EX Zy/ey(y ,uy)zp(x,y)
@ Kovarianz von x und y:

Oy = El(x— ) v = )] = D Y (= ) (v — py)p(x, )

XIEXY/E)}



Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wenn zwei ZV voneinander
statistisch abhangig sind, erhdht
Kenntnis der einen ZV das Wissen
Uber die andere:

_ p(xy)
plxly) = 20 bzw.

p(x,y) = plxly)p(y) (Kettenregel)

p(x|y): Wahrscheinlichkeit von x
gegeben y.

Bei statistisch unabhangigen ZV AR PR R
g”t ...................... .

abcdefghijklmnopgrstuvwxyz

N<XKZ<ESct 1 RO00 BBHNUHTI-HhOROTY =
cEE-=:= ®m-amm e emn

]
(a) Ply|=z)

(
p(xly) = =p(x)
p(y [MacKay, 2003]



Der Satz von Bayes

Es gelten
ply) = Zp(x,y) (Randwahrscheinlichkeit von y)
X EX
plx,y) = pllpx) und p(x,y) =pxly)p(y) (Kettenregel)

Substitution ergibt Satz von Bayes:
pyx)p(x)
PXY) ===
) = 5 e PP
In Worten:

Likelihood x A-priori-Wahrscheinlichkeit
Evidenz

A-posteriori-Wahrscheinlichkeit =

@ erlaubt das Umkehren von Schlussfolgerungen: Die Berechnung
von P(Ereignis | Ursache) ist haufig einfach, aber oft ist
P(Ursache | Ereignis) gesucht.

@ beschreibt Lernen aus Erfahrung



Beispielaufgabe

@ Bauer Fritz 146t seinen Truthahn Max auf Vogelgrippe testen.
Maxs Gesundheitszustand sei a (1 = krank, 0 = gesund), das
Testergebnis b (1 = positive, 0 = negativ).

@ Der Test hat eine VerlaBlichkeit von 95 %, d.h. bei 95% der
infizierten Tiere schlagt der Test an, bei 95% der gesunden
Tiere schlagt er nicht an.

@ In ganz Deutschland sind 1% aller Truthahne erkrankt (stimmt
zum Glick bisher nicht wirklich).

Der Test fallt positiv aus. Wie wahrscheinlich ist es, da Max
tatséchlich Vogelgrippe hat?



Vektorielle Zufallsvariablen

Schreibe d Zufallsvariablen x; als Vektor x = (x,x,, ..., x,). Damit gilt
fir p(x)
p(x) >0 und ) p(x) =

XeX
Wenn alle x; statistisch unabhangig sind, gilt

p(x) = pi(x1)pa(x2) - sz Xi)-

Rand- und bedingte Wahrscheinlichkeiten werden analog berechnet,
z.B. bei p(x1,x2,x3, x4, X5)

plri,xa) = > >N pler, xa,x3, X4, %5)

X2 X3 X5
p(x17x27'x37-x47x5)

P\X1, X2|X3, X4, X5) = oder p(xi|x;) =
( | ) P(x3, X4, X5) Gaez)




Bayesformel und Erwartungswerte bei vektoriellen
Zufallsvariablen

Satz von Bayes:

p(x2[x1)p(x1)
xex P(X2[x1)p(x1)

p(xi[x2) = 5

Erwartungswert einer vektorwertigen Funktion f : RY — R”, d.h.

£(x) = (1), /2(X); - o fu(X))
£l = 3" f(x)p(x)

@ Mittelwert: = Ex] = > f(x)p(x)
@ Kovarianzmatrix: o;; = E[(x; — i) (x; — 1))]
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