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1falls nicht anders vermerkt, sind die Abbildungen entnommen aus Duda et al., 2001:
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k-nachste Nachbarn

Problem des Kerndichteschatzers: Es ist im vornhinein unklar, welche
Form des Kerns, welche Breite, welche Orientierung usw. gewahit
werden sollte.

Idee: Statt einer festen Fensterfunktion lassen wir das Volumen um
den Punkt x so weit wachsen, bis es k Nachbardatenpunkte enthalt
(d.h. die k-nachsten Nachbarn).

. @ Wenn die Dichte nahen an x grof3 ist,
" S dann ergibt sich eine kleine Zelle.
.o :- s ..' .u . . . . .
. o @ Ist die Dichte niedrig, dann wéchst
“° <. die Zelle solange, bis sie eine
e, Region genigend hoher Dichte trifft.
K = Die Fensterfunktion paf3t sich
- T : N automatisch an die Dichte der

Datenpunkte an.
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k-Nachste-Nachbarn-Dichteschatzung (1)
Vorgehensweise (gegeben seien n Samples oder Prototypen):

Far jeden Punkt x im Raum

@ Bestimme das kleinste Volumen V, das die k-nachsten
Nachbarn enthalt.

@ Dichteschatzung (wie beim Kerndichteschétzer):

p(x) = ]€/7n

p(x)
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k-Nachste-Nachbarn-Dichteschatzung (2)

Eigenschaften der
geschatzten Dichten:

@ p(x) ist stetig, aber
die Ableitungen
nicht ("zerkluftet”)

@ Die Unstetigkeiten
kommen selten an
Datenpunkten vor,
sondern meistens
dazwischen.
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Vergleich mit Kerndichteschatzer

Fir den Grenzfall

Vo k = n = 1 ergibt sich die
o eindimensionale Schitzung
o ' 1
Ia 1 2 3 4 In 1 ‘ z J’I 4 p(x) = m
IV" M l‘ I\ ‘w\
n=16 M M || .“‘ . . .
=t ANA / (divergiert an x;, nicht
\J W (ders
\ integrierbar).
1 T ‘\ Vorteil (v.a. in
- - al W hochdimensionalen
' AN '\%\ W Problemen): Dichte sinkt
gﬂl R PR }JJ kJ nirgends auf 0.
k= oo /\ ‘
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Klassifikation mit
k-Nachste-Nachbarn-Dichteschatzung

Wie beim Kerndichteschéatzer kann man beweisen, daf3 die
Schatzung fiir n — oo und k = /n gegen die wahre Dichte konvergiert
(falls p(x) an x steig ist).

Vorgehensweise: (&hnlich wie beim Kerndichteschéatzer)

@ An jedem Punkt x des Inputraums lassen wir eine Zelle wachsen,
bis sie k Datenpunkte enthalt. k; davon gehéren zu Klasse w;.

@ Schatzung der gemeinsamen Verteilung von x und w; aus dem
Zellvolumen V:

ki/n
plr.w) = =
© A-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir Klasse w;:
px,wi) ki
p(wi x) = <= /. N 7
| Ej:lp(xa wj) k

d.h. der Anteil der Datenpunkte in der Zelle aus Klasse w;.
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Nachste-Nachbar-Regel

Eine ahnliche Leistung wie der volle Bayes-Klassifikator a3t
sich erzielen durch die

Nachste-Nachbar-Regel

Entscheide immer fiir die Klasse w; des nachstliegenden
Trainingsdatenpunkts (Prototypen).

Warum? Wenn die Anzahl der Prototypen grof3 genug ist, ist es
wahrscheinlich, daB der Prototyp x’ so nahe an x liegt, das die
lokale Schatzung der A-posteriori- Wahrscheinlichkeit aus den
Trainingsdaten auch fir x gilt, d.h. die
Klassifikationsentscheidung nach der Bayes-Regel setzt sich
mit hoher Wahrscheinlichkeit auch in der direkten
Nachbarschaft fort.
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Nachste-Nachbar-Regel und Bayes-Klassifikator

Man kann zeigen (Duda et al., 2001):

@ Die Nachste-Nachbarn-Regel ist suboptimal, d.h. i.A. liegt der
Klassifikationsfehler Uber dem des Bayes-Klassifikators, auch
bei unendlich vielen Trainingsdaten.

@ Aber: der Fehlerrate ist héchstens doppelt so hoch wie beim
Bayes-Klassifikator.

@ Wenn p(w;|x) hoch ist, dann stimmen Bayes- und
Néachste-Nachbar-Regel fast immer Giberein. Wenn p(w;|x) klein
ist, unterscheiden sich beide Entscheidungen haufiger, aber die
Fehlerrate ist bei beiden ahnlich.

Die Nachste-Nachbarregel flhrt zu einer Partitionierung des
Inputraums in Zellen, die jeweils dem nachsten Prototypen
zugewiesen werden. Allen Punkten innerhalb der Zelle wird die
Klassenzugehdrigkeit des Prototypen zugewiesen (Voronoi-Mosaik).
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Durch Nachste-Nachbar-Regel erzeugtes
Voronoi-Mosaik
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k-Nachste-Nachbarn-Regel
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Néchste-Nachbar-Regel

Offensichtliche Erweiterung:

k-Nachste-Nachbarn-Regel

Entscheide immer flir die Klasse
w; der Mehrheit aller Prototypen
innerhalb der k-Nachste-Nach-
barn-Zelle.

Im Limit unendlich vieler Daten
flhrt die k-Néchste-Nachbarn-
Regel auf kleinere Fehlerraten als
die Nachste-Nachbar-Regel. Die
Schatzungen sind robuster (wegen
Mehrheitswahl), aber glatten Uber
eine gréfere Umgebung.
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Komplexitat der k-Nachste-Nachbarn-Regel

Naiver Ansatz: Gehe durch alle n Prototypen, berechne Abstand zu
Testdatenpunkt x, und wéhle Klasse des Prototypen mit minimaler
Distanz: O(n) bei serieller Suche, O(1) bei paralleler Suche.
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Beschleunigung des NN-Klassifikators

@ Partielle Distanzen. Fir hochdimensionale Probleme: Berechne
die Distanz sequentiell, d.h. erst entlang von Dimension x;, dann
x> usw. Falls die Gesamtdistanz (iber dem momentanen
Minimum liegt, brich Berechnung ab und gehe zum néchsten
Prototypen.

@ Suchbdume. Fasse Prototypen in Regionen zusammen und
such einen reprasentativen Prototyp, der die dadurch gebildete
Metazelle méglichst gut reprasentiert. Achtung: Methode
garantiert nicht, daf3 tatsachlich der nachste Prototyp gefunden
wird.

@ Editieren, Kondensieren, Pruning: Eliminiere alle Prototypen, die
komplett von Prototypen der gleichen Klasse umgeben sind
(&ndert Entscheidungsgrenzen nicht).
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Erweiterungen

@ Kernmethoden nutzen Fensterfunktionen, die an den Réndern
glatt gegen 0 gehen, statt der harten 0-1-Entscheidung durch
die k-nachsten Nachbarn.

@ Modifikation des DistanzmalBes: Statt euklidischer Distanz
werden andere Metriken eingesetzt, die z.B. bestimmte
Dimensionen anders gewichten als andere.

@ Einsatz von Abstandsmafen, die unempfindlich gegenlber
bestimmten Transformationen der Datenpunkte sind, z.B.
Translation, Rotation etc.
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Aufgabe 7: NN-Klassifikator

@ Konstruieren Sie fiir die Datenwolke auf dem ausgeteilten Blatt
das Voronoi-Diagramm und markieren Sie die
Entscheidungsgrenzen des zugehdrigen Nachste-Nachbarn-
Klassifikators.

@ Konstruieren Sie den zugehdrigen 2-Nachste-Nachbarn-
Klassifikator. Bestimmen Sie dazu fur jeden Punkt seine beide
nachsten Nachbarn und entscheiden Sie nach der Mehrheit.

© Nehmen wir an, Sie wollen Klasse 1 (Kreuze) detektieren,
Klasse 2 (Kreise) beschreibt den Stérhintergrund. Was ist die
Detektionswahrscheinlichkeit und die Falschalarmrate auf den
Trainingsdaten fir beide Klassifikatoren? Was erwarten Sie fiir
bisher noch nicht gesehene Testdaten?
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