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1. Mathematische Grundlagen
1.1 Lineare Algebra

- Matrizen
Eine (n x m) Matrix A besteht aus n Zeilen und nalm. Dabei istiader Eintrag in der i.
Zeile und der j. Spalte.

&, &, - A,
po| % o
(m) : : . :
Ay a, - Gy

- Transponierte Matrix
Es sei A die oben angegebene Matrix. Dann [stli& transponierte Matrix.

Q; @y - Ay
Al = Q, Qp - ay,
Ay Gy ot Gy
Beispiel:
2 4
2 13 .
A= , A =1 2
4 2 1
31

- Symmetrische Matrix
Eine Matrix ist symmetrisch, wenn A =" Ajilt bzw. & = gi. Bei symmetrischen Matrizen ist
die Anzahl der Zeilen und Spalten identisch.

- Diagonalmatrix

Eine Diagonalmatrix A hat nur auf der Diagonalem \iaks oben nach rechts unten Eintrage
ungleich null. Die weiteren Nebendiagonalen sindstant null. Somit giltig# O fur i = j und

aj = 0 furi#j.

- Vektor

Ein Vektor ist eine Matrix, die entweder nur eingafie b oder nur eine Zeilé besitzt. Die
Anzahl n der Zeilen bzw. Spalten wird als Dimendiezeichnet.

Beispiel:

5:@:(2} bzw, 5 =(b b)=(2 4)
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Der Vektor mit n Zeilen oder n Spalten hat den &gtr

b=[f = /ibﬁ bzw. b=‘BT‘: /ibﬁ
Beispiel: i i
b:B:‘(E‘ZJ‘:\/QZ+b§ :\/22+42 :@

- Skalarprodukt eine Vektors
Das Skalarprodukt c zweier Vektoren mit identisdbenension n ist eine Zahl.

c:(aT EB)=(BT B?tj=a1bl+a2bz+---+anbn=gah

Beispiel:
a) (0 b (2

a=|a,|=|-1 und b=|b,|=|4 => c=0R+(-)@m+30=-1
a) \ 3 b)) \1

- Diadisches Produkt zweier Vektoren
Das Diadische Produkt zweier Vektoren mit der Digien n ist eine (n x n)-Matrix C

ab ab, - ab,
. ... ab L.
C =alb = a2.b1 a2.b2 _ az,” bzw. C"=bOa
(wn) : : - :
ab ab - ah,
Allgemein mussen die beiden Vektoren nicht dieayleiDimesnion besitzen.

- Kreuzprodukt zweier Vektoren der Dimension 3
Nur fur Vektoren der Dimension 3 ist das Kreuzpiddiefiniert. Aus zwei Vektoren wird
eine dritter gebildet, der senkrecht auf den erstaden steht.

. (a) (b)) (ah-ab,
c=axb=|a, |x|b, |=| ab-ap
a,) \b) lab,-ah

Beispiel:
0) (2) ((-1)n-3m) (-13
c=axb=|-1|x|4|=| 3@-001 |=| 6
3) 1) lo@-(-)= 2
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- Addition und Subtraktion von Matrizen
Zwei Matrizen kdnnen nur dann addiert/subtrahietden, wenn die Zeilen- und
Spaltenanzahl beider Matrizen tbereinstimmt.

ail+bll a12+b12 a1m+blm
a21+b21 azz+b22 a2m+b2m

A+ B =
wm) (e

) (mm) : : . :
a'nl-'-bnl an2+bn2 a'nm-'-bnm

- Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl
Jede Matrix A kann mit einer Zahl ¢ multiplizierevden.

&, Q, - Ay Ca, Ca, - Ca,
Ay Gy vt Gy |_|C& CBy o CRyy,

Ay @, 0 Ay ca, Ca, - Ca,

- Multiplikation zweier Matrizen
Zwei Matrizen kbnnen miteinander multipliziert werd wenn die Spaltenanzahl | der ersten
Matrix mit der Zeilenanzahl | der zweiten Matrixaibinstimmt. Skalarprodukt und

Diadisches Produkt zweier Vektoren sind Speziafdér Matrixmultiplikation
|

! I
> ab ab, - Dah,
k|=1 k|=1 kI:1
C=ABE= 2B 2abe — 2aba.
(mm)  (wa)m) | < k2 =
| | |
Yaba Yadbe X auba
k=L k=1 k=1
Beispiel:
2 1 3
213 11 18 13
C=AB= 4 1 1|=
4 2 1 17 11 16
15 2
Beispiel:

Xt =2xy+y* =(x-yf =(x-y)x-y)=(x y)(—llj(l _)(XJ:(X Y)(l _IJ(XJ

y -1 1Ny
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Bei der Multiplikation zweier Matrizen kommt es alié Reihenfolge an.
AB # BA

Beispiel:
21 11 21 3 4
A= , B= => AB= : BA=
13 01 1 4 13

- (n x n) Einheitsmatrix

Die Einheitsmatrix | mit n Zeilen und n Spalten itgsauf der Diagonalen lauter Einser und
auf den Nebendiagonalen Nullen. Multipliziert mameeMatrix A mit der Einheitsmatrix |, so
resultiert die Ausgangsmatrix A.

N D A= Al=A
(wn) |+ ¢ .o

- Determinante einer (n x n) Matrix

Die Determinante einer Matrix ist eine Zahl, mit &@genschaften der Matrix beschrieben
werden konnen. Fur die Berechnung dieser Zahl mhies&eilen- und Spaltenanzahl der
Matrix Ubereinstimmen.

Beispiel:

n=2: detA= (:Z sz = 8,8, — A8,

n=3:
a; ap a3

detA=|l &, 8y, &y | = 88x,8a3 t 8188y T 815885, ~ 818038, ~ 318,853 ~ 3138958
8y 83 g3

n >= 4: siehe Literatur

- Inverse Matrix einer (n x n) Matrix
Die inverse Matrix A" der Matrix A ist so definiert, dass das ProduktilbeMatrizen die
Einheitsmatrix | ergibt.

ATA=AAT =

Die Berechnung von Aist nur dann méglich, wenn detsA0 ist. Sie ist sehr
rechenaufwendig und die Berechnung wird, wenn robglimgangen.

Beispiel:

n=2 A:(aﬂ aizj, Al= 1 ( &, _312]
& Ay 8y — i\ T8y Sy
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2 el
2 4 24-20-2 2 ) (-¥3 Y3
L (2 123 -3Y6) (1 0
a '(2 4](—1/3 1/3]'(0 1)

n >= 3: siehe Literatur

- Lineares Gleichungssystem

n lineare Gleichungen mit n Unbekannten kdnnealixgleichung A;<=Bgeschrieben
werden.

Beispiel:
4x+2y—-22 = -6 4 2 -2\ -6
2x+9y-z =-19 = 2 9 -1|y|(=]-19
—-2Xx-y+13z= 39 -2 -1 13 )z 39
N

e HI_J
A X b

Das Gleichungssystem Ax = b hat nur dann eine eiigkLosung, wenn det A0 gilt.
AX=b =  A'Ax=A"D => Ix=A'h => x=A'b

Gilt det A#0 und b =0, soist auch x = 0. Ist det A = 0 brel0 so hat das
Gleichungssystem unendlich viele Losungen. Sindhd % davon zwei Lésungen, so existiert
eine Zahl ¢, mit der der Zusammenhang gx; gilt. Falls det A = 0 und i O ist, muss das
Losungsverhalten individuell betrachtet werdenr{kditsung, unendlich viele Lésungen).
Zum Ldsen des linearen Gleichungssystems konnesnsogtalirekte Losungsverfahren,
iterative LosungsverfahrenundMehrgitterverfahren (vgl. Literatur) verwendet werden.

Direkte Losungsmethoden
z.B.: GauR'sches Dreiecksverfahren, Cholesky-Zengd DL "-Verfahren

Vorteile:
- finden immer eine Lésung
- der Rechenaufwand kann vorab bestimmt werden

Nachteile:

- Rundungsfehler kénnen einen sehr groRen Einflaben (Rechnung mit doppelter
Genauigkeit "15 Stellen hinter dem Komma")

- Der Rechenaufwand ist sehr gro3 und es wird\@ehSpeicherplatz benétigt

Iterative Losungsmethoden

z.B.: Jacobi-Verfahren, konjugierte Gradientenverfahren, BICGSTAB

Vorteile:

- wenn das Verfahren geeignet ist, findet es seffimedl eine L6sung und bendtigt dafir nur
wenig Speicherplatz
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Nachteile:
- ob eine L6sung gefunden wird, hangt von den ESgeaften (Kondition, vgl. Literatur) der
Matrix A ab.

- LDL "-Verfahren:

Das Gleichungssystem Ax = b ist zu I6sen, wobein® symmetrische (n x n) Matrix ist. Die
Matrix A wird zuerst in eine untere Dreiecksmatriin eine Diagonalmatrix D und in eine
obere Dreiecksmatrix Lzerlegt.

1 0 - 0YD, O oY1 L, - L,
A= LDLT: |_21 1 ... 0 0 D22 0 0 1 Ln2
Lnl Ln2 — 0 0 Dnn 0 0 1

L D LT

Fur die Zerlegung wird der folgenderlegungsalgorithmusverwendet:
furi=1,..,n

furj=1,...,i-1
1 =
Ly :D_(Aj _ZLiI Dy lej
i =
i-1
Di = A _z LD,
=1

Sind die Matrizen L und D bestimmt, kann der gesaitldsungsvektor x in drei Schritten
ermittelt werden. Diese bestehen aus einem Voreiagstzen, einer Multiplikation mit der
inversen Diagonalmatrix und einem abschlie3endenk®értseinsetzen.

Vorwartseinsetzen
Ax=LDL ' x=Lz=b
\_T_J

z

Das Vorwartseinsetzen erfolgt mit dem folgendenofithpmus:
furi=1,..,n

z=b-> Lz

1=1

Multiplikation mit der inversen Diagonalmatrix :
e -

DLax =Dy=z
y

Das Multiplizieren mit der inversen Diagonalmateistolgt mit dem folgenden Algorithmus:
furi=1,...,n

-4
4 D;
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Ruckwaértseinsetzen

L'x=y
Das Rickwartseinsetzen erfolgt mit dem folgendegoAthmus:
furi=n,.,1
X =Y~ > L%
=i+l
Beispiel:
4 2 =2 -6
A= 2 9 -1}, b=|-19 gesuchtis%mitA;(:B
-2 -1 13 39

LDL "-Zerlegung:
i=1:

0
Dy =A;- Z LD =A,=

1=1
i=2:

j=1:
2

__(Aﬂ Zl— D, L1|j_i__: 05

l

:AZZ_ZLZ D|| =A22_|—§1D11=9_0.52m=8

=3
j=1:
1 A 2
— L;D =3=_"=-05
G
j=2:
1 L -L,.D,,L -1-(-05)4[D5
L32:_(A32_ZL3DIIL2I]:A32 3171121 — ( ) =0
Do, = D, 8

2
= Ay - z Lg Dy = A, - I—§1D11 - L§2D22 =13~ (_ 0-5)2 (4-0°B=12

1 00 4 0 O
=> L= 05 1 O, D=0 8 O
-05 0 1 0 0 12

Vorwartseinsetzen
i=1

4=Q—2HA=Q=—
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=2
1

4 =b2—ZL2|Z| =b, - L,z =-19- 0'5[6_6):_16
El

2,=b,-3 Lyz =b,~ Lz, - Lz, =39~ (- 05) {-6) ~0[{-16) =36

w

Multiplikation mit der inversen Diagonalmatrix :

=1
ylzi :__6:—15
D, 4
=2
-16
%=pr=g =2
22
=3
36
y3 :Di :EZ
33

Ruckwaértseinsetzen
i=3

3
X3:y3:z|-3lxl =Yy, =3
=4

=2
3
X, = Y2_ZL|2X| =y, Ly,X=-2-03=-2
1=3
i=1
3
X =Y, =Y LiX =Y, — LyX, — LyX, = - 15— 050{- 2)- (- 05)B=1
1=2
1
L('jsungsvektor:;<= -2
3

- Jacobi-Verfahren:
Das Gleichungssystem Ax = b ist zu I6sen, wobein® symmetrische (n x n) Matrix ist. Die
Matrixgleichung

Q; &, A, | X bl
Ay Ay o A || X | bz

ay Q, - a““._x,"_, EP_J

A
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wird nach dem gesuchten Losungsvektor x aufgefoBtbedeutet die erste Zeile der
Matrixgleichung:

X A% aX, =h = x=(b-a%—ax)/a,

Auf alle Zeilen angewandt, folgt:
) [ (b-apx -aux - -ax)/a,
X (bz Ty T azmzxz T &K, )/a22

x,) L6, — 8 —an% - anx,)/an,

%) (b/ay) (an/ay ap/ay - an/a, (%
X0 bz/a22 _ azl/azz azmz/azz a2n/a22 X

x,) \b/a,) \a./a, a./a, - an/a,\x%
—_— - ——

Xi+1 B A Xi

mit aElzaZDz:...:aEn:O

Daraus bildet man ein iteratives Verfahren um desughten Losungsvektor x zu bestimmen.
Man wahlt zu Beginn einen beliebigen Vektgr Anschlie3end wird immer wieder der
bekannte Vektorixn die rechte Seite der Gleichung eingesetzt wrchdue Loésungsvektor
Xi+1 berechnet. Dieser Zyklus (lteration) wird solamgederholt, bis die Veranderurgles
Losungsvektors kleiner als eine vorgegebene Getnz

— - \T [~ -
solang Xi+1_Xi) (xi+1—xi)>£

- O 0
Xia=b —AX

Beispiel:
4 2 =2 -6 1
A=| 2 9 -1|, b=|-19|, X =|-1|, £=5010°
-2 -1 13 39 1
a:l.Dl/ a, a:l.2/ a, a:l.3/ a, 0 05 -05 . b.l./ a, -15
A’= a21/a22 852/822 azs/azz = 19 0 _]/9 b = bz/azz = _19/9
a31/a33 asz/ass asua/asa - 2/13 - 3/13 0 bs/ass 3
1. lteration:
-3/2 0 Y2 =12\ 1 -05
x=|-199|-| 279 0 -19|-1|=|-22222
3 -213 -713 O 1 3.0769

—_—

Xo
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-05-1 -15
A% = [ - %) =| - 22220~ (1) | =| ~1.2222
3.0769-1 2.0769
-15
y.=BDxidx =(-15 -12222 20769 -12222|=80574 => y >¢
2.0769
2. lteration:
-3/2 0 Y2 -yY2y -15 1.1496
X:=|-199|-| 279 0 -19|-22222|=|-16581
3 -213 -713 0 )| 30769 27521
gt
1.1496- (- 05) 1.6496
A% = (% - ) =| ~16581- (- 22223 | =| 05641
2.7521-3.0769 -0.3248
1.6496
y, =0AXoAx, = (L6496 05641 -03248 05641 |=31448 => y,>¢
-0.3248
3. bis 9. Iteration .....
10. Iteration:
-32 0 VY2 -¥2Y 09972 ( 10010
xwo=|-199|-| 29 0 -19|-20012|=|-1.9993
3 -213 -713 0 )| 30009 2.9995
1.0010- 0.9972 0.0038
Ao = (xio - %o ) =| ~1.9993 (- 20013 | =| 0.0019
2.9995- 3.0009 -0.0014
0.0038
Vi = AxioAXo = (0.0038 00019 -0.0014] 00019 |= 2028010° => p, <&
-0.0014
1.0010

L('jsungsvektor:} =| -1.9993
2.9995
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- Eigenwerte und Eigenvektoren

Jede symmetrische (n x n) Matrix hat n Eigenwgytend zu jedem Eigenwert einen
dazugehdrenden Eigenvektor.edeschreibt die Matrix ein physikalisches Modsd,sind
Eigenwert und Eigenvektor eng mit physikalischedf®&n (Eigenwert und
Resonanzfrequenz, Eigenvektor und Amplitude depRaszschwingung) verknipft. Sie sind
Losungen einer Matrixgleichung.

Pevi = Aev  bzw. revi - Aev = (A-A lew =0

Diese Gleichung hat nur eine Losung#£0, wenn det (A Ajl) = 0 gilt. Mit dieser
Bedingung kdénnen die n Eigenwerte und anschliedend Eigenvektoren bestimmt werden.
Diese Vorgehensweise ist fir Dimensionen 31sehr schwierig, da die Nullstellen von
Polynomen der Ordnung n bestimmt werden mussereJadt sie mehr theoretische
Bedeutung. Bei grol3eren Dimensionen werden ander@ahMen wie das zyklische
Jacobiverfahren oder das Lanczos-Verfahren angewand

Beispiel:
3 2
A=
29
Eigenwerte
3 2 1 0\ [[3-4 2
def{A-Al)= -A = ! =(3-A)-22=9-61 + ¥ -4=H-6) +5=0
2 3 01 2 3-A
ALZ:—GM:’;G_ZO => A=14,=5

(Der kleinste Eigenwert ist der erste Eigenwert, adeeitkleinste der zweite)

1. Eigenvektor.
— 3-1 2 \e 2 2\e 0
(A—/]ll)e\ll - V1 — Vi1 —
2 3-1)\ey, 2 2)\ey, 0
Da das Gleichungssystem unendlich viele Lésungsitabemuss man eine Komponente von
ev; beliebig wéahlen, um nur eine einzige Lésung zaken. Die zweite Komponente wird

ev,; = 1 gewahlt. Dann folgt aus der ersten Zeile:
2ev,+.201 =0 bzw. ey, =-1

evyq

Fur alle ¢ ungleich null erfiillen die Vektorerw das Gleichungssystem. Es wird das ¢
gewahlt, bei welchem der Betrag des resultiereritiganvektors eins betragt. Dies bedeutet,
der Eigenvektor wird normiert.

T R s S

(o))
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: — (—-0.7071
1. Eigenvektorev =

0.7071

2. Eigenvektor.
— 3-5 2 |\e -2 2\ e 0
(A= )ew. = M| 2 Mo |2
2 3-5)ey, 2 -2)ev, 0
Da das Gleichungssystem unendlich viele Lésungsitzbemuss man eine Komponente von
eV, beliebig wéahlen, damit man nur eine einzige Loserigilt. Die zweite Komponente wird

eV, = 1 gewahlt. Dann folgt aus der ersten Zeile:
—-2ev,+201 =0 bzw. ey, =1

evV,,

Der Eigenvektor wird auch normiert.

ov| = e, +e, =V1' +1 =2 =>  c=

ot}

2. EigenvektorEVz =[

Sie

0.7071
0.7071

- Matrix der Eigenvektoren:
Eine symmetrische (n x n) Matrix hat n Eigenvekitoes. Diese bilden die Spalten der
symmetrischen (n x n) Matrix der Eigenvektoren.

U:(evl ev - evn)

Beispiel:

y _((?Vl 3\&)- ev, ey,) (-07071 07071 1 (-1 1
- “lew, ew,) (07071 07071 2|1 1

Sind die Eigenvektoren auf den Betrag eins normnserist U eine orthogonale Matrix.
u'=u-

Beispiel:
-1 1 -1 1) (1
UTU :i i = 0
Y21 1)42l1 1) (0 1
- Diagonalisierung einer Matrix:

Mit Hilfe der orthogonalen Matrix der Eigenvektorgrkann die (n x n) Matrix A
diagonalisiert werden. Die resultierende Diagonalix® enthélt die Eigenwerte.
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A0 0
0 A 0

D=UTAU = ' .
0 0 A

Beispiel:
D—UTAU—l -1 13 2)1(-1 1) (1 0
J2l1 102 3)J2l1 1) o 5

- Zyklisches Jacobiverfahren zur Eigenwertberechnug:

Eine haufiger angewandte Methode zur Bestimmundeagnwerte und Eigenvektoren einer
symmetrischen Matrix ist das zyklische JacobivadgahDabei wird die Ausgangsmatrix A
solange mit geeigneten Matrizepvon links und rechts multipliziert, bis alle Eiage auf

den Nebendiagonalen verschwinden. Die Diagonalehlaéiet dann die Eigenwerte. Das
Produkt aller T-Matrizen ergibt die Matrix U der Eigenvektoren.

Das Verfahren lasst sich wie folgt darstellen:

k=0
while eps > grenz
fari=2,...,n
furj=1,...,i-1
I=1+1
6= AA
2A
1
furéd#0
t=16+signOe* +1
1 furd=0
c= 1 und s=tlc
V1+t?
k=k+1
T, =1 (I: Einheitsmatrix)
Tk(i'i)sz(j,j)zc
T.G.j)=-s und T.(j.i)=s
A=TAT,
eps=0
furi=2,...,n
furj=1,...,-1

eps=eps+|A(, j)|

Das Produkt aller FMatrizen ergibt U:
k
U= I_J'I'i =T, 0, @, 0.0, [0,



HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 15
Beispiel:
3 -1 -1
A=|-1 5 1|, Grenztoleranzgrenz= 002
-1 1 3
1. Iteration
=2
j=1:
= A~ Ay - 5-3 =1
2A;, 2[6_1)
t= 1 =-0.4142
~1+ (-1 (-1 +1
1

=0.9239unds=tlc=-0.4142[0.9239=-0.3827

c=
J1+(- 04142
09239 -0.3827 0
T,=| 03827 09239 0

0 0 1

3 -1 -1 25858 0  -05412
A=T]-1 5 1 [T,=| 0 54142 13066

-1 1 3 -05412 13066 30

\—V——J

A

g=Sn" Ao 3729858 _ 3007
2A,  2[{-05412

t= 1 =-0.6880

© -03827+(-1)(-0.3827F +1

c= ! =0.8238unds=tlc=-0.688000.8238= -0.5668

J1+(-0.6880"

08238 0 -05668
T,=| 0 1 0

05668 0 0.8238

2.5858 0 -0.5412 2.2134 0.7406 0
A=T, 0 54142 1.3066 [T, =| 0.7406 5.4142 1.0764
-0.5412 1.3066 30 0 1.0764 33724

A
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=3
j=2:
g=Pe=h, _38724-54142_ o oo
2A,, 201.0764
t= 1 =-0.4298
—0.9485+ (- 1)/ (- 0.94857 +1
c= ! =0.9187unds=tlc =-0.4298/0.9187=-0.3949
J1+(-0.4208
1 0 0
T,=|0 09187 -0.3949
0 0.3949 09187
22134 07406 O 22134 0.6804 -0.2924
A=T] 0.7406 54142 1.0764[T,=| 0.6804 58768 0
0 10764 33724 -02924 0 2.9097

A

eps= 0.6804+ 0.2924+0=0.9728> grenz

2. lteration
furi=2,...,n
furj=1,...,i-1

2.0001 -0.0156 -0.0003
A=|-0.0156 5.9999 0

—-0.0003 0 3.0000
eps=0.0156+ 0.0003+0=0.0159< grenz
=> Abbruch der Iteration

Durch die Iteration erhélt man die drei Eigenweitez2, A, =3 und A,=6

Die Matrix der Eigenwerte lautet:

édl\)%l"“

U = TLLLTT, =

“le © gn
lewirEie

s
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1.2 Reihenentwicklung der Winkelfunktionen

Jede beliebig oft differenzierbare Funktion f(xphkan eine Taylorreihe entwickelt werden.
(9= 1)+ e e 0o,

Wendet man dies auf die Winkelfunktionencsigost und tam an, so folgt:
3

sin(a) =sin(0)+ €040 5 _sin(0) po _cod0) o, __@® a® g,

1 2 3 3 8 7
codar) = cod0) - sin(O)a_ cos(O)a2 N sin(0) o+ :1_a_2+a_4_a_6 N
il 2 3 2 4 a8
tar(a) = tanf0) + 1+tan (O)a+ 2tan(0) + 2tan3(0)a2 L2+ gtan?(0) + 6tan’(0) P
2! 3!
o 2a° 8a® 16a7
=q+ + + +
3 S 7!

Setzt man voraus, dass der Wint&ietlein ist, so kdnnen die Terme héherer Ordnung
vernachlassigt werden.

sinl@)=a, coda)=1 und tan(a)=

1.3 Zwei- und dreidimensionale Integrale

Ist A eine Flache in der xy-Ebene und f(x,y)
eine in A definierte Funktion, bzw. V ein 4 f(x,y)
Volumen im xyz-Raum und g(x,y,z) eine in V f%Y)
definierte Funktion, so sollen die Werte der
Integrale

F —J' f(x, y)dA

G=

dAf(x,y)
o( x y 2dv

<'—.)>

7 _
bestimmt werden. Dies ist eine Schreibweise dA = dxdy
fur die Aufgabe, dass die Gesamtflache A in A
unendlich kleine Teilflachen dA mit der Breite
dx und der Hohe dy zu zerlegen ist. Das X
bedeutet gleichzeitig, dass man unendlich
viele Teilflachen dA erhalt. In jeder dieser Teitthe dA ist der lokale Funktionswert f(x,y)
mit dem Flacheninhalt dA zu multiplizieren. Fur¢e@eilflache dA erhélt man einen
Zahlenwert. Dieser entspricht dem Volumen einesd@tsamit der Grundflache dA und der
Hohe f(x,y). Addiert man all diese Zahlenwerte aaf,erhélt man den Wert des Integrals F.
Analog zerlegt man das Gesamtvolumen V in TeilvaardV. In jedem Teilvolumen dV
multipliziert man das Teilvolumen mit dem lokaleanktionswert von g. Die Summe all

dieser Produkt ergibt wieder den Wert des Intedgals
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00

F =] f(xyda=Y f(x,y)dA

A i=1

Da man den Wert der Summe von unendlich vielen Samaien nicht direkt ausrechnen
kann, zerteilt man das Flachenintegral in zwei ien@thsionale und das Volumenintegral in
drei eindimensionale Integrale. Dazu schneidet amader Stelle xden links gestrichelt
dargestellten Block mit der Breite dx heraus. Daidgndlich klein ist, andert sich die
Funktion f(x,y) innerhalb des Blockes in x-Richtumight. Es resultiert innerhalb des Blockes
eine Funktion f(y,y), die sich zwischen den Grenzefixy) und y(Xo) nur noch in
Abhangigkeit von y andert.

A
f X, A

) (o) f(xo.yo)dy
—
1 |
1 1
1 | 1
1 1
1 | : |
| | dy 1
1 —> < |

Xy 2 l L | .
I O I ;,
yU(Xo) yO yo(XO)

Projiziert man diesen Block in die y,§x)-Ebene wird die rechts grau dargestellte Flache

sichtbar. Ihren Inhalt A*(® berechnet man mittels des Integrals
Yo (%)

Al)= | T, yldy

v (%)

Den Wert dieses Integrals bzw. dieser Flachenirkaalh mit den Standardverfahren der
eindimensionalen Integrationsrechnung bestimmt arertultipliziert man diesen
Flacheninhalt A*(x) mit der Breite dx, erhalt man das Volumen \g)(ges
herausgeschnittenen Blockes.

V%) = AT(x,)x A T

A*(Xp)dx

Nicht nur ein Block, sondern unendlich viele Blocke

zwischen % und % mussen betrachtet werden. Der A*(X0) =
Wert F des Integrals bzw. die Summe der Volumen !
aller Blocke ist zu bestimmen. Dazu verwendet nian f :
jedes x die ermittelte Flache A*(x) des dazugel®irig 1
Blocks. In ein Schaubild eingetragen, stellt dieg e :
Funktion in Abhangigkeit von x dar. Der Wert F des I
Integrals entspricht jetzt der Flache, die vom Xy
Funktionsverlauf A*(x) eingeschlossen wird.
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Xo
F = [ A(xdx

Xy

Dies ist wiederum ein eindimensionales IntegratztSman den zuvor abgeleiteten Terme flr
A*(x) ein, so folgt:

X X, Yo (X)
F=[A(xdx= [ [ f(x y)dydx=[ f(x y)dA

Xy

X Yu (%) A

Da die Blockgrenzen variabel sein kdnnen, konne alie Integrationsgrenzen(y), Yo(X)
in Abhangigkeit von x veranderlich sein.

Analog zu eindimensionalen Integralen kann die @¢ache A in endliche Teilflachen;A
und A, bzw. das Gesamtvolumen V in Teilvolumepuhd V,, zerlegt werden.

F={ f(x ydA= [ f(x y)da+ [ f(x y)dA

Ist f und g konstant gleich eins, gibt F den Flaghlealt der Flache A und G das Volumen
von V an.

A:jdA
A

Beispiel:
f(x,y) = 1 in einer Rechteckflache:
B/2 H/2
F= A=jdA= j jdydx
A

-B/2-H/2

B/2 B/2
= [[yJi,dx="[Hax
-B/2 -B/2 -

=H [X]_Bgz -HB \
B P

f(x,y) = y? in einer RechteckflachgBerechnung des Flachentragheitsmoment)

B/2 H/2
F :j y’dA= j I y2dydx f(x.y)
A

-B/2-H/2

B2 . 37H/2 B2 3
= J.|:L:| dx = J.H—dX
12

-B/2 3 -H/2 -B/2

—4& H

f(xy) =y?

H?* H*®B
:E[X]?{Bz/z EETH



HTWG Konstanz WS 2014/15

Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 20

f(x,y) = y2 in einer Kreisflache(Berechnung des Flachentragheitsmoment)

Der Wert des Integrals fur den Gesamtkreis istdagache des Wertes eines Viertelkreises

Av. A
_ _ R RZ—XZZ y
F J/; YdA -'[p_ J;Zz dydx A, A
IRz - | &
= 4JFS R]'y dydx= —T[yﬂjﬁ dx dy
0 0 yT >

ﬂJFS(\/ R? —xz)adle—TR“
3% 4

f(x,y) = y2in einer Kreisflache,
Néaherungsrechnung mit endlichen Teilflachen: A
Der Viertelkreis A wird in 44 Quadrate, die ganz AV\
oder teilweise den Viertelkreis Giberdecken, zdrteil

Die Quadrate haben die Breite und Hohe H/8. Ihr —2 D
Abstand y von der x-Achse betragt j/16R, mit 7/16R
j=1,3,5,7,9,11,13,15

v

F—4jy2dA R

{8(16 R G RN C R SRR SRR SRS b

2
= 801 + 83 + 85’ + 77° + 7(9° + 611 +501F +3E152)Fi62

X

2
= 434367 R _0839R4:5R4
256\ 8 4

f(x,y) = y? in einer Kreisflache, Berechnung mit Ptarkoordinaten:
Der Viertelkreis A wird in Teilflachen dA zerlegt. Deren Flachenirthaird aber nicht

»

Y A Yy 4
R_

da klein

du/r = tan(d a) = da
|

y=rsind

y

»
»

X

15R
16

J
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durch Breite dx und die Hohe dy dargestellt, sondierch die Abmessungen dr in radialer
Richtung du in Umfangsrichtung. Auch Sie spannark&ines Rechteck auf. Die Lage des
Rechteckes kann durch die Koordinaten r areindeutig dargestellt werden. Die Lange du
kann ebenso durch r undbeschrieben werden. Dazu kennzeichnet man eirss@giment,
welches in radialer Richtung die Kantenlangen r inndmfangsrichtung die Abmessung du
besitzt. Zwischen den Schenkeln mit den Langehdasunendlich kleine Winkelod
eingeschlossen. Dieses Kreissegment stellt nahgneaige ein Dreieck dar. Dargehr klein
ist, die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt, masdie verbleibenden beiden anderen
Winkel néaherungsweise rechte Winkel sein.

% = tan(da)=d =>  du=rda

Der Abstand y der Teilflache von der x-Achse kabargalls durch r und dargestellt
werden:
y =rsina

Somit folgt fur den Wert F des Integrals:

R72 R 72

F= 4J' V'dA= 4J'J'r sin?( rdadr—4J'r J'sm a)dadr

p e /s Vs
4J'r3{——sm cos(a)} dr:4J'r3—dr:77J'r3dr=—R4
0 0 4 0 4

0

1.4 Linearer, ungedampfter Einmassenschwinger

Einmassenschwinger

m
M F(t) = K*cos wt F.=cx F(t)
< ® >
c
’_X. ’_X.
Die Bewegungsgleichung der Masse m soll untersuenden.
=-F, +F(t) = —cx+ K "cosat
=>  mk+cx=K codat)
=>  X+c/mx=X+afx=K"/mcosaut = K cosat

wo: Eigenfrequenzo?: Eigenwert, f =u/2/t Schwingungsfrequenz (Hertz)
X+ af x = K cosat

Die allgemeine Lésung und die ersten beiden Albgiun dieser angeregten
Schwingungsgleichung lauten:

x(t) = Acosayt + Bsinat + Rcosat

x(t) = ~wp Asinet + g Bcoswyt — aRsinat
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%(t) = —af Acosat — af Bsinat — a/Rcosat

Die Randbedingungen sind:
x(t=0)=x, Xt =0)=%

Mit dem Geschwindigkeitsansatz

(x)= )

bestimmt man B:
x(t=0)=% =wB bzw. B=x%/w,

Mit dem Ansatz fur die Verschiebung

(x)= )

bestimmt man A:
x(t=0)=x,= A+R bzw. A=x-R

Setzt man die Verschiebungs- und Beschleunigungtams die Bewegungsgleichung ein,
so erhalt man R:

— af Acosat — af Bsinawyt — w’Rcosat + af (Acosat + Bsinat + Rcosat) = K cosat

t) 20
Der Koeffizientenvergleich liefert:
K
— w’Rcosat + af Rcosat = K cosat bzw. R=

Somit folgt die allgemeine Losung:

x(t)=(x0—

jcosa%,H%sin%HLcosax

af — oF

K
of —aF
Sonderfélle:

Kraft konstant (e — 0), Masse anfangs in Ruhéx, = %, =0):
K
X\t) = — (1—cosaut
)=z )
Keine Kraft (K =0), nur Anfangsgeschwindigkeifx, = 0, %, # 0):

x(t):%sincut
0

Resonanz(w - @):

- oo (Die Schwingungsamplitude wird unendlich)

_ K
R——wg_w2
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2. Spannungen und Dehnungen
2.1 Spannungen

Stellvertretend fur alle Bauteile soll ein kreistdgéis Rohr mit dem AufRenradiug Bd dem
Innenradius Rbetrachtet werden.

Die Beschriftung mit den beiden RadieguRd R wird durch einen mittleren Radius,fRRnd
der Wandstarke s ersetzt.

Rﬂ:% und S:&—R

Das Rohr unterliegt einer beliebigen Belastunggcivelnicht eingezeichnet ist.

Markiert man auf der Oberflache ein unendlich késiiRechteck mit den Kantenlangen dx in
x-Richtung und du in Umfangsrichtung, bzw. schneaiéd der Oberflache ein kleines
Rechteck heraus, so erhalt man zwei Einzelteiléchvegedes fir sich im Gleichgewicht ist.
An den Schnittflachen muss der Einfluss des eirstbduteils auf das andere durch die
kleinen Schnittkréfte dd1, dFs,, dFs3 und dks, dargestellt werden. Wegen Aktio gleich
Reaktio missen an zusammengehotrenden Schnittfléchigagengesetzt orientierte,
betragsméanig gleich grof3e Kréafte wirksam sein. iilgdn missten diese Schnittkrafte am
verformten Bauteil eingezeichnet werden. Da abedii Bestimmung der Verformung die
Schnittkrafte bekannt sein missen, werden nahengigs diese Schnittkrafte am
unverformten Bauteil eingezeichnet.
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Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass ein dimdiges Rohr (s <<} vorliegt. Das
hat zur Konsequenz, dass die radialen KomponemeHKmfte dfs; bis dFs4 vernachlassigbar
klein sind. Betrachtet man nur das kleine Rechtediélt man nur Krafte in x- und
Umfangsrichtung u und somit eine ebene Aufgabduosigl die abgewickelt dargestellt
werden kann. Die Schnittkrafte kénnen jeweils imeaivaagrechte und senkrechte
Komponente zerlegt werden.

Die Betrage und die
Orientierung der dFg; dFgs,
Schnittkrafte sind noch dFes,

e

unbekannt. Um einheitliche
Regeln zu ihrer

A A

negative Schnittflachen dx

Bestimmung abzuleiten, dF g4y
flhrt man positive und \ du dFs, 4_1‘ du l_’

dF g4y «i, d

bzw. Schnittufer ein. An v

hE I
einer positiven " ” —
Schnittflache zeigt die U y dFs;,
Oberflachennormale in die dFs; dFgq,

positive
Koordinatenrichtung, bei einer negativen Schnittiin die negative Koordinatenrichtung.
Entsprechend ist die rechte und untere Schnittfigasitiv, die linke und obere negativ. An
diesen Schnittflachen werden die noch unbekanntanikrafte so eingezeichnet, dass Sie
an einer positiven Schnittflache in die positiveokadinatenrichtung und an der negativen
Schnittflache in die negative Koordinatenrichturigen. Es hat sich gezeigt, dass fur die
Materialbelastung nicht die absolute Grol3e derti€raf
Os3
Tss

sondern das Verhaltnis der Krafte zu den Flachaihgdenen
sie wirksam sind, entscheidend ist. Daher wirddeit
Schnittflachen dA= sdu und dA= sdx der Quotient Kraft

dl:SZX

FSZu

pro Flache gebildet, welcher als Spannung bezeiching. 4

Die Spannungen haben die Dimension N/mmzZ. Der iTeile Ts41 q Os,
Flache &ndert die Orientierung nicht. Daher zewjen u —
resultierenden Spannungen in die gleichen Richtumge c dx 1

die ursprunglichen Krafte. Es entstehen die > " >V Ts2

Normalspannungea, die senkrecht auf den Schnittflachen, ” —_—
und die Schubspannungedie tangential zu den u l Ts1

Schnittflachen stehen. Os;
dF, dF,
0.313 - S1,3u Und TS;Lg — S1,3x
dA dA
dF, dF
Usz . S2,4x u nd Tsz . S13u
dA, dA,

Fur die weiteren Betrachtungen werden die Spanmuagalen negativen Schnittflachen
umbenannt.

JS4 = Ux Und Z-S4 = Z-><u
O =0, und Tg; =1,
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Auch die Spannungen an den positiven
G Schnittflachen werden umbenannt. Einerseits
. ! mussen sie die Gleichgewichtsbedingungen
wx erfullen, anderseits kann angenommen werden,

A dass auf den kleinen Langen dx und du keine
T,, 6. +do grol3en Spannungsanderungen auftreten. Daher
1 du — konnen die Spannungen an den positiven
h . -
p dx 1 Schnittufern durch die Spannungen an den
X «— >V, tdy, gegeniiberliegenden negativen Schnittufern plus
— kleine Veranderungen dargestellt werden.
|u X Ty ATy, 05, =0, +do, und 75, =71,+dr,,
o, +dag, oy, =0,+do, und 14 =71, +dr,

Bildet man die Krafte- und Momentengleichgewiclsie ergeben sich Zusammenhénge
zwischen den Spannungen.

Momentengleichgewicht um die untere rechte Ecke:

0= stdu% ~(o +do, )sdu% - O'USdXd—ZX +(o, +da, )sdxd—zx + 71, sdxdu-7, sdudx

=> 0= daxdu% + da‘udxd—zx + 1, dxdu-r7, dudx

Die Terme mit den Normalspannungen sind eine Graf@ening kleiner wie die Terme mit
den Schubspannungen und kénnen daher vernachiassagn.

=> 0=r,sdxdu-r, ,sdudx => T,=T0,=T
Somit sind am kleinen Rechteck die waagrechten G
und senkrechten Schubspannungen identisch und u
kénnen durch die Bezeichnungusgedriickt l—
werden.
T I du o, +da,
Ox dx I T+dt

Kréaftebilanz in x-Richtung:

—
X l T+dt
‘u
o,+dag,
0=-0,sdu+ (o, +do, )sdu-r, sdx+ (r,, +dr,, )sdx

do, __dr, __dr

dx du E

=> 0=do,du+dr, dx =

Die Gleichung gibt an, dass die Anderung der Nospehnung, in X-Richtung gleich der
negativen Anderung der Schubspannugdn u-Richtung ist. Die Kraftebilanz in u-Richtung
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liefert analog, dass die Anderung der Normalspagmynn u-Richtung gleich der negativen
Anderung der Schubspannung in x-Richtung ist.
= do, _ dr,, __g

du dx dx

2.2 Dehnungen

Bisher wurden die Normalspannungsnundo, und die Schubspannumg@m unverformten
Bauteil betrachtet. Um den Einfluss der Spannuraggrmie Verformung zu bestimmen, muss
auch das verformte Rechteck betrachtet werde. erimrmten Zustand wird das Rechteck
durch die Punkte ABCD aufgespannt. Man kann bedbacklass die Normalspannungen
eine Langenanderung und die Schubspannung eineeWerkerrung an dem urspriinglichen
Rechteck verursachen. Daher geht dieses bei daingd“ Verformung ndherungsweise in
ein Parallelgramm A'B’C’'D’ Uiber.

v

<
<«

uxA

A
‘ X D dl, = g.dx
u u 1 \\ —> 4—X X
uA

_vy du >>A‘ - at v

A
\ 4

v

dx

T —
w2-y D Uit

\
B v 1
A C \ \
Bl \
u —>| 1
uB - \ \
! d,=edu} g o
— e ==
uxB'uxA| | '

Die Dehnungemy unde, geben an, um welchen Faktor sich die urspringtidi@gen dx
und du veréandern. Sofern vorausgesetzt wird, dassésthgenanderungenydind dj, klein
gegeniber den Ausgangslange dx und du sind, kdrandrdiesem kleinen Rechteck die
Dehnung als Langenénderung, dll, bezogen auf die Ausgangsléangen dx, du definiert
werden.

dl dl
£, == und g, =

dx du

Die Winkelverzerrung gibt an, wie stark sich der urspriingliche rechiak& verformt.

Die Dehnungen, undg, und die Winkelverzerrungkann auch Gber die Verschiebung der
Punkte bestimmt werden. In x-Richtung misst manvieschiebung y in u-Richtung y Da
diese Verschiebungen stetig und differenzierbat, dtinnen Sie um einen Punkt Xo in

eine Taylorreihe entwickelt werden, wobei die h@&neFerme vernachléassigt werden
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() =0, (1) # 2t ) bt) )

[0 au
(o) =u, )+ otu) ) Qb))

Hat der Punkt A im Ausgangszustand die Koordinatgy, so folgt fiir die Verschiebungen
der Punkte A, B und D.

0 : ou, (%, _
=, (e =) = )+ et ) ALl ) )
au,, (%, oy, (X, —
(xo)(xo)%( ) Pl )2 ()

U (X = %o, u =uy +du) = u, (X, U, ) + —20 0’ (xou du

X

Ug

5 =U,(x=x%,u=u, +du

u

u

u

=u, (X=X, +dxu=u,)=u,X,

=u

)

)=, (%,
(x )=u, (%,
J(x =+ dxu =ug) = u, (%, Uy

Aus der Skizze erkennt man, dass die Langenandenuwigund d|, Gber

d, =u,, + dx—(uXA + dx) =Ugp —Ug, :—aux(;;’uo) dx
a 1
dl, =u,z —u, :%du

definiert werden kénnen. Daraus folgt fir die Defgene, undg,
£, :%=—OUX(X°'UO) und £, =%:—auu(xmu0)
dx 0X du ou

oder fir beliebige Punkte.

Ju Ju
E,=— und g, =
oX ou

Die beiden kleinen Winked = sina undf3 = sif3 sind tber die Zusammenhénge
—Up ~U UD—UquaUu(XO,UO) und ﬂ_uxB Uea uB_uxA:aux(XO'uo)
dx+dl, dx ox du+dl, du ou

zu bestimmen. Dabei wurde beriicksichtigt, dagsddl viel kleiner als dx und du sind. Aus
der Skizze erkennt man, dass die Winkelverzerguthgrch

V:0'+,3=au”(xo'u°)+auX(X°’u°) bzw. allgemein y=%+%

0X ou 0x Ou

bestimmt werden kann.
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2.3 Mohrsche Spannungskreis

Auf dem dinnwandigen Rohr aus Kapitel 1.1 werderzdiei dargestellten Rechtecke
markiert bzw. herausgeschnitten. Das Rohr wirdglezhi mit einem Torsionsmoment um die
x-Achse belastet.

Betrachtet man die beiden Rechtecke nach der \fetiiog, so stellt man fest, dass das linke
seine Kantenlangen beibehélt und die rechten Widadiert. Das bedeutet, dass an diesem
nur Schubspannungen wirksam sein kdnnen. Beimeegchitelches durch Drehung um 45°
aus dem linken entsteht, stellt man das Gegemt#lil Der rechte Winkel bleibt bestehen, es
andern sich dafur die Kantenlangen. Dies beded#ésts nur Normalspannungen wirksam sein
konnen. Die beiden Rechtecke kdnnen beliebig auf Behrumfang positioniert werden. Die
Verformung andert sich nie. Das hat zur Konsequéags an den gegenuberliegenden Seiten
die Spannungswerte identisch sein missen.

T (0]
‘\n(/ cy

~o ,
\\\ 7/
\
T1 T
V4
X = X/ X

‘ ——) ‘
u ~ (0]
T \\.! u ¢ N\ on

Da das Materialverhalten unabh&ngig von der
Position bzw. Orientierung des Rechteckes
sein muss, bedeutet dies, dass beide
Spannungszustande gleichwertig sein missen
und der eine aus dem anderen ermittelt werden
kann. Um die Zusammenhange herzuleiten,
wird ein kleines Dreieck mit der Wandstéarke
herausgeschnitten und an den Schnittflache
die entsprechenden Spannungen
eingezeichnet.

Zwischen den Dreiecksseiten gelten folgende Benigbn
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dx=d¢ cosa und du=dgsina

Werden die Spannungen undt, in waagrechte und senkrechte Komponenten zedegt,
ergibt die Kraftebilanz in x-Richtung:

0=o0,sdu+rsdx-7, cosa [$dg — o, sina [$dg
=> 0=o0,sina +rcosa —1,cosa -0, sina

Analog folgt aus der Kraftebilanz in u-Richtung:
0=o0,sdx+ rsdu+7,sina [$dp — g, cosa [$dg

=> 0=o0,cosa +1sina +1,sina -0, cosa

Multipliziert man unter Bertcksichtigung der beidédditionstheoreme
sin2a = 2sina cosa und cos2a =cos a -sin’ a

die erste Gleichung mit s die zweite mit cas und addiert die resultierenden Gleichungen,
so erhalt man:

g, =0,sin’a +0,cos a + 2rsina cosa

o. . o o. . o
o =—Xsmza+7xcosza+?Xsmza—7xco§a

g g, . g g, .
=> +—Ltcosa+—Lsin‘a+—Lcosa-—Lsina
2 2 2 2

+7Sin2a
au

g, O o )
=> g, =7X—7X0052a+7”+700520/+rsm2a

:Ux+au _Ux_au

=> ) 5 coS2a +1sin2a
g,+0 g,—-0 .
=> g, - X2 4= X2 Y cos2a +1sin2a

Analog wird die erste Gleichung mit -aosind die zweite Gleichung mit sirmultipliziert
und die resultierenden Gleichungen addiert:
r, =0, sina cosa - o, sina cosa + r(cos a —sin’a)

g,—0, .
=> T, = X2 Ysin2a + 1 cos2a

Die beiden resultierenden Gleichungen werden geddrnd anschlieRend addiert:

2 2 2
o, +0 g, -0 . g, -0, .
(07;‘ x2 ”j +T§:(‘ X2 ”c032a+rsm20j +( X2 “sm2a+rc032aj

2 2
+ —
= (J”_szauj +r§=(a><20“j +7?
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Zeichnet man eiw,-,1o-Diagramm, so stellt die resultierende Gleichunged{reisgleichung
mit dem Mittelpunkt (6 + 0,)/2, 0) und dem Radius sq«if(- 6,)%/4 +12) dar. Bei der
praktischen Vorgehensweise zeichnet man mit dealggySpannungsgrofRex o, undt
den Kreis und den Punkt P ein. M6chte man die Spagem in einem ura gedrehten
Koordinatensystem wissen, dreht man im Mohrschem®yngskreis den Punkt P um den
g -0 Winkel 2a und kann die resultierenden
S Spannungswerte, undty herauslesen.
Aus dem Diagramm erkennt man, dass
bei den beiden Winkela; unda, die

4 P _ Schubspannung, zu null wird. Die
71 beiden resultierenden
207 Normalspannungea; undo, werden
I : T als Hauptspannungen bezeichnet, wobel
a
|
|

A

A
\4

01> 02 gilt.

2
g, t+to g, —0,
0-1’2: x2 ui\/( x2 uj +T2

Bildet man die Spannungsmatrix

o, T
o= :
T o,

so stellen die beiden Eigenwerte der Matridie Hauptspannungen, o, dar.

Die beiden Schnittflachen stehen senkrecht aufdieramDie auf diesen Schnittflachen
senkrecht stehenden Achsen werden als Hauptackgercbnet. Dreht man ausgehend von
diesen beiden Hauptachsen um 45°, so erhalt maBathieittflachen mit den maximalen
Schubspannungem,ax

Betrachtet man das anfanglich zur x- und u-Achsellghverlaufene Rechteck am
Eingangsbild dieses Kapitels und setzt den Schubspasbetrag = ¢, so erhalt man fir den

Mohrschen Spannungskreis
o,+og, _0+0
= =0
2 2

(25 or =52 v

1
(@)
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Aus dem Mohrschen Spannungskreis erkennt manndassien Punkt P uoy = -45° und
0, = 45° verdrehen muss, um die Hauptspannungen
o,=0(a,)=0+r=c undo,=0(a,)=0-1=-c

Daraus erkennt man, dass in dem um 45° gedrehteintéd des Rohres im Eingangsbeispiel
nur die Hauptspannungen und keine Schubspannunigesam sind. Dadurch wird der
rechte Winkel nicht verdndert, sondern nur die Kaléngen.

2.4 Verformungsenergie

In einem unendlich kleinen Teilvolumen dV wird lgeir Verformung die sogenannte
Verformungsenergie dW gespeichert. Betrachtet nmaebene Aufgabe mit dV = sdA so
kann der Energiebetrag als Produkt von Spannung¢ahnungen mal Volumen
angegeben werden:

dw = %(axgx +0,, +1y)sdA

Haufig bezieht man diese Energie dW auf das Volumen
U =d—W:£(a £ +TE, +TY)
dV 2 X=X u-u

Fur weitere Umformungen werden eine mittlere Spagnund eine mittlere Dehnung
eingefuhrt.

0, =50 0,) und fa=3leve,re)

Die mittlere Spannung wird als hydrostatischer $pagszustand bezeichnet, da bei Fluiden
diese Spannung als Druck vorkommt. Der Vorfakt@rldériicksichtigt, dass im Allgemeinen
drei Normalspannungen zu beriicksichtigen sind.diéisen mittleren Grof3en kénnen
sogenannte deviatorische Spannungs- und Dehnurfigsgdifiniert werden, die hier
berticksichtigen, dass ein ebener Spannungszustandj existiert. Dies bedeutet nicht,
dass die radiale Dehnuiggauch gleich null sein muss.

S, =0,-0, und S, =0,-0,
S =-0, und Sy, =T

e =& &, und e =& —&n
€ =& —&, und e,=V/2

Mit diesen Werten wird die auf das Volumen bezodgénergie U durch zwei Terme
dargestellt, wobei der erste Term nur von den Qr@ieunder, und der zweite nur von den
deviatorischen GréReRr, s, S, Sw & &, &, 6u abhangig ist.
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:%(‘?’ngm +58 + 88 +56 +25,8,+0.5,+0.E, +1y-30,&,

~(0, -0, )&, —&n) (0, ~ 0, e, —£,) - (-0, )&, —&,)-2rv/2)

=gamgm +%(S&ex ts& t+se +2$xuexu)+%(0-x£x +0£,+Ty-30.&,

— O O E + O E — Ol — O ¥ O ¥ Oy = O+ T8, — T — 1Y)
3

=2 Onn +%(5ﬁx +56,+56 +25,8,)=U, +Ug

Der erste Summand wird als Volumenénderungsanieind der zweite als
Gestaltanderungsanteildler Energie U bezeichnet.

2.5 Isotropes Materialgesetz

Sind die Spannungen unterhalb einem bestimmtenzée der sogenannten Fliel3grenze,
so besteht bei isotropem Material der dargestditteare Zusammenhang zwischen den
Spannungen und den Dehnungen bzw. der Winkelverzgrr

(o,-vo,) und y:L

sxzi(ax—vau) und &, =
E G

u

ml|e

Die Proportionalitatsfaktoren sind Materialparameited werden Elastizitditsmodul (E-
Modul) E, Schubmodul G und Querkontraktionsaaggenannt. Sie haben die Einheit einer
Spannung (E, G) bzw. sind dimensionshas Eir die Querkontraktionszahl existiert die
Bedingung -1 @ < 0.5. Ein Material miv = 0.5 wird als inkompressibel bezeichnet. Dies
bedeutet, dass es sein Volumen unter Belastung &nclert. Zwischen den drei
Materialparametern existiert der Zusammenhang:

G:L

A1+v)

Laut Annahme ist die Spannungin die dritte Koordinatenrichtung gleich null. Bibat
allerdings nicht zur Konsequenz, dass auch dialadehnung; gleich null ist. Sie ergibt
sich aus:

£ = =(0, -vo,~v0,)= L (-0, )

v
E

Dieser Zusammenhang zwischen Spannung und Dehraimmgdurch eine Matrixgleichung
dargestellt werden. Fir diesen ebenen Spannungszlistutet diese:

&, 1 -v 0 o, o,
g l==|-v 1 0 o, |=C? o
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bzw.
o, c 1 v 0 (g &,
g, |= sV 1 0 |¢g |=Cl¢,
1-v 1-v
T 0 0 T 14 y

Die Matrix C wird als Matrix der Materialeigensctef bezeichnet. Betrachtet man lediglich
einen eindimensionalen Spannungszustage: ©, o, = 0,1 = 0), so gehen die
Zusammenhange zwischen Spannung und Dehnung iHatkesche Gesetz Uber.
o, =Eeg, A .
Oy Maximalspannung
Dieses beschreibt die Giiltiakeits-
Anfangsgerade in einem g _
Spannungs-Dehnungs- bereich des | I FlieRgrenze
Diagramm, welches durch Hookeschen
einen eindimensionalen Gesetzes

Zugversuch gewonnen werden _
kann. elastisches —

I
Materialverhalten

y N
v

plastisches
Materialverhalten

Im Giltigkeitsbereich des Hookschen Gesetzes vetfeich das Material elastisch. Das
bedeutet, dass das Bauteil nach Wegnahme der &e&dgist seinen ursprunglichen Zustand
zuriickkehrt. Uberschreitet die Spannung die FlieRzg, so tritt plastisches Verformen auf.
Nach Wegnahme der Belastung bleibt eine RestvetiognDie plastische Verformung wird
im Folgenden nicht betrachtet.

2.6 Festigkeitshypothesen

Um die im eindimensionalen Zugversuch bestimmemggannungen (Fliel3grenze,
Maximalspannung, Bruchgrenze) auf den mehrdimeagonSpannungszustand Ubertragen
zu kénnen, werden Festigkeitshypothesen verwedaefus dem mehrdimensionalen
Spannungszustand eine eindimensionale Vergleichespgoy erzeugen. Die am haufigsten
verwendete Vergleichsspannung ist die Mises-Verhispannung, die auch Spannung
gemal der Gestaltdanderungshypothese heilit. Sielget aus, dass das Versagen des
Materials nur vom Gestaltanderungsanteildbhangig ist. Zu ihrer Herleitung muss der darin
vorkommende Termyaimgeformt werden.

E tE e 2 1 1 1 1
e . ~vo,)-—=(-vo,+0,)-—(-vo,-vo,)
3E 3E

1 g o o, _1+v 1 _ S
——(J -—+vo —V—X——”—V—”j——(UX—Um)——(UX—Um)— -
3 3 2G 2G

v
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Analog gilt fur die weiteren deviatorischen Dehneng
- S -5 - S
=4 und = und =

& 2G & 2G S 2G

Der Gestaltanderungsanteigdimmt damit fir den ebenen Spannungszustand tjerfde
Gestalt an:

1 1
UG:5@@+$@+$a+2%@J=1§@@+s@+$s+2%@d
1
4G

= (0.-0,) +(0,-0,f +(-g,

m

)7+ 2r2) = i(O'XZ -~0,0,+02+ 3r2)

6G
Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm wird durch eingwetsuch bestimmt, bei welchem
nur die Spannungy ungleich null ist, die gleich der Vergleichsspanguay gesetzt wird. Die

deviatorischen Spannungsterme nehmen dann im eémdionalen Spannungszustand die
folgenden Werte an:

1 2
S, =0,-0,=0,—-—0, =—0, und s, =0
3 3
_ _ 1 _ 1
S, —au—am——éav und s —‘Um—‘ng

Setzt man dies in die Gleichung fur g¥in, so folgt fir die eindimensionale Belastung
U =i [20 j2+(—1a j2+(—1a jz :i\?
¢ 4G(\37 37 37 6G

Die fur den eindimensionalen und den ebenen Spasaustand gefundenen Energieg U
werden gleichgesetzt. Somit erhalt man die gesuébitgleichsspannung nach Mises fir den
ebenen Spannungszustand.

o, =\Jo?-0,0,+0? +3r°

Weitere Festigkeitshypothesen sind die Normalspagstuypothese

JV 201 :%[Jx +Uu +\/(Jx _JU)Z +4T2}

und die Schubspannungshypothese
a, =(o,~0,f +4r’

Bei der Normalspannungshypothese entspricht digl¥iehspannung der ersten, maximalen
Hauptspannung;. Entsprechend wertet die Schubspannungshypotleseatimale
Schubspannungnax aus, die ebenso wie die Hauptspannungen aus ddénwsbhzn
Spanungskreis ermittelt werden kénnen.
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2.7 Ebenes anisotropes Materialgesetz

Materialien wie z.B. faserverstarkte Kunststoffbdmaim linear elastischen Bereich in den
beiden ebenen Raumrichtungen x und u unterschiredMaterialeigenschaften. In einem
ebenen, lokalen x-’, u-Koordinatensystem gilt WitE, = v15E;:

0-:( 1 El I/21E2 O 8; 8;

o,|=—|Vv,E E, 0 e |=C' &,
1 1-v,v, _

r 0 0 @-vp)e Y Y

Die Matrix C’ stellt die Materialeigenschaftsmatixlokalen Koordinaten dar. Bei
faserverstarkten Kunststoffen ist z.B.der Elastizitatsmodul in Faserrichtung undder
Elastizitditsmodul quer zur Faser. Haufig gitEE,. Faserverstarkte Kunststoffe bestehen im
Normalfall aus mehreren Lagen. Innerhalb der emaelagen sind die Fasern immer
unterschiedlich angeordnet. Dies bedeutet, dgesler Lage die Materialeigenschaften
ursprunglich in einem eigenen, lokalen Koordinaystesn angegeben sind. Fir die
Berechnungen am Gesamtmaterial missen aber Matgeaschaften bezulglich eines
globalen gemeinsamen Koordinatensystems angegedreienv Beschreilat den Winkel
zwischen dem lokalen Koordinatensystem x’, u’ der
Einzellage und dem globalen Koordinatensystem x, Basern in
fur das Gesamtmaterial, so gelten mit der
angegebenen Transformationsmatrix T

cos’ a sina - 2sina cosa
T=| sin‘a cos’ a 2sina cosa
singcosa -sinacosa cos’a -sin‘a

x‘-Richtung

welche aus dem Morschen Spannungskreis abgeleitet
werden kann, die folgenden Zusammenhange
zwischen den Spannungen und Dehnungen in den
einzelnen Koordinatensystemen:

Oy g, 1 E  VviE 0 £y
u =T O—L =T —— l/12E1 E2 0 5:1
' 1-vVy
T T 0 0 (@-vy,G\y
£, 1 0 0Y ¢ £, £,
£ 1=|0 1 0 g |=KT| & |=KTK™ €&
y) \0 0 2)y/2 y/2 y
K
Mit
O-X O-X g;( EX gX X
o, |=T| o, |=TC| & |=TCK'TK|¢g, |=TCT'| ¢, |=C| &,
r r y y y y
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erhalt man die Matrix der Materialeigenschaftergiobalen x-,u-Koordinatensystem durch
C=TCT'

Besteht das Material aus n Lagen mit unterschileéti&aserorientierung, so kann fur jede
Schicht eine Materialmatrix;®eztiglich des globalen

Fasern 45°zur

x-Richtung ts
o =< ' Fasernin
Fasern quer zur > s _~%-Richtung

x-Richtung 9

Fasern -45°zur x-Richtung

Koordinatensystems bestimmt werden. Gewichtet mBRniiber die Schichtstarkeder
einzelnen Lagen, so kann eine einzige Materialm&rbestimmt werden.

1 n
= n ZSCI
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3. Analytische Spannungsberechnung

Im folgenden Abschnitt werden die Spannungen undovi@ungen innerhalb eines im
Wesentlichen eindimensionalen bzw. langgestredRaarieils betrachtet. Dies bedeutet, dass
nur gy, undt ungleich null sind. Die Umfangsspannumgkann vernachlassigt werden. Das
dazu gewahlte Berechnungsmodell wird Balken genauftdie analytische Berechnung von
flachigen Bauteilen, die eine Erweiterung der ims@fglichen eindimensionalen Bauteile
darstellt, wird nicht eingegangen.

3.1. Innere Krafte und Momente

Stellvertretend wird das kreisrunde Rohr aus K&gite betrachtet. Das Rohr sei an seinen
beiden Enden A, B durch bekannte Krafte und Mombatastet. MGchte man an einer
beliebigen Stelle des Balkens die lokalen Spannmubgstimmen, so fihrt man eine
Schnittebene ein, auf der die x-Achse senkrecht sited auf der die zu untersuchende Stelle
liegt.

Schnittebene

Mit Hilfe der Schnittebene wird der Balken in zwéilften zerlegt. In den dabei frei
werdenden Schnittflachen muss der Einfluss derranddalfte durch die Normalspannuog
und die Schubspannungertcksichtigt werden. Laut Annahme sind die
Umfangsspannungem, zu vernachlassigen. Wegen Aktio gleich Reaktioswdabei immer
nur eine Halfte betrachtet werden. Diese Spannuk@enen tber der Schnittflache variieren.
Sie kdnnen nur innerhalb der kleinen Teilflache=l#du als konstant betrachtet werden. Die
Wirkungen dieser Spannungen kdnnen durch resuitier&rafte und Momente ausgedrickt
werden. Als Bezugspunkt fir die Bestimmung derltesenden Momente wird der
Flachenmittelpunkt bei der x-Position der Schniétebverwendet. Diese resultierenden
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Grolien werden Innere Kréfte
und Momente genannt. Zu lhrer
Bestimmung muss die
Schubspannungin ihre
Komponenterty, undt, zerlegt
werden. Innerhalb jeder kleinen
Teilflache missen dann die
Spannungen mit dem
jeweiligen Flacheninhalt dA
multipliziert werden. Dadurch
erhalt man in jeder kleinen
Teilflache die darin wirkenden
Kréafte. Addiert man all diese
Krafte auf, so erhalt man die
inneren Krafte. Da die kleine
Teilflache dA gegen unendlich klein strebt und datre Anzahl der Teilflachen gegen
unendlich, bedeutet dies, dass die Summen Ubedlicleriele Summanden durch Integrale
Uber der Querschnittsflache ausgedruckt werden.

N =[o,dA und Q=[rdA und Q =[r,dA
A A A

N wird als Normalkraft, Qund Q als Querkrafte bezeichnet. Die Vorgehensweise zur
Bestimmung der inneren Momente verlauft analog,dass die Krafte noch mit den
entsprechenden Hebelarmen zu multiplizieren sind.

M =[Rm™A und M, =[z0,dA und M, =-[yo,dA
A A A

90° ) M wird als Torsionsmoment, Mind M, als Biegemomente
bezeichnet. Bei der Bestimmung vomist zu beachten,
T = dass Rder Radius ist, der senkrecht auf der Wirklinia vo
/ liegt. Bei kreisrunden Profilen gilt& R,. Das negative
1] Vorzeichen bei Mmuss eingefihrt werden, dass die
./ Vorzeichenregeln fur die beiden Schnittflachen (fjpces
Grol3en an der positiven Schnittflache) erfillt vesrd
konnen.

vZ

Bestimmt man fir alle méglichen Abstdnde x = aSlennittebene vom Koordinatenursprung
die inneren Krafte und Momente und tragt dieseisgEamme ein, so erhalt man die
Schaubilder der inneren Krafte und Momente.
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N 4 Qzu Qyu

X x Aty

M M,

v

An einen Balken,
der Uber die Lange
mit den
Streckenlasten,q
und g belastet ist
und der zur
Erfillung des
Gleichgewicht die
weiteren
" angreifenden
GroRRen By, Fey,
Fgz, Mgy, MBy und
Mg, besitzt, kann
man einen Zusammenhang zwischen den Grogep gnd M, bzw. zwischen den Grolien
gy, Q und M, ableiten. Dazu wird aus dem Balken ein kleineeifn mit der Lange dx
herausgeschnitten, welcher in die xz-Ebene bzwidxy-Ebene projiziert wird. An den
beiden Schnittflachen werden die inneren Krafte Mintnente eingezeichnet, wobei
berticksichtigt wird, dass sich die Grol3en entlagigkdrzen Lange dx nur gering andern. Das
Kréaftegleichgewicht in x-Richtung ergibt dN = 0.d3ibedeutet, dass innerhalb des kurzen
Abschnitts die Normalkraft konstant bleibt.

Kraftebilanz in z-Richtung: | | | a,
-Q,+Q,+dQ +dx02:0 => E:—q
z z Y4 d)< z QZ
M, + dM
Momentbilanz um die y-Achse durch P: N P g Y
—My—dez+My+dMy+2(dqu:O ‘ X M, N +dN
2 ‘ Q, +dQ
dMm dx i ‘
=> Y = Qz — —
dx
| | | dy Die Momentbilanz um die x-Achse ergibt g0

q bzw. dass im kleinen Abschnitt das Torsionsmoment
Q, +dQ, konstant ist.

M, + dM,

M, + dM,

4—
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Kréaftebilanz in y-Richtung:
-Q +Q,+dQ +dxq =0 => - Y%

Momentbilanz um die z-Achse durch P:
—Mz+dey+MZ+dMZ—d—2deq]:O =>

Bei gegebener Streckenlast kann durch Integragorvdrlauf der Querkraft und bei
gegebener Querkraft der Verlauf des Biegemomerstsnivet werden.

Q,= —j g,dx+c und M, :jdex+ C,
Q= —J' q,dx+c, und M, = —jdex+ c,

Die Integrationskonstanten bis g mussen aus den Randbedingungen bestimmt werden.
Dazu werden im folgenden Abschnitt alle Krafte ivhoimente, die keine inneren sind, als
aul3ere bezeichnet. Am Balkenanfang und —ende Benohaeren Grof3en gleich null. An den
Angriffsstellen der aul3eren Gréf3en haben die Sclugulnler inneren Sprungsstellen.
Richtung und Betrags des Sprunges lasst sich Wgeffrmulieren:

»  Eine auRere positive Kraft / ein 2L I F oL
aulReres positives Moment LF ¥ ' LE
reduziert die innere Kraft / das (L _____________________________ )
innere Moment um den Betrag ‘ X
der &uReren Grol3e. z F/2 F/2

* Eine aulRere negative Kraft / ein
auReres negatives Moment Q, 4 F/2

erhoht die innere Kraft / das :W

innere Moment um den Betrag ARttty X
der auReren Grolie. “E/2
. . . Myt LF LF
Sind die Verlaufe der inneren Krafte
und Momente uber der Balkenlange x

bekannt, kénnen daraus die LF
ursprunglich gesuchten Spannungen

berechnet werden. Aus der Normalkraft N und dem&eomenten Mund M, kénnen
Normalspannungen, aus den Querkraftemi@ Q und dem Torsionsmoment;M
Schubspannungen ermittelt werden. Im Gultigkeitsiscrdes Hookeschen Gesetzes kénnen
die einzelnen Spannungen getrennt voneinandemniastund abschliel3end tUberlagert
werden.

3.2. Flachenmittelpunkt

Der Flachenmittelpunktszys einer Flache A ist Gber die Integrale
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z, = %J' zdA bzw. Ys = %j ydA
A A

definiert. Kann die Flache A in n Teilflachen Zerlegt werden, deren
Flachenmittelpunktskoordinateg; znd y; bekannt sind, so kann das Integral durch eine
endliche Summe ersetzt werden.

13 13
Z5="> Z;A bzw. Ys =7 YA
AE AE
Beispiel: (Flachenmittelpunktskoordinatgemes T-Profils):

1.Variante
13 1(a_, 2) 29
Z. =— A=—1|—-ba"+3alda” |=—a

A
v

A, - T 129/ 18a

2. Variante

zg = %j; zdA= %uzdm iszJ = %(j: z5adz+ 5J':zadzj

i [2T 27" 1(5, [25, a?])_ 29
=—|ba —| +al —| |=—|=a’+qd—a’-—||=—a
ATl 2], 2], ) 9?2 2% 2] 18

3.Variante

1 N AL 1
' Zszx_[ZdA:LI_TOZZZSiA =KZZ&A
A i=1 i=1

=i2(53a2 BN,
9a

7a_, 9a _,)_29
—a‘“+—a‘“ |=—a
2 2 2 2 2

18

N~
Zg;

3.3. Normalspannungen infolge Normalkraft

Fur die Bestimmung der Normalspannungen infolgeniNdkraft wird ein Balken mit der
Lange L und der Querschnittsflache A betrachtatweéchem lediglich die Normalkraft
ungleich null ist. Sie sei konstant Uber der gesarBalkenléange. Dies erreicht man, wenn
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man einen Balken am Anfang und Ende mit KrafteBatkenrichtung auseinanderzieht oder
zusammendrickt. Dabei missen im Balken solche Nspaanungemw, wirksam sein, dass
die Bedingung
N = j o dA

A

erfullt ist. Bei dieser Belastung kann man beobachtlass innerhalb eines Querschnittes der
Balken konstantgf = konstant) gedehnt wird. Aus dem Hookeschen Geset Eg, folgt,
dass auch die Normalspannungen konstant sein mussen

N=[o,dA=0,[dA=0,A = g=N dx
A A

A “|

Mit diesemaoy sind auch die N
Gleichgewichtsbedingungen fur die Momente erfullt.

Ein kleiner Abschnitt des Balkens mit der Lange dx %x‘
erfahrt die Verlangerung,df e,dx. Setzt man voraus, z
dasss« = konstant gilt und addiert die Verlangerungen

aller Abschnitte auf, so erhalt man die gesamte
StabverlangerungL.

AL:deX:jgxdx:e‘XJ'dx=ng => gX:T
L L L

3.4. Normalspannungen infolge der Biegemomente

Far die Bestimmung der Normalspannungen infolgebééten Biegemomente Mind M,
wird ein Balken mit der Lange L und der Querscisfiithe A betrachtet, bei welchem
lediglich diese Momente ungleich null sind. Sieesekonstant Uber der gesamten
Balkenlénge L. Die Normalspannungen mussen so dewalden, dass die drei
Gleichgewichtsbedingungen

OZNZIO'XdA und My:jzadi und MZ:—J'yUXdA
A A A

erflllt sind. Man kann beobachten, dass ein eb@uoerschnitt des Balkens bei der
Verformung annahrend eben bleibt.

A
v




HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 43
dl, (z=-H/2)/2 g Ok@z=H2)2
[ d (@) =a*z |
=== -’ T ——
, \ / dl, (2)/dx= a*z
[+ [« z z
dl, (z=H/2)/2  dl (z=H/2)/2 v v

Das bedeutet, dass die Funktion, die die DehnuagRilinkte innerhalb eines Querschnittes
beschreibt, linear sein muss.

e(yz)=ay+bz

Gemal dem Hookeschen Gesetz ist die Spannung posabizur Dehnung. Daher muss
auch die Spannungsverteilung eine lineare Funlsisom.

o,(y.2)=Ee,(y,2)=Ela'y+bz)=ay+bz

Diesen Ansatz kann man in die drei Gleichgewichdsizringen einsetzen. Dabei benétigt
man die Formeln fur das berechnen des Flachenputiktes.

Zg =% I zdA bzw. J'sz: Az
A A

Ys = %\ J' ydA bzw. J' ydA= Ayq
A A

Die Gleichgewichtsbedingung fur die Normalkraft
0=N =[0,dA=(ay+bz)dA=a[ ydA+b| zdA= aAy, +bAz
A A A A

kann nur erflllt sein, wenn die beiden Flachendpttektskoordinateny z; gleich null sind.
Dies ist genau dann erfullt, wenn der Koordinateptung im Flachenmittelpunkt liegt. Somit
ergibt die Gleichgewichtsbedingung fur die Normafkrdass der Koordinatenursprung
immer in den Flachenmittelpunkt zu legen ist. Auléen besitzt die Normalspannuagauf
Grund des linearen Ansatzes im Flachenmittelpunkidgsétzlich den Betrag null. Die beiden
anderen Gleichgewichtsbedingungen ergeben die Kotest a und b. FlUr deren Ermittlung
werden die sogenannten Flachentragheitsmomgntedll, und das Deviationsmomeny |

|y=£deA, IZ:_/[yZdA und |y2=£ysz

als bekannt vorausgesetzt.
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M, = J;zadi: { Aay+bz)dA= a{zydA+ bj; ZdA=al, +bl,

M, = —J. yo dA= —aJ. ydA- bJ' yzdA=-al, -bl,,
A A A

Die beiden resultierenden Gleichungen
M, =al,+bl, und M,=-al,-bl,

stellen zwei Bestimmungsgleichungen fur die Konstiam und b dar. Nach diesen aufgeldst,
erhalt man:
I
_MZ_MY|7yz M My'l'Mzi M
y - M- und b:i 2'2:
I z y l_ I yz y

a=—
I

IZ
4 1_ yz
11, 11,

Diese setzt man in den anfanglichen
Spannungsansatz eln.und erhalt Q|e neutrale
Spannungsverteilung innerhalb eines Faser \
Querschnittes des Balkens.

M. M
ayz)=-"—y+=—2 A/rx‘
z y Yy V4

mit Geraden
|2 konstanter .

k=1-—" Spannung

Il

I

M, +M, MM,

My =—|Z und M;=— ¥
k k

Die Gerade mit der Gleichurmy = 0 wird als neutrale Faser bezeichnet.

Haufig ist das Deviationsmomeny gleich null. Dann reduzieren sich die Formelndig
Ermittlung der ,gestrichenen* Momente zu:
M y = M y und M;:=M 7

Wird ein Bauteil betrachtet, bei dem zusatzlich @uarinneres Biegemoment,M/irksam ist,
vereinfacht sich die Formel fur die Normalspanninegechnung zu:

JX(Z)=ﬂz
IY
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Beispiel (Normalspannungsverteilung in einem I-Prof

Das I-Profil hat die Flachentragheitsmomengterid |, das

Deviationsmoment} = 0 und ist mit den inneren 2+ """"""" rg+ P,
Momenten M und M, belastet. Fur die einfachere
Darstellung gilt:
M :
9o -0y und 2% — M, !
H I, H I, |
v H
Fur die Spannungsfunktion erhalt man:
.o M
(yz):—M y+MyZ:_sz+ yz:—2ﬂy+&z 5 :Z -
£ ly . ly H H I~ | ”|
P3 R A \ !———l P4

An den vier Punktenfbis B, werden die Spannungswerte
berechnet, dazwischen kdnnen sie linear intergolierden.
o

Punkt R; 01:Ux(y:‘H,Z:—H)=-2%(—H)+F"(—H):a

o o

Punkt B: 29H+22(-H)=-

unkt B =o,(y= -H)= v +H( )=-30,
g,

Punkt B: H,z=H)=-2Z2eH+Z2H =g

unkt B ax(y z= ) 5 +H O,

PunktR:  o,=0,(y=-H,z=H)=-2"2(-H)+~°H =30,

neutrale
Faser

Infolge der beiden Biegemomente kann sich der Balka die y- und um die z-Achse
verbiegen. Beide Verformungen sind unabhangig vareler. Fur einen Balken mit einem
Deviationsmomenty} gleich null und nur einem angreifenden Biegemomépntvird die
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Differentialgleichung fur die Durchbiegung w in ZeRtung angegeben. Dabei wird davon
ausgegangen, dass die Verformungen klein sind. mNabsweise verschiebt sich bei dem
verwendeten Balken jeder Punkt eines Querschrytéésh stark in die z-Richtung. Dies hat
zur Konsequenz, dass die gesuchte Funktion w, @majdp von y und z ist. Die x-Koordinate
ist die einzige beeinflussende
Grole.

w=w(x) |«

. . . May
Die Funktion w(x) wird als (
Biegelinie bezeichnet. Betrachtet ‘ X
man den gesamten Balken oder Y z \ _
den mittleren Abschnit.t, so kann \_ - -~ \W(X) ~
man erkennen, dass die ’
verformte Mittellinie auf einem
Kreisbogen mit dem Radius R bzw. der Krimmung i€Btl Anhand der beiden
4\ rechtwinkligen Dreiecke am mittleren Abschnitt

da / kann ein Zusammenhang zwischeg,ajnd R

dl,(2)/2 aufgestellt werden.

%Rz=sinda: da

| |z|I di(z)/2

v

>
<>

—37 — —tanda =da

I__T? - w’
e - N
V4 da

Mit dix(z) =&x(z) dx setzt man die beiden

R Ausdrucke gleich und erhalt:
(g __1
Z R

Beschreibt w(x) den Verlauf eines schwach (w'(X))«gekrimmten Kreisbogens, so kann die
Krimmung des Kreisbogens durch

T

R [+ w(xf)?

dargestellt werden. Um diesen Zusammenhang hetanjevird an der Funktion w(x) an den
Stellen ¥ und %+dx jeweils die

Tangente eingezeichnet. Der

Schnittpunkt P der beiden P
Senkrechten auf diese beiden

Tangenten stellt den Mittelpunkt des
Krimmungskreises mit dem Radius

w(X)

Tangente bei x j+dx

R dar. Fur die St_eigung_ w’ der _ | Tangente bei x
Tangente bzw. die zweite Ableitung w,+dw IR G | B
w” der Funktion bei x gilt mit dem WOTW .......................

Steigungswinkedr:

!
_T
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AW _ ()= o wil)= da _ 2\da
o (x) = tana =>  w(x)={+tarfa) i (1+ w/(x) ) -

Fur den Abstand ds der beiden Funktionspunkiewifxo)) und (e+dx, w(x+dx)) findet man
die folgende Bestimmungsformel:

2
ds=+/dxX +dw’ =d 1+[3—Wj = dxy/1+ w/(x)* = Os. 1+w(x)?
X

dx

In dem von den beiden Schenkeln R und dem Abstarmifjespannten Dreieck ist der
Winkel da klein. Somit miussen die beiden anderen Dreiecksligegen rechte Winkel
streben. Fur das rechtwinklige Dreieck gilt:

dEs=tan(dcr)= da => %= C:jz

Setzt man die drei gefundenen Zusammenhénge ird@nam, so folgt:
1 _da _dadx_ w(x) 1 _ w(x

R _E_&ES_1+V\/(X)2 1+v\/(x)2 B (1+V\/(X)2)3/2

Setzt man die beiden Beziehungen flir 1/R gleichuemdiendet das Hookesche Gesetz und

die Formel zur Bestimmung der ebenen Normalsparenrgp folgt die Differentialgleichung

fur die Biegelinie w(x):

VV"(X) :1 - EX(Z) - — UX(Z) - — M y(X)Z - — M y(X)
R z zE l,zE El

y

Das Biegemoment kann meistens durch eine lineanktiom darstellt werden. Da es
proportional zur zweiten Ableitung von w(x) ist,deitet dies, dass dann die Funktion w(x)
eine Parabel dritter Ordnung sein muss. Durch zaky®es Integrieren erhalt man die
Funktion w(x):

V\/(x):j—M#(x)dXﬂ:l und w(x) = [w(xdx+c,

y

Diese Betrachtungsweise kann auf den mit zwei Mderebelasteten Balken tbertragen
werden, wobei die Durchbiegung v(x) in y-Richtumgzeifihren ist. Die beiden
Differentialgleichungen zur Bestimmung der Biegelmlauten:

EIyW'(x): -My(x) und ElV'(X)=M(x)
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3.5. Flachentragheitsmoment und Deviationsmoment

Im vorigen Kapitel wurden die Flachentragheitsmotrigand |, und das Deviationsmoment
ly; als bekannt vorausgesetzt. Sie stellen jeweild&\&@nes Integrals tber der
Querschnittsflache A dar, welche anhand eine®iiBmit der Querschnittsflache A =
A1+Ax+Az exemplarisch bestimmt werden sollen. Fir das [Eldizhgheitsmomeny, bilt:

= [ ZdA= [ ZdA+ [ ZdA+ [ ZdA
As A A Ay
A
S Die drei Integrale kdnnen getrennt voneinander
B - bestimmt werden. Die Funktion z2 innerhalb des
H A, Integrals ist unabhangig von y. Daher kann dA =
< Bdz gesetzt werden. In der Teilflache éntspricht
y B = s in den beiden anderen B = H.
H/2 H/2 3
dA K3 |z, = HI2+s/2 J. 2dA= _[z Sda= {z } _sH
-H/2 3 -H/2 12
v
‘ 1T v A E|n neues Koordinatensystem y'z’, dessen Ursprung
y ), 2 im Flachenmittelpunkt der Flache Aegt
H ‘Z ‘ y=y+y, mity=0 undz=Z+z,
< g >

wird fur das Losen des Integrals Uber der Teilf&ch
A, eingeflhrt.

[ ZdA= [(2+2,)dA= [ 2°dA+ 2z, j ZdA+ 7%, j dA

Ay Ay Ay

/2 /2 7 /2
=H IZ’ZdZ'+2H232 j 2L+ 2R = ZHZs{ } +Z,A,
~5/2 -s/2 2 g
Hs’ | Hs H+sY’
== Hs
12 Zafe = ( 2 j

Das dritte Integral Uber die Flache Yerlauft analog zur Flache,Anur dass der Ursprung
des einzufihrenden Koordinatensystems im Flachésipunkt der Flache Aliegt.

_HS (M (L HsY
szdA_ 2+( z. ) A 12+( 2JHs

Das negative Vorzeichen kann bei der Berechnundri@ehentragheitsmoments
vernachlassigt werden, da es jeweils quadriert.vidias Gesamtflachentragheitsmomenst
dann die Summe der drei Integrale.

3 3 2
Iy=H s+2Hs +2(H +s) Hs
12 12 2

Ist das I-Profil dinnwandig (s « H), so kdnnen Téeme, die s in hoherer Potenz beinhalten,
gestrichen werden.
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3 2
ly = H S"‘Z(ij Hs= " H’s
12 2 12

Die Berechnung des Flachentragheitsmomewedlauft analog, nur dass nicht in senkrechter,
sondern in waagrechter Richtung mit y als Verandesl integriert wird. Allgemein Iasst sich
die Berechnung der Flachentragheitsmomente eirila€ae mit dem FlacheninhaltjAnd

den Flachenmittelpunktskoordinatefiynd z; durch zwei Terme beschreiben:

Iyizl;i+zsziA und =1, +Y3A

Die mit * gekennzeichneten Terme werden als Eigehintragheitsmomente bezeichnet und
geben das Flachentragheitsmoment beziglich debdfiaattelpunktes der Teilflachg An.
Da aber das Flachentragheitsmoment beziiglich desn@#achenmittelpunktes bendtigt
wird, werden die sogenannten Steinerschen Antgfie zind y?A; als KorrekturgréRen
hinzugefligt. Besteht die Teilflache aus einem Ramathinit der Breits;sind der Hohe Hso
gelten fur die Flachentragheitsmomente bezuglichFdéchenmittelpunktes der Teilflache:
3 3

=8 und 15 =30

12 12

As

4 Das Deviationsmoment ist bei dem oben
betrachteten I-Profil der Wert des Integrals

H A, Iy, = I yzdA= I yzdA+ I yzdA+ I yzdA
A A Ay Ay

welches wieder in drei Teilintegrale zerlegt wird.
Die Funktion yz innerhalb des Integrals ist nun
2., = HI2+s/2 abhéangig von y. Daher muss dA = dydz gesetzt

werden.
H/2 §2

v v A, Iysz=I jyzd;dz
A -H/2-5/2
‘ H/2 2 H/2 2792 H/2
P z > = f sj'yddez: f Zﬂy} sz= fz[ﬂo)dz=0

h vz - 2

-H/2 \-§2 -H/2 g2 -H/2

Fur die zweite Teilflache wird wiederum das Kooatensystem y'z’ eingefuhrt.

_[ yzdA= j(y' + Vi 7 + 2, )dA= j yZdA+ Zsz_[ ydA+ yszj‘ ZdA+y,z, jdA: 0+0+0+y,z,A =0
A A A A A A

Analog ist das Deviationsmoment der dritten Tedlfié auch null, womit das gesamte
Deviationsmoment des I-Profilg, FE O ist.

Allgemein kann das Deviationsmoment einer Teilf@&éhdurch zwei Terme ausgedriickt
werden:

Iy, = I;zi + ViZi A

Der mit * gekennzeichnete Term beschreibt das Dievismoment beziiglich des
Flachenmittelpunktes und wird auch Eigendeviatiamsm@nt genannt.sgA ist der
Steinersche Anteil. Wahrend bei den Flachentragimaimenten die Steinerschen Anteile
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grofer gleich null sind, kénnen sie beim Deviatrnoment auch negativ sein. Ist eine
Teilflache symmetrisch zur y’- oder z’-Achse, sbdas Deviationsmoment grundsatzlich
gleich null.

Abschlieend sollen noch die Flachentragheitsmorgent
und |, fur kreisrunde Profile angegeben werden, wopei |
=1, gilt. Das Deviationsmomeny;list bei diesen
Profilen gleich null. Zuerst wird das diinnwandigex(

Rm) Kreisprofil betrachtet. Es wird die Polarkoordime
eingefuhrt, mit der die Gréf3en y, z und dA ausgekdri
werden konnen.

y=R,cosa und z=R_ sina

Das Flachentragheitsmomenpergibt dann:

1, =_£ ZdA= _f(Rn sina)’R sda = Rf]sfsin2 ada = Ris% [a -sinacosa]?” = Risé [277-0]=7Rs

Ersetzt man im oberen Integral z durch y, so fhlgtTR3s = |.

Dieses Ergebnis kann man verwenden, um die
Flachentragheitsmomente eines kreisrunden Vollisrofit dem
Aul3enradius R anzugeben. Dazu sei das Vollprofitidu
unendlich viele ineinander liegende dinnwandigédiléro
aufgebaut. Dabei geht die endliche Wandstéarkedgeimnendlich
kleine Wandstarke dr Uber. Gleichzeitig wird aushdeadius R,
der Abstand r eines Kreisringes vom FlachenmittapuDas
Flachentragheitsmomentyddines einzelnen Ringes betragt:
vz dly =7r3dr

Addiert man alle Flachentragheitsmomente der Ermggd auf, so erhélt man:
R 4R

=1, =[dl,=[m%dr=m | =R
0 4, 4

Betrachtet man ein kreisrundes Hohlprofil mit Aufsetius R und Innenradius jRso lauten
die Flachentragheitsmomente:

Iy:lz:%(Raz_R4)

3.6. Schubspannungen infolge der Querkrafte

Es wird ein dinnwandiger Balken mit der Wandst& ketrachtet, der die Bedingung+ 0
erfullt. Eventuell erreicht man dies, wenn manydiend z-Achse in die sogenannten
Hauptrichtungen dreht. Die Flachentragheitsmomseiten tber der Balkenlange konstant.
Auf den Balken wirkt eine Querkraft ein. Da die @uaft proportional zur Anderung des
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Biegemoments ist, bedeutet dies, dass auch eireBiegent ungleich null vorhanden sein
muss. Das Torsionsmoment ist unabhangig von derk@afeund darf daher gleich null

gesetzt werden. Es werden die Schubspannur(gg¢imfolge der Querkrafte, die auf der
Schnittflache wirksam sind, gesucht. Dabei wirdausgesetzt, dass an einem Punkt P, dessen
Lage bekannt ist, die Schubspannung gleich null ist

Fuhrt man den Schubfluss g =ain, so erhéalt man einen Zusammenhang zwischen den
Anderungen des Schubflusses und der NormalsparowiBgi

der Herleitung wird ein Teilabschnitt des oben datgllten Ringes betrachtet. Nur die
Spannungen, die in x-Richtung wirksam sind, werdigrgestellt und bericksichtigt. Die
Kraftebilanz in x-Richtung liefert bei zulassigenderung der Wandstarke s:

—rsdx+ (7 +dr)(s+ ds)dx—axdu(s+d_2$j (o, + de)du(s+d?S) ~0

=> rdsdx+ drsdx+ drdsdx+ daxdu(s+ %SJ =0

=> rdsdx+ drsdx=-do,sdu
=> d(rs)dx= dgdx=-do,sdu
% = —% S

du dx

Fur den Schubfluss g findet man eine Abhangigkait den Querkraften.

dg_ do, _ d| M, M, _sdwm, s dM,
—=- S=——| - y+—2L z|ls=— y-——
du dx dx [ [ | dx . dx

z y z y

Z:_Iiny_linzz _($ y+QI_ZSZj
z y

z y

Ist am Punkt P die Schubspannung gleich null, foégts auch der Schubfluss g dort gleich
null ist. Der Punkt erhalt die u-Koordinatg &s gilt () = 0. Ausgehend von diesem Punkt
P kann an jeder Position u Uber die Gleichung

o(u)= —T($y+?—zs z]du = —&Ju' ysdu—%j' adu

Uo z y Z Ug Y U

der lokale Schubfluss g(u) ermittelt werden. Dialbe Integrale

S,(u)= —j' ysdu und S, (u)= —j' adu

Uo Ug
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werden als Statische Momente bezeichnet. Mit dikaen die lokale Schubspannur(g)
angegeben werden.

T\ =®=& u+& u
=g = 14>V ] S

Die Bestimmungsgleichung fur die Schubspannu(ng zeigt, dass die variable
Schubspannung innerhalb eines Querschnittes nah diie Statischen Momentg, &, und
der Wandstarke s beeinflusst wird.

Stellvertretend wird flr ein liegendes U-Profil desiable Statische Momenj &n 5
Eckpunkten bestimmt. Zuerst muss die Lage des Rblkistimmt werden. Am oberen
rechten Ende missen die SchubspannumngamdTty, auf Grund der
Gleichgewichtsbedingungen identisch sein. Die €Seaih welcher
Tux angreift ist keine Schnittstelle, sondern eindiégende
Oberflache. An dieser ist keine

H Belastung wirksam, daher mugg = 0
sein und somit auchy,. Uber die
------------- eP Bestimmungsgleichung fur die

Ug Schubspannung folgt, dass auch das Statische Manatieser
“S Stelle gleich null sein muss.

1]

u
_>
H
y
H

S, (uy) = —f sdu=0
UZI Ug

Der Punkt P mit p(u) = 0 wird als Bauteilanfang bezeichnet.
Ist ein Bauteilanfang bekannt, wird die Gesamtaeleritflache
z A in waagrechte und senkrechte Teilflachen mit kamr
Wandstarke s zerlegt. Das Statische Moment anwder z
“““““““ T U, untersuchenden Stelle erhalt man, indem man die
Us Flacheneigenschaften der Flache A* auswertet. Adis Flache
die von einem Bauteilanfang bis zu der zu untersaodan Stelle
u zu durchlaufen ist. Daftr wird die Wandstarkend die kleine Abschnittslange du zur
kleinen Flache dA = sdu zusammengefiigt.

S, (u)= —]i asdu= —J'sz: -z, A
=

Ug
Hierbei ist za- die z-Koordinate des Flachenmittelpunktes von Beide werden Uber die
Formel

Z =%\ J/; zdA bzw. jAsz: Az

zur Bestimmung des Flachenmittelpunktes eingebr&ehtdie 5 Eckpunkteglbis u, ergeben
sich die folgenden Werte:

S, (Up) = ~Zp- A =—(-H)0=0
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Sy(ul)z_ZSAl*A{ =_(_H)H8=st A *
u, 1
* % ’:’ """ b . Ug
S( ) T pn Az “Z A T Zpu A A xk ' 1
H 3, ¢
:S( ) Z oA, =H%s- P H5=§H S : Z pqrr
i ZSAZ**I :
S ( ) L Aa S (Uz) Zyg A «— P us
y : *
=3hrs-Hps=ns ZSAS**I :
2 : ZSA4**
-1°
_ . w2 B | 4 o
S, (Uy) = ~Zep- A =S, (U) ~ Zpgeo A, =H?s—HHs=0 A A,
oo oY _ ___| u,
Verallgemeinert man die gefundenen Ergebnisse, so Us
betragt das Statische Moment an einem Bauteilanfang
stets null. Innerhalb einer waagrechten Teilflaghdert es H2s
sich linear, in einer senkrechten Teilflache quasich. Auf &
Hohe des Gesamtflachenmittelpunkts erreicht es sein Q
Maximum.
< ‘ I
Sind an dem Profil die Querkrafte @ Q und Q=0 y \
wirksam, so kénnen mit dem bekannten Statischen &hdm
tber die Formel 7
Q
r(u)=—3+S,u)
lslu) ™ L
H2s

die lokalen Schubspannungg(u) angegeben werden. Mit
dem Flachentragheltsmomepn:I 8/3H3s erhalt man die dargestellte Spannungsilanty.
Wegen den Gleichgewichtsbedingungen

Q_Qz_jrsz
0=Q, =[r,dA

missen die Schubspannungen in Summe in die
gleiche Richtung wie die Querkraft, in die positive
z-Richtung, zeigen. Die Schubspannungen in den
zwei waagrechten Flanschen neutralisieren sich,
wodurch @ = 0 resultiert. Im senkrechten Steg
zeigen alle Schubspannungen in positive z-
Richtung. Uber der senkrechten Flache integriert,
mussen sie Q ergeben. Um dies zu Uberprifen wird
die Spannungsfunktion im senkrechten Steg
gebildet.
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3 9
f)=r,@)=-22 7+ 22

und in die Gleichgewichtsbedingung eingesetzt.

_ (-8 Q 2,9 Q) -
QZ— J-TZdA__J; [_1—6H—3$Z +1—6H—SdeZ—Q

Asenkrecht

Beim U-Profil war die Festlegung des Bauteilsantadig erste Aufgabe. Es stellt sich die
Frage, wie vorzugehen ist, wenn ein Profil vorljegtlches keinen solchen Bauteilanfang
vorweist. Stellvertretend wird ein quadratischesfiPmit der Kantenlange H, der Wandstarke
s und den Querkraften,@ Q und Q = 0 betrachtet. Aus Grinden der Symmetrie kann man
erkennen, dass auf der z-Achse
ein Bauteilanfang liegen muss.
Betrachtet man das Quadrat als
Zusammenbau zweier U-Profile,
gelangt man zur gleichen
Aussage.

Andere Profile, wie das dargestellte I-Profil, weds mit den Querkraften,@ Q und Q =0
belastet sein soll, haben mehrere BauteilanfaBegiediesen ist es sinnvoll, mit dem
Schubfluss g zu arbeiten. An den Bauteilanfangen is
¢ P, der Schubfluss g gleich null. In waagrechten
. & A+P Flanschen wachst er linear, in senkrechten Stegen
: quadratisch. Treffen sich zwei Schubfliisse, so
| addieren sie sich. Auf Hohe des
e Gesamtflachenmittelpunktes erreicht der Schubfluss
: sein Maximum. Fir die Berechnung des
l P, Schubflusses muss das Statische Moment bekannt
? 1 H sein. Die darin berucksichtigte Flache A* ist die

Einzugsflache des Schubflusses, der die zu
untersuchende Stelle durchstromt.

Das Statische Moment,Sler Schubfluss q und die
Schubspannungsind an den Punkten,A? und B
——————————————————————— gesucht. Das I-Profil besitzt dass
Flachentragheitsmoment+ 13/12H3s.
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Punkt R:
P,
o : 3r
q — A
o
z
Punkt B:
e m——
P, \
Ay*
q —
T
z
Punkt R:
R ———3p
A;V: \
A
a —¢
11P-
y
z

*:_28 Und *:
5 Zipn
. H3
=> Syl__ZSAL*Al: 2
Q 6 Q
=> qlz— bt
I, ™ 13H
=> :&_ig
' 2s 13Hs
A =H2S und z,. =-
=> Sy2 _ZSAZ*A; =H%
Q 12Q
=> == —
% I, ** 13H
=> T _&_1_22
> ¢ 13Hs
**=ES und e =
5 Zg
=> Sy3= yz_zsAz**Az =
Q 27Q
=> =S =—
% I, 26H
=> T_&:2_72
® s 26Hs

Bei kreisrunden Profilen &ndern sich die Schubspagen
weder linear noch quadratisch, sondern sind eise~cmktion.
Zu ihrer Herleitung wird das dargestellte Profitemder
Annahme @# 0 und Q = 0 betrachtet. Dann existiert an der

Profiloberseite piein Bauteilanfang mit der Schubspannarg0
bzw. dem Schubfluss g = 0.

q(u)=—%]i )sdu—%]i sdu:—%]i adu

Zu0

Y Uy

Y Uy

Die Integration wird vereinfacht, wenn man den Wik
einfuhrt. An der Profiloberseite misst man den Virdg = -172.
Den Abstand z kann man durchg$ta und die kleine Lange du
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durch R,da ersetzen.

qla)= —%T Bdz= —% T R sinasR. da = —% Risfsinada

Yy ag y a

= _Qped cosalt =R - Q g - Q
= IyRms[ cosal’,, ) R2scosa szRmscosa RS0

Fur die Schubspannun) folgt:
2Q, 2Q,

r(a)=M=&cosa=—cosa=—cosa
A

s RS 2IR s

Analog folgt fiir die Schubspannungp) infolge der Querkraft (9

r(a)=- 2% sina

In der Praxis stellt man haufig fest, dass die
Normalspannungen infolge der Biegemomente deutlic a)
gro3ere Zahlenwerte ergeben als die Schubspannungelg
infolge der Querkrafte. Daher ist es meistens
ausreichend, mit den mittleren Schubspannungen
infolge der Querkrafte zu rechnen

_Q

zmittel —
A

und 1 -9

r ymittel — 7

oder die Schubspannungen ganz zu vernachlassigenaAmen sind sehr kurze Balken oder
die Auslegungen von Schweil3-, Kleb-, Schraubvenmgen, bei welchen die
Schubspannungen infolge der Querkrafte
entscheidend sind. Dazu wird angenommen, dass das
zuvor betrachtete I-Profil am Punkt &ber eine
Schweil3naht mit der Schweil3nahtstarkg.siz
verbunden wird. Infolge der Querkraft @irken
Schubspannungemny in z-Richtung. Diese belasten
SchweiRnaht die Schweil3naht unkritisch. Allerdings treten dann
bei P, automatisch auch waagrechte Schubspannungen
auf, die in waagrechter Richtung versuchen, die
Schweil3naht abzuscheren. Ist die Schweil3nahtstarke

X nicht ausreichend, fuhrt dies zum Versagen der
y Schweil3naht. FUr die Dimensionierung der
Z .
SchweilRnaht
muss die zulassige Schubspannungbekannt sein. Tu=Te =T
Uber Sschweil
_ Oschweir

SSchweiB_ = Tx =T =1

zul

errechnet man die minimale Schweil3nahtstarke. )
Schweil3naht

bei P,
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Infolge der Querkréfte findet auch eine Verformung
des Balkens statt. Diese ist allerdings im Nornilalfa
so klein, dass sie vernachlassigt werden kann.
Lediglich die s-Krimmung einer Querschnittflache
soll betrachtet werden. Bei der Herleitung der
Berechnungsgleichungen fur die
Normalspannungen infolge der Biegemomente

] 1 F wurde vorausgesetzt, dass ebene Querschnitte bei

- der Verformung eben bleiben. Sind auch Querkrafte
/\> wirksam, stellt dies eine Vereinfachung dar. Dazu
soll der links dargestellte Balken an der

eingezeichneten Schnittebene untersucht werdeterlebenen Ansicht werden an der
Oberseite, in der Mitte und an der Unterseite Rexthtecke markiert. Infolge der Querkraft
sind an der Ober- und Unterseite SchubspannungemBetrag null und in der Mitte die
maximalen Schubspannungefx wirksam. Die Schubspannungen sind Uber das lineare
Gesetz
=Gy

hnittebene

mit der Winkelverzerrung verknupft. Somit
bleiben bei der Verformung das obere und
untere Rechteck rechtwinklig. Das mittlere
Rechteck wird am starksten zu einem z
Parallelogramm verschoben. Die Einhullende
dieser drei verformten Rechtecke ist keine
Gerade sondern eine s-férmig gekrimmte Kurve.

3.7. Schubspannungen infolge des Torsionsmoments

Bei der Bestimmung der Schubspannungen infolgel desonsmoments zeigt sich, dass die
Querschnittsform entscheidend fir die BerechnungstaiDemzufolge werden hier zwel
Profilarten, die dinnwandigen geschlossenen Profitedie dinnwandigen offenen Profile
untersucht. Die Bestimmungsformeln fir dinnwandjgechlossene Profile konnen auf die
Untersuchung von beliebigen kreisformigen Profildxertragen werden. Alle anderen Profile
sind analytisch schwer zu betrachten und werdemizat berticksichtigt.

3.7.1 Dunnwandige, geschlossene Profile bei Torsion

Fur die Herleitung der Berechnungsgleichungen wind
kleiner Balkenabschnitt mit der Lange dx betrachtet
welcher nur durch ein Torsionsmoment belasteDist.
mittlere Radius R muss nicht konstant sein, ebenso nicht
die Wandstarke s. Es wird die Annahme getroffessda
sich die Querschnitte bei der Verformung nicht d&nde
Dies bedeutet z.B., dass sich an dem dargestellten




HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 58

Ellipsenquerschnitt die beiden Halbmesser nicheémdAul3erdem wird vorausgesetzt, dass
die angreifenden Schubspannungen tangential aufQlerschnitt A wirksam und dass in x-
Richtung keine Spannungen wirksam sind. Mit dieser

Annahme ist im Querschnitt ein konstanter Schubflys S

1s vorhanden. Um dies zu zeigen, wird in |/v‘
Umfangsrichtung aus dem obigen Balkenabschnitt ein T‘X 4@
Teilelement herausgeschnitten und die Spannungemd y

der Kraftebilanz in x-Richtung zu bertcksichtigamds
eingetragen.

— 1sdx+ (7 +d7)(s+ds)dx=0 | |
=>  rdsdx+ drsdx+drdsdx=0 /
=> rdsdx+ drsdx= d(TS)dX =0 ‘dX\> s+ ds
=>  d(rs)=dgq=0

== g = konstant

Die Schubspannungen mussen die Gleichgewichtshauing

M, = | R™A T &
! SA S
dA
erfillen. Mit der Voraussetzung eines konstanten

Schubflusses g =s folgt:
M, = [ RdA=§ Rzsdu= gf Rdu
A
Die Dreiecksflache df hat die Grundseite du und die

S~ Héhe R.
s /vQJ Setzt man Rlu = 2dA,, so folgt, dass man tber
dAn integrieren muss, beziehungsweise den
I\ Flacheninhalt von A bestimmen muss.
dA, = R.,du/2

M, = gf Rdu=q [2dA, = 29A,
An

Anschlie3end ersetzt man g dumdh 6st nacht
auf und erhalt die sogenannte erste Bredtsche
Formel:

Man erkennt, dass an der Stelle mit der kleinstemdgtarke &, die maximale
Schubspannung auftritt. Definiert man das Torsioderstandsmoment VW& 2A;Smin, SO
folgt fir die maximale Schubspannungsx

Beispiel (Kreisquerschnitt): Betrachtet
man einen Kreisquerschnitt mit dem
mittleren Radius R, der konstanten
Wandstéarke s und der Belastung bb
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erhalt man tber dem Umfang konstante Schubspannunge
_a_ M _ M

Fur die Bestimmung des Verdrehwinkets d
des kleinen Balkenabschnitts mit der Lange
dx betrachtet man einen Punkt mit der
AbsolutverschiebungdR,,. Fur den
tangentialen Anteil v der Verschiebung

ddRn, kann aus dem rechtwinkligen Dreieck
mit den Kanten v und dx der Zusammenhang

l:tany:y
dx

bzw. v = pdx

hergeleitet werden. Mit R, = cosx folgt eine zweite
Bestimmungsgleichung fur v:

v=dgR cosa = d¢Rn% - dgR

Setzt man die beiden Ausdriicke gleich, so kannamalVinkelverzerrung in Abhangigkeit
von der Anderung des Verdrehwinkélsn x-Richtung angeben.

AR, = e > y=f

Man integriert die Winkelverzerrungiiber den Umfang U des Profils:

d d d
§ydu=§d—f&du:d—f§&du:d—f2%

Anderseits kann man die Winkelverzerrung auch dbsrMaterialgesetz=1/G angegeben
werden. Auch dieser Ausdruck wird tber dem Umfangtegriert.

7 . _rq _qedu_ M du
pru=feau=fo a=ofs “on i's

Setzt man die Werte beider Integrale gleich, sgtfol
dg _ M, du_ M, M,

oAyl s eaY o
du

S




HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 60

Die Abkirzung
_(eA)
g du
S

wird als Torsionsflachentragheitsmomaeritdzeichnet. Ist MI; und G konstant und integriert
man den gefundenen Ausdruck Uber der Stablange érhgilt man die zweite Bredtsche
Formel

¢=[dg= j dx—G—I dx= ol

Haufig ist die Wandstarke s tber dem Unfangdér Flache A konstant. Dann vereinfacht
sich die Formel fir die Bestimmung des Torsionfétragheitsmoments.

= @A) @A) _aNs_aAss
t du 1§d §du Um

Die am meisten verwendete Profilform ist der Kramgchnitt. Fur ein dinnwandiges
Kreisprofil mit mittlerem Radius Rund konstanter Wandstarke s folgt:

2 2
= 4(rRm) “oRs g r=d= Moo Mo MR, Mg
t

e

s 2As 2/R’s 2/R’SR.

M Bx
V\S

Ein kreisrunder Vollguerschnitt mit dem Auf3enradiukann
aus unendlich vielen dinnwandigen Querschnitterdemt
mittleren Radien r und der Wandstarke dr aufgebautien.
Ein dinnwandiger Teilquerschnitt hat dann das
Torsionsflachentragheitsmoment. di

dl, =2m°dr

Das Gesamttorsionsflachentragheitsmoment erhalt vaam
man alle Teiltorsionsflachentragheitsmomente auétd vz
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R 4R
|t=jd|t=j2n3dr=2n{%} =7—2TR4 und T:%r
0 t

0

Betrachtet man ein Hohlprofil mit dem AuRenradiysuRd dem Innenradius;Rolgt:

/Y
=2 R-RY)

3.7.2 Dunnwandige, offene Profile bel Torsion

Es gelten die gleichen Annahmen wie beim dinnwaargigeschlossenen Profil. Dann kann
das offene, dinnwandige Profil ndherungsweise chieeke mit konstanter Wandstarke s
und der Lange |kerlegt werden. Fir jedes Rechteck wird ein eigétmordinatensystem

y'z’ eingefiihrt. Jedes einzelne Rechteck kann &isiv dinnwandigen, geschlossenen
—x 'y Rechtecken aufgebaut werden. Zusatzlich wird die
“T Annahme getroffen, dass tUber der Wandstarke eine
Us  sich linear andernde Schubspannangrksam ist.
Das hat zur Konsequenz, dass in dem Rechteck mit
der gréf3ten Wandstéarkg.s die grofite
Schubspannungyax wirksam ist.

'l‘

_I_________T________

N
-
fo
=y
|

[P
<«

|<—T U, | “ U,

7 = ——max_ Tmax = p_max max !
Smax/z y Smax y v

Mit dieser Annahme folgt der am 4

Beispiel des Uberganges von q

Teilflache 3 zu Teilflache 4 Us

dargestellte Verlauf des Schubflusses

g und der Schubspannungen

Fur jedes dunnwandige, geschlosseng:

Rechteck mit der Wandstarke dy’

kann das darin wirksame

Torsionsmoment diMund das

Fléchentragheitsmomenttdthgegeben werden.

dM,; = 24,7y’ = 220,y 2mex Yoy =gy, Lo y2gy

Smax Smax
_eAuf o (u2yP L (u2y) .
dlt,i _Tdy - (2Ui +2y,)dy 2U. dy U, y dy

Addiert man alle Teilgro3en eines Rechteckes ikmnistanter Wandstarkeauf, so erhalt
man das Torsionsflachentragheitsmomenind das Torsionsmoment; M
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= A

S; ]

s/2
Itl _dltl = J.&Jiy'zdy’
0
5/2 12 §/2
:&JI J‘y,zdy, :&J||:y_} :_U|513
0 3 0

5/2

/2
M, :J-th,i = J- wi$y2w :&Jiﬁ Iyrzdy,
0

ax ax 0
3775/2
:&Ji Tmax |:y_j| :}Ui Tmax 33 - Tmax It,i
Smax 3 0 3 Smax Smax

Man addiert die gefundenen Werte fir alle n Red#enit konstanter Wandstarkeasif.

n n 1 1 n
Iy :Z I :ZgUﬁs :gzUﬁs
= = =

Mt :ZMt,i :z T nax

i=1 i=1 Smax

n

2=

Smax i=1

Tmax

l; =

Tmax I
t

Smax

Die Formel zur Bestimmung des Torsionsmomentsvivtl nach der maximalen

Schubspannungnax aufgelost.
M, |
t

Smax

T =

max

Betrachtet man einen
Balken der Lange L, so
kann der Verdrehwinkel

¢ durch
_ML
$= Gl,

angegeben werden.

3.8 Spannungsberechnung an einem realen Bauteil

An einem Kurbelwellenantrieb wird der Einfluss ddbens durch die Kraft F, die am Pleuel
wirksam ist, dargestellt. Der Kraftangriffspunkbéres Ende des Pleuels) liegt genau
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oberhalb der Mittellinie der gelagerten Welle. Um gtatisches Gleichgewicht zu erhalten,
wirkt am grof3en Zahnrad 2 mit dem RadiyssR37.5mm das Gegenmoment M =
18000Nmm. Dieses ist Uber das kleine Zahnrad Hemt Radius R= 25mm mit der Welle
verbunden. Zwischen den beiden Zahnradern werdesemkrechte Krafte tbertragen, die
jeweils am AulRenradius angreifen. Der Mittelpundt Welle, der untere
Pleuelanbindungspunkt und die Mittelpunkte der Zatlar liegen auf gleicher Hohe bzw.
haben den identischen z-Wert. Die Dicken der Zaterrand der Kurbel sind zu
vernachlassigen. Die Welle mit dem Aul3enradigs R2mm und dem Innenradius R
10mm kann als durchgehend betrachtet werden. Dger lAakann die Krafte &, Fay und
Faz, das Lager B die Kraftegfrund Fgz

zv 40 25

den Enden gelamggbunden. Es kann somit nur Krafte in
Pleuelrichtung tbertragen. Gesucht sind die Spageruim der Welle.

Es mussen die Krafte bestimmt werden, die an ddieVaegreifen. Dazu werden die
Einflusse der Anbauteile an der Welle durch Schrifte und Schnittmomente dargestelit.
Dies bedeutet, das Gesamtbauteil wird frei gesmiind die

aufnehmen. Das Pleuel ist al

F

—

F F
F4Z > 2 Fl
Fi, A B 1 =

v
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Schnittkrafte und Schnittmomente werden eingezeictBie konnen mit den
Gleichgewichtsbedingungen, welche an den Einze#ilantaufgestellt werden, errechnet

werden.

GrolR3es Zahnrad:

D> M,|. =0: M - 375F, =0 =>  F, =480N
Kleines Zahnrad:

Y. F,=0: F,-F =0 =>  F,=480N

D> M|, =0: M, -25F, =0 => M, =1200(Nmm
Welle:

D> M,|, =0: M,-M,=0 => M, =1200(Nmm

Die Lager sollen momentan noch nicht betrachtetlererdaher kdnnen die Kraftebilanzen an
der Welle noch nicht aufgestellt werden.

Kurbelwange:
D> M|, =0: -M,+40F,, =0 => F, =300N
> F,=0: -F,+F,=0 =>  F,, =300N

Das Pleuel kann nur Krafte in Pleuelrichtung Ulzgrgn. Somit muss die Gesamtkrafir
Pleuelrichtung zeigen. Dies kann man verwendenfamu bestimmen.

i:ﬂ) => F4 :ﬂJF4
F,, 96 Y:

=>  F=F,=,F2+F2 =325\

Somit sind bis auf die Lagerkrafte alle Krafte wWidmente bekannt, die 96
auf die Welle wirken. Sie kann im Folgenden losgeiin den restlichen
Teilbauteilen betrachtet werden. Es werden die tlagée und die

inneren Krafte und
Momente bestimmt. I:4z1 Fs

=125N

7 =

>'M,| =0: 20F,-60F, +100F;, =0 =>  F,, =84N
ZFzZO: F,-F,+F, —-F,=0 => F,, =264N
>'M,|, =0: 60F,, ~100F,, =0 =>  F,, =75N

=0:  —F, +F, ~Fy =0 =>  F, =50N
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N 4 M4 12000
Qz A Qy A

-@mm-; B I N

-84 -75
264 N

M, 3360 M,

] Y TSy

5380 -3000

Fur die Bestimmung der maximalen Normalspannungfige der Biegemomente muss
ermittelt werden, ob die MomenteyM -5280Nmm und M= -1000Nmm oder =

3360Nmm und M= -3000Nmm grél3ere Spannungen hervorrufen. Eistknedes Profil hat
bezlglich jedem Koordinatensystem y’z’ das idemigsElachentragheitsmoment. Daher wird
jeweils bei x = 20 und x = 60 aus den beiden Teffraoten M und M, ein Gesamtmoment
Mgeserrechnet und ein neues Koordinatensystem y'gediihrt, bei welchem das
Gesamtmoment j4sin y’-Richtung zeigt.

vz vz Bei x

= 20 resultiert ein gré3eres Gesamtmoment, dahdragich dort die Normalspannungen
infolge der Biegemomente am grof3ten. Da bei x ar&Dbei x = 60 das gleiche
Torsionsmoment wirksam ist, haufig davon ausgegamgaden kann, dass Biegemomente
und Torsionsmoment dominiert sind, werden die Spagan unmittelbar hinter x = 20 bei x
= 20+€ untersucht.

Normalspannungeas infolge der Biegemomente bei x = 20+

o,(2)= Moy = Moes - 064z

I Mo _ pa
o SRR

O ox = 05(Z =R,) = 064012= 768

N
mir?
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Fur den Winkebig, um welchen man das Koordinatensystem y'z aus dem
Ausgangskoordinatensystem yz drehen muss, erhatt ma

tanay = =>  q,=1072

Normalspannungeay infolge der Normalkraft:
Die Normalkraft ist in der gesamten Welle gleicti,neomit auch die daraus resultierenden
Normalspannungeay.

Schubspannungen infolge des Torsionsmoment bei x = 2@:+
TT(r)=%r :nLr =071
t i 4 _ p4
"(Ri-R')
N

2

= =R,)=071012= 852
o =R) po

Z-T max

Schubspannungem; infolge der Querkraft Qbei x = 20+:
_2Q, 2Q,

To,(@) = =32 cosar = ——<*—cosa = 313cos
A 2IR S

Schubspannungemy,y infolge der Querkraft Qbei x = 20€:
2Q, 2Q,

rQy(a)=— sing = ————sina =-0.72sina
2R s

A

Bei x = 20-€ ware zwar die Schubspannung gro3er. Aber dar dominiert, ist x = 20& die
Auswertungsstelle, die die maximale Materialbelagtargibt.

Innerhalb des Querschnitts sollen an 3 Punktedgamtschubspannungind die
Vergleichsspannungy nach Mises angegeben werden.

Punkt 161 = -90°+40g = -79.28°, maximale Zugspannungen infolge der &megmente):

'\ N L N
o.,(Z=R)= 768 und r.(r=R)= 852
N N
To.(a) = 058 und To, (@)= 0715
_ _ _ N
=> Tges =7; + TQZ + TQy = 981W

=> 0, =,0;+3r5 = 18.65%

Punkt 2 ¢, = 90°40 = 100.28°, maximale Druckspannungen infolge degBmomente):

' _ N N
JB(Z = —Ra) = —7.68mrr2 und r.(r=R)= 852mrrz
ro(a,)=-058 'jr und ro,(@,)=-071 'jr
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_ N
=> Tges =T7 + 1o, ¥ T, = 723W

=> g, =,/0; +3r;, = 1469 N S
mr

Punkt 3 i3 = 0, maximale Schubspannungen infolge der Queri:af

o.(Z =R sinag)= 1.43% und r.(r=R)= 852ml\rlrz
N

To.(as) = 3135 und  7,(a,)=0

=> Tges = I7 1o, tTo, = 1165 m’\rlrz

=> g, =05 +31%, = 2023%

Der Mohrsche Spannungskreis fur den
Punkt 3 nimmt die dargestellt Form an.
Man kann die beiden Winkel; = -43.24°
unda; = 46.76° herauslesen. Werden 1. =539
Schnittflachen unter diesen Winkeln 9es '
angeordnet, so treten nur
Normalspannungen, die sogenannten
Hauptspannungeoy, undo; auf. Dies
kann man sichtbar machen, wenn man de Tges = 11.65
Punkt 3 mit einem Kreis markiert. Im
verformten Zustand resultiert eine Ellipse,
wobei eine Halbachse auseinander und die
andere zusammengedrickt wird.

Punkt 3

6,=1230 917 -10.96]

|

v

o, 412.39

l u o, =-10.96
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4. Numerische Spannungsberechnung

Im vorigen Kapitel wurden die Spannungen durchatesytische Losen der
Bestimmungsgleichungen ermittelt. Dies ist haufig fiir im Wesentlichen eindimensionale
Bauteile (Balken) oder tberhaupt nicht mdglich.eEkiternative, naherungsweise die
Bestimmungsgleichungen auch fur komplexere Baureilsen, ist die Finite-Element-
Methode (FEM), deren Grundzige im Folgenden figdne Aufgabenstellungen vorgestellt
werden. Sie Uberfuihrt die urspringliche Aufgabeldisung einer Integral- oder
Differentialgleichung zu einer algebraischen Aufgiagtellung (z.B. Losen eines linearen
Gleichungssystems). Dies erreicht man, indem marGa#samtbauteil in viele Elemente
(Zugstab, Balken, Dreieck, Viereck, Tetraeder,iRasHexaeder) zerlegt, innerhalb deren das
Losen der Gleichungen naherungsweise maglich est.R2chenaufwand bei realistischen
Bauteilen ist extrem grof3 und kann nur durch mogl€oamputer gemeistert werden.

4.1 Statische FEMFestigkeitsberechnung

Um ein Bauteil zu verformen, muss eine Kraft agfséis Bauteil wirksam bzw. eine Energie
aufgebracht werden. Die von auf3en aufgebrachtegieneird als &ulRere EnergieaVv
bezeichnet. Sie wird im verformten Bauteil als ren€erformungsenergie Vgespeichert.

Bei linear-elastischen Verformungen geht keine Bieeverloren. Daher kann der Ansatz

W, =W,

verwendet werden, um die Bauteilverformung unddaileei resultierenden Spannungen zu
ermitteln.
K1

0.8L
§ 5')

0.6L

4.1.1 Statische FEM flr
ebene Fachwerke
Das dargestellt linear-elastische Fachwerk soll

untersucht werden. Die Verschiebungen der
einzelnen Knotenpunkte (Anfangs- und §
n

Endpunkte der Zugstabe) KK, und Kz und die
Stabspannungen in den Staben bzw. Elemente
Ei1, E; und & sind zu bestimmen. Fir alle drei
Zugstabe gilt der Zusammenhang EA/L = 300N/mm, wébe 10mm?2 sei. Die Kraft hat den
Betrag F =100N.

Durch das Aufbringen der Kraft, wird das Fachweekfermt. Dabei wird die
Verformungsenergie bzw. die innere Energie W
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im Fachwerk gespeichert. Im Zugstab treten nunSpagen und Dehnungen in Stabrichtung
s auf. Dies bedeutet, dasg undeg; die Spannungen und die Dehnungen im Stab i in
Stabrichtung beschreiben. Da jeder Stab untersatheatientiert ist, muss fur jeden eine
spezifische s-Richtung vorgegeben werden. Im Falgemwird die innere Energie in
Abhé&ngigkeit von den Verschiebungen der Knotenpeaiitkt K, und K; dargestellt. Daftr

wird am Element Emit der Lange Lein elementspezifisches s-Koordinatensystem
eingefuhrt. Der Zugstab kann sich nur in Stabriobtuerformen. Daher kann am Stabanfang
A; die Verschiebungdy und am Stabendeg Bie Verschiebunggg; eingefiihrt werden. Die
Verschiebung eines inneren Punktgkann nédherungsweise durch die lineare Funktion

0(9)=a+ b[fsj

mit U (O) =Ug, und U (Li ) = Ugg;

dargestellt werden. Mit

Uy ) (1 OY)a
Ug) \1 1)b
1 .
N b
b -1 1)\ ug;
folgt der Ausdruck

u,(s)=a+ b(fslj = Ugy + (~ Uy + U )(fs,j = usAi(l_Ej * USB{E]

Die Klammerfunktionen im rechten Term werden almnffanktionen bezeichnet. Leitet man
diesen Ansatz nach s ab, folgt:

dus_i(s):iu 1= |4y S || = Yssi " YUsa
dS dS SAI I—i sBi |_| I—i

Die Differenz g — W stellt die Langenanderurdds; des Stabes i dar. Sie wird durch die
Anfangséange Lgeteilt. Der Quotient beschreibt die konstanteridelyes innerhalb des
Zugstabes, die mit dem Elastizitditsmodul E multiplizdie ebenfalls konstante Spannuaig
im Zugstab ergibt:

gsi :% - AIsi - usBi _usAi Und Jsi - E‘gsi
ds L L

Somit kann im Stab i in Abhangigkeit vogauund yg; die innere Energie YWangegeben
werden, dabei wurde vorausgesetzt, dass die DelayuingZugstab konstant ist.
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j o£.dV = g Ee, j Ads=> leac s L = % EAlse - Usai Usei - Yoni | = %ETA(usBi

_1EA L)y qf Y| 1EA P
=5 L (uSAi usBi)( 1}( 1 1)(USBJ— 2L (usAi UsBi)(_l 1}(“@}
Sl ) BA(Y Nue 1 | o
B Z(UAi UBi) L (_1 1J(USBiJ Z(USAi USBi)Ki(usBJ

Die Matrix K’; wird auch Elementsteifigkeitsmatrix des Elemerisztiglich der lokalen
Koordinate s genannt. Im nachsten Schritt sollenviirschiebungensy und ug; beziiglich
der lokalen Koordinate s durch Verschiebunggn w, und ygi, Wg; beziglich des
globalen Koordinatensystems xy angegeben werden.

Uga = Uy COSQ, + U, SING,

- usAi )2

Ugpi Uggi = U,z COSQ, + U, g SING,

Der Winkelaq; stellt dabei den Winkel
zwischen der x-Achse und der
Elementachse dar. Die Giltigkeit dieses
Zusammenhangs kann leicht gezeigt
werden, wenn man die

Dreiecksverhéltnisse
YBiYai

U r o

cosa; =42

usABi

. U, A i

sinag; = _YABI

> usABi

X

A
v

in die Gleichungen einsetzt. Die
Winkelfunktion cos; und sim; kdnnen
direkt durch die Langenangaben des Elements angegedreen:

Xg = Xy . = Ya
c, =cosq, =B A i £ und ¢, =sing, = Yo" Yn C Ya
i i

Cxi und G; werden Richtungskosinus genannt. Im Folgendemeiszusammenhang als
Matrixgleichung dargestellt,

u><Ai

(usAiJ CXquA|+C uyA| _ Cxi Cyi O O uyAi
usBi C><|u><B| *+C, uyB| O O C><i Cyi u><Bi

u

I
Q)
=

yBi

Ci wird als Matrix der Richtungskosinus und der Vekiaals Verschiebungsvektor des
Elements i bezeichnet. Die Matrixgleichung wirdden Ansatz fur die innere EnergiggW
eingesetzt.
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uxAi
_1 rusAi _14T T! a_la'r 4_1 uyAi
Wi _E(usAi usBi)Ki( SBi]—E : G K'Cu, U Kiy; _E(uxAi Upai Ui uyBi)Ki u,
u

Die Matrix K; wird als Elementsteifigkeitsmatrix bezuglich déstzalen Koordinaten xy
bezeichnet.

CZ

Cc.C -c2  -c.C

Xi Xi Ly Xi Xi Ly
Ki - E\ CxiC;/i C32/i - szi Cyi - Cyzn
Li —C —CCyi Cy CyiCyi
—CCyi - Csi CyiCyi Cyzn

Aus den Elementsteifigkeitsmatrizeniduss die Gesamtsteifigkeitsmatrix K erzeugt werden
Dazu wird ein globaler Verschiebungsvektor u gedijlder die globalen waagrechten und
senkrechten Verschiebungen aller m Knoten des Fartisvibeinhalt. Im Beispielfachwerk ist
m = 3.

uxl
uxl
uyl
Uyl
— . ux2
u= =
Uy2
uxm u
u x3
ym u

Der Anfangsknoten des i. Elements sei der I.
und der Endknoten der j. Knoten des
Gesamtfachwerks.

Ui Uy
Uyai _ uy,
U,g;i Uy;
Uy Uy;

So kann ein Zusammenhang zwischen den Vektqrenduu aufgestellt werden.
U, 0 10 00

uy, 0 01 00 I,
= u:'];u

U, | |0 00 10

u 0 00 01

Die Matrix T; hat 4 Zeilen und 2n Spalten. Sie hat nur in deadt&p 2I-1, 21, 2j-1 und 2|
Eintrage ungleich null, jeweils die dargestellteseiMit ihr kann die Verschiebungsenergie
des i. Elements mit dem globalen Verschiebungsvektargestellt werden.



HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 72

W, ==0/K G, =

07K T =

]

N
N
N |-

Ist fiir jedes Element die Matrix;Kbekannt, kann die Gesamtverschiebungsenergie in
Abhangigkeit von dem globalen Verschiebungsvektangegeben werden.

N N U Ay (N I R,
VV,—ZVV“—ZEU Kiu—Eu DK, =20 Kd

i=1 i=1 i=1

Die Matrix K wird als Gesamtsteifigkeitsmatrix bé&d®et. In der Praxis werden die Matrizen
Ki* nicht explizit berechnet.

Man kann aus den Elementsteifigkeitsmatrizedi& Gesamtsteifigkeitsmatrix K direkt
erzeugen. Zu Beginn wird die Struktur der Gesanfiggkeitsmatrix K aufgestellt. Das
bedeutet, dass eine quadratische Matrix der Diroaram, welche komplett mit Nullen
aufgefullt ist, aufgestellt wird. Der Anfangsknoteées i. Elements sei der Knoten I. Dann
gehort die erste Spalte und die erste Zeile deriki; zum ersten Freiheitsgrag des
Knotens | bzw. zum 2I-1. Gesamtfreiheitsgrad.

(2-1Fgrad) (2.Fgrad) (2j-1.Fgrad) (2j.Fgrad)
i1l Ki 12 Ki 13 Ki 14(21-1.Fgrad)
K = Ki 21 Ki 2 Ki 2 K; 24(21 Fgrad)
Kia Ki 2 Ki 23 K, 34(2j-1Fgrad)

Ki Al Ki A2 Ki 34 Ki A4

(2].Fgrad)

Analog gehoren die zweiten, die dritten und vie$galten und Zeilen zu den
Gesamtfreiheitsgraden 2I, 2j-1 und 2j.

Gleichzeitig gehdren diese Eintrage zur 2I-1. $paitd Zeile der Gesamtsteifigkeitsmatrix K.
Das bedeutet, die Eintrage der Matrixierden an den entsprechenden Platzen der Matrix K
hinzuaddiert.

Diese Vorgehensweise wird auf alle Elemente angdtvan

(2j-1.5paltg  (2].Spaltg (2-1Lspaltg  (2!.Spaltg
+ Ki 33 + Ki 34 + Ki 31 + Ki 32 (2j-1.zeile)
+ Ki 43 + Ki A4 + Ki s T Ki 42 (2 j.zeile)
K =
+ Ki,13 + Ki 14 + Ki,ll + Ki,12 (2-1.zeile)
+ Ki 23 + Ki 24 + Ki PYR Ki 22 (21.zeile)
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Fur die 3 Elemente des gegebenen Fachwerks gilt:

Element E1 (Anfangknoten K2, Endknoten K3, Lange=IL):

064 048 -064 -048
_EA| 048 036 -048 -036
17 L|-064 -048 064 048

- 048 -036 048 036

Element E2 (Anfangknoten K2, Endknoten K1, Lange=10.6L):

cxzzu:izo und cyzz—yl_yzzﬁzl
L, 06L L, 06L
0O 0 0 O O 0 O O
EA|0O 1 0 -1 EA/0O 53 0 -53
2"06L|0 0 0 O| L|IO 0 0O O
0 -10 1 0 -53 0 53
Element E3 (Anfangknoten K1, Endknoten K3, Lange=10.8L):
cxz—uzﬁ—l und cyzzuzizo
L, 0.8L L, 0.8L
1 0 -10 54 0 -54 0
_EA|0 O O Of_ EAl O O O O
27 08L|-1 0 1 0| L|-54 0 54 0
0O 0 0 O 0O 0 0 O

Die Summe der drei Elementsteifigkeitsmatrizentgrdie Gesamtsteifigkeitsmatrix:

54 0 0 0 -5/4 0
0 53 0 -5/3 0 0
EAL O 0 064 048 - 064 -048

L| 0 -53 048 53+036 -048 -036
-5/4 0 -064 -048 54+064 048
0O 0 -048 -036 048 036
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bzw. mit EA/L = 300N/mm:
375 0 0 0 -375 O

0 500 0O -500 O 0

0 0 192 144 -192 -144

0 -500 144 608 -144 -108
=375 0 -192 -144 567 144

0 0 -144 -108 144 108

Fur die Berechnung der auReren Energie W

werden die Lager durch ihre Lagerkréfte ersetzt. Ful k K,
Die auBere Energie ist das Produkt von Kraft mal ! 0.8L
Verschiebung. Um dies auszurechnen, wird mit F T __)
100N der Kraftvektor F gebildet. x1 Es E
Fxl Fxl E2
Fy Fy 0.6L
E — I:><2 — I:><2 Yy
0 0
0 0
_ - X

Das Produkt von Verschiebungsvektor u mal Krafteekt ergibt mit dem Vorfaktor 1/2 die
aulRere Energie W

1-71—
WA:EU F
Bei einer linear-elastischen Verformung ist ¥\WVa.
1-1 - 1-T— 1-7( - =\ =
—u Ku==u F => —u (Ku—F)=O
2 2 2

Da ein Verschiebungsvektor u ungleich null vorassgg wird, muss der Klammerausdruck
gleich null sein

Ku-F =0 => Ku=F

Das bedeutet, es ist ein Verschiebungsvektor teim#raftvektor F gesucht, der das

Gleichungssystem

375 0 0 0 -375 0 Yug Fu
F

0 500 0 -500 0O 0 |u,
0 0 192 144 -192 -144|u, F,
0 -500 144 608 -144 -108|u,, 0
-375 0 -192 -144 567 144 |u, 0
0 0 -144 -108 144 108 |u,) (-100
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erfullt. Das Gleichungssystem besteht aus sechstiegen und neun Unbekannten und hat
somit unendlich viele Lésungen. Von diesen istaiarLosung gesucht, die auch die
Randbedingungy = Ws = U, = 0 erflllt. Diese findet man, wenn man in denieind
Spalten, die zu den fixierten Freiheitsgraden gemddie Nebendiagonaleintrage gleich null
und die Diagonaleintrage der Matrix gleich eingset

100 O 0 0 Yuy, 0

0 O 0 0 |uy, 0
001 O 0 0 |u,| | ©
0 0 0 608 -144 -108|u,| | O
0 0 0 -144 567 144 | u, 0
0 0 0 -108 144 108 Ju,/ (-100

Man erkennt, dass die ersten drei Zeilen und Spalhen Rest entkoppelt sind. Somit ist es
ausreichend, dass Gleichungssystem

608 -144 -108) u,, 0

-144 567 144 |u,|=| O

-108 144 108 Jlu -100

y3

zu betrachten. Die Losung lautgp & -0.2, 43 = 0.3556 und y = -1.6. Dies ergibt den
Gesamtverschiebungsvektor

uxl 0
Uy, 0
- ux2 0
u= =
Uy, -02
Uyg 0.3556
u -16

y3

Die fehlenden Lagerkrafte errechnet man aus

-1333 375 0 0 0 -375 O 0
100 0 500 0O -500 O 0 0
F=Ki s 1333 _ 0 0 192 144 -192 -144 0
0 0 -500 144 608 -144 -108| -02
0 -375 0 -192 -144 567 144 | 0.3556
-100 0 0 -144 -108 144 108 \ -16
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und erhalt die Lagerkrafte

F« =-133.3N,
Fy1 = 100N
und K, = 133.3N.
A
133.3N F
1.6
>4
- T<—>|
133.3N 0.3556
02d .
-
Die Stabkrafte An den Fachwerkstaben errechnen sich uber:
u><Ai
= U, Ugp, Ci Ci O 0 uy,
Fi — Aasi — AE‘gsi — EAusBl -y ZE‘(_l 1) SAi :E—A(—l 1 Yl yA
L L Ug) L 0 0 ¢ ¢,)ug
uyBi
_ EA( — EA( )
L —Ci ~C; Ci CuM L ~ Cyilyai ~Cyilyp F Cyilg +CUyg,

Die entsprechenden Stabspannungen lauten dann:
Jsi :5
A

Element E1 (Anfangknoten K2, Endknoten K3, LangesLL, ¢, = 0.8,
Cy1 = 0.6, ya1 =0, Yal = -0.2, yg1 = 0.3556, W1 = -1.6):

F = E—A(— 0.8[0- 0.6(- 0.2)+ 0.8[0.3556+ 0.6(— 1.6)) = -166.7
L

Der Stab E1 mit der Querschnittsflache A = 10mrnéiis Druckstab mit der
Normalspannungs; = -16.67N/mm2,

Element E2 (Anfangknoten K2, Endknoten K1, Lange=10.6L, g, =0,
C2=1, a2 =0, Ya2 =-0.2, yz2 =0, yg2 = 0):
F, =%(om—1(— 0.2)+0[0+1[)=100

Der Stab E2 mit der Querschnittsflache A = 10mméiis Zugstab mit der Normalspannung
Os2 = 10.0N/mm2,
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Element E3 (Anfangknoten K1, Endknoten K2, Lange=10.8L, g3 = 1,
Cy3 = 0, yaz =0, Yas = -0.2, ygz = 0.3556, U3 = -1.6)1

F, =%(—1m—om+1m3556+ 0Cf-16))=1333

Der Stab E3 mit der Querschnittsflache A = 10mme@iis Zugstab mit der Normalspannung
Os3= 13.33N/mm?2.

4.1.2 Steifigkeitsmatrix des ebenen Balken

Besteht ein Bauteil aus Balkenelementen, ist dd&clge Vorgehensweise wie beim Fachwerk
zu wahlen. Der einzige Unterschied ist, dass bé&emen Balken nicht nur zwei
Verschiebungsfreiheitsgrade pro Knoten auftretengdsrn zusatzlich noch ein
Verdrehungsfreiheitsgrad. Somit besitzt der ebesikd® 6 Freiheitsgrade. Dies hat auch
einen Einfluss auf die Elementsteifigkeitsmatrixelelhe beim ebenen Balken die Dimension
6 besitzt. Fur die Herleitung der Elementsteifiggmatrix betrachtet man ein Balkenelement
mit der Lange L, dem Anfangsknoten A und dem Entdmd@. Wenn nur Biegung auftritt,
verformt sich der Balken nur quer zur Balkenachse
in die lokale g-Richtung. Aus der analytischen
Betrachtung ist bekannt, dass die
Verschiebungsfunktion w(s) eine kubische
Funktion ist. Daher wird der Ansatz

a4

2
= V\/(S) :E+2£(Ej +3E(Ej
ds L L\L L\L

gewahlt. Die 4 Parameter a, b, c und d werden so

bestimmt, dass die Bedingungen
w(s=0)=w, und w(s=0)=w,
w(s=L)=w, und w(s=L)=w,

erfullt sind. Trifft man die Annahme, dass ein
Balkenquerschnitt, der vor der Verformung
senkrecht auf der Mittellinie, auch nach der
Verformung senkrecht auf der Mittellinie steht, so
kann die Verschienungsableitung w’(s) durch den
Verdrehwinkela(s) tber

0(5) == (5) . L ———

ersetzt werden. Dies entspricht der Vorgehensweise q
bei der analytischen Spannungsbetrachtung.
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w(s=0)=-a, und wW(s=L)=-a,
Man kann dies als Matrixgleichung zusammenfassen:

W, 1 O 0 0 Ya a

a,| |0 =L 0 0 |b T b

w,| |1 1 1 1 |c| |c

ag 0 -YL -2/L -3/L)d d

Uber die inverse Matrix Tkonnen die Parameter a, b, ¢ und d in Abhangigkeitden 4

GrolRen w, 0, Wg undag dargestellt werden.
a A 1 0 0 0 \w,
b _ an|_ 0O -L 0 O |a,
c Wy -3 2L 3 L |w
d ag 2 -L -2 -L\a;

Multipliziert man die Matrixgleichung aus und settst Parameter a, b, c und d in den
anfanglichen Ansatz fur w(s) ein, so folgt nachigen Umformungen

W(S) = WANl(S) - aALNz(S) + WBNS(S)

—aBLN4(s)

mit den sogenannten Formfunktioneg($y (k = 1,2,3,4) und deren spater bendtigten ameit

Ableitungen nach s:

N,(s) =1—3(€j2 + 2(%)3 und
N,(s)= [Ej - 2(%)2 + [Ejg und
N,(s) = 3(%) - 2[%) und

N4(s):—(fj +[Ej und
a(s)/2
|l ds ) <\4/
_ \dls(s,q)lz

" 6 12

NE= )
" 4 6(s
v 5
(=5 12(s
Ns(s)_l_z LZ(LJ
" 2 6(s
N)=- 557

Analog zur analytischen Spannungsberechnung
wird angenommen, dass ein Querschnitt, der vor der
Verformung eben war, dies auch nach der
Verformung ist. Mit dieser Annahme kann die
Verschiebung in s-Richtung mittels
di(sa) _ -a(s)a

2 2

und die Dehnung mit
e, =088 _g(q

S
dargestellt werden. Die erste Ableitung der

ds

-
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Winkelverdrehungi(s) entspricht der zweiten Ableitung der Verschiagmfunktion w(s).
=a'(s) = w'(s) = w,Ni(s) - &, LN;(s) + W N3(s) - a5 LN} ()

Die Knotenverformungen bezuglich des Elementko@i@insystem werden zu einem Vektor
Usq Zusammengefasst.
WA
—~ a
Usq = A
WB

ag

Bleiben die Querschnitte eben, bedeutet dies, kdare Winkelverzerrung auftritt und
somit auch keine SchubspannungeBSomit lautet der Ansatz zur Bestimmung der innere
Energie W mit dem Elastizitatsmodul E und dem Flachentraégh@ment I:

W, = % j ogg£adV = % j j &.Ee dAds= % Ej I (- a'(s)a)(- a'(s)q)dAds

:_ j qszdx—— E j )’ 1ds
% (N;’ ~LNZ NI - LN!)usds
- LN"
- LN" n n n n - 1_>T I_’
-—us NS - LNZ N - LNJ)dsus =5 usK'Us
- LN"
mit

12 -6L -12 -6L
_El|—-6L 47 6L 217
L’-12 6L 12 6L
-6L 217 6L 4L°

Mochte man die innere Energie Yicht mit den Verformungen bezuglich der
elementspezifischen Koordinaten s und q angebemissen am Elementanfangs- und am
Elementendknoten die Verformungenuwai, Wei und ygi beztglich des globalen
Koordinatensystems xy definiert werden.
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Werden die Richtungskosinugund ¢ wie
beim Fachwerk definiert, so gilt der
angegebene Zusammenhang:

Usa

W, c, -¢, 0.0 0 O0)uy,

Ueg = an|_ 0O 0 1 0 0 O0fa,
Wy 0 0 0 ¢ -¢ Ofug

ag 0 0 0 0 0 1ljug

Uy

Fir die innere Energie Mérhalt man

G =T - G
W, =1uqu'usq:£u CTK’Cuzlu Ku
2 2 2

mit
2 2

12c, -12cc, -6Lc, -12; 12cc, -6lLc,

-12c,c, 12  6Lc, 12cc, -1x; 6Lc

X X X7y
« = El| ~6Lc, 6L, 4>  6Lc, -6Lc, 27
S L°| -12?  12cc, 6Lc, 122 -12cc, 6Lc

Xy y y

l2cc, -1 -6Lc, -l2cc, 12, -6Lc,

X

-6Lc, 6Lc 217 6Lc —-6Lc, 412

X y

X

Analog zum Zugstab wird aus den Elementsteifigkedtisizen die Gesamtsteifigkeitsmatrix
aufgebaut und die Knotenverschiebungen und Knotdneleungen berechnet. Sind die
Verschiebungen yvund ws und die Verdrehungem, undag am Stabanfang und Stabende
bekannt, so kann die Verschiebungsfunktion

V\(S): WANl(S)_aALNZ(S)+WBNS(S)_aBLN4(S)

dargestellt werden. Mit dem aus der analytischean8pngsbetrachtung bekannten
Zusammenhang

w(s)=-"te

kann das innere Biegemoment M ermittelt werden. diasem folgen die den Balken
belastenden Normalspannungen in Abhangigkeit vonalen Koordinaten s und q.

J(Sqt1)=M|—(S)q

Besitzt der Balken zusatzlich Zugstabeigenschafiemuss auch die entsprechende
Elementsteifigkeitsmatrix mit den Zugstabeigensidmérmittelt werden. Beide
Steifigkeitsmatrizen werden dann zur gesamten Ekstafigkeitsmatrix addiert.
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4.1.3 Steifigkeitsmatrix eines Torsionsstabs

Es wird ein dinnwandiger, kreisrunder
Torsionsstab betrachtet. Bei diesem

treten nur Schubspannungem ¢
Umfangsrichtung auf. Somit berechnet---2*
sich die innere Energie Wdurch:

W, :%\J;rydv

Der Anfangspunkt A besitzt den
Verdrehwinkelp der Endpunkt B den
Verdrehwinkelpg. Im Inneren des
Stabes kénnen der lokale Verdrehwinkel
und dessen Ableitung nach s
naherungsweise durch

o9)=0,(1-2 |+ 0:[ *

#(s)= ¢BL¢A

und

angegeben werden. Aus der analytischen Betraclgtngt R, = Rs der Zusammenhang
-%2R, =R
ds

bekannt. Setzt man dies in den Ansatz fur die migrergie Wein und fihrt das
Torsionsflachentragheitsmomepein, so folgt

W, =%£rydv :%MyeydAds:%GH(Rm¢'(s))2dAds

= So[ 06 [Riands= Lo (o 1as= o [P0 as= o P10 s

=1a, [ ¢Aj ds== GI [¢B ¢Aj [ds=> 16, =2 ¢B)(_11j(—1 1)(¢Aj

2 1 Pe
_1 t 1 - ¢A _1 ¢A

=5 (8. ¢B)T(_1 1)(%)‘2(@\ ¢B)K(¢Bj
mit der Elementsteifigkeitsmatrix:

<=7

Diese Elementsteifigkeitsmatrix ist nicht nur filmtwandige, kreisrunde Stabe zu
verwenden, sondern Sie gilt fur alle Torsionsstaléwelche die Theorie der dinnwandigen
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Profile angewandt werden kann, also auch fur bigjeebeschlossene diinnwandig, fur
kreisrunde Vollprofile und fir dinnwandige, offeRmofile. Aus den einzelnen
Elementsteifigkkeitsmatrizen wird analog zum Zubstaeder die Gesamtsteifigkeitsmatrix
ermittelt.

Der Verdrehwinkelh des Torsionsstabs betragt

P =Pz —Pa
Mit der Formel der analytischen Spannungsberechnung
¢:Mt|‘ bzw. MtzGltg

Gl, L

kann das innere Torsionsmoment ermittelt werdenad& Profiltyp erhalt man daraus die
Schubspannungeninfolge Torsion.

4.1.4 Steifigkeitsmatrix eines raumlichen Balkens

Ein raumlicher Balken ist eine Uberlagerung eines “
Zugstabes, zweier ebener Balken und eines Tordabss

Anfangsknoten und Endknoten haben jeweils 6 .

Freiheitsgrade (3 Verschiebungen und 3 Verdrehungen ’!
Somit hat die Elementsteifigkeitsmatrix die DimemsiL2.

Bezuglich des elementspezifischen Koordinatensystpqg

hat die Matrix eines Balkens mit einem Deviationameat X
loq = O die dargestellte Struktur. Dabei werden die

aufgefuhrten Abklrzungen verwendet:

S
y aq

Z: Zugstabeigenschaften, T: Torsionsstabeideften
B1l: Biegestabeigenschaften fur die Biegung unpedehse
B2: Biegestabeigenschaften fur die Biegung ungeiehse

Z 0 0 0 0 0 zZ O O O O O
0 B2 0 0 0 B2 0 B2 0 0 0O B2
0O 0 B OBIL O 0O 0 BLO Bl O
0o 0o oT 0O 0 O O OT O O
0O 0 BB OBIL O 0O 0O BLO Bl O
K' = 0 B2 0 0 0 B2 0 B2 0 0 0O B2
Z 0 0 0 0 0 zZ O O O O O
0 B2 0 0 0 B2 0 B2 0 0 0O B2
0O 0 BB OBIL O 0O 0O BLO Bl O
0o 0o oT 0O 0 O O OT O O
0O 0 BB OBIL O 0O 0O BLO Bl O
0 B2 0 0 0 B2 0 B2 0 0 O B2
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Fur die Elementsteifigkeitsmatrix K bezuglich désbglen xyz-Koordinatensystem muss K’
transformiert werden.

K=T'KT
mit
C 00O
XX CX CXZ
|0 C 0O B Y
T= 00 C 0 und C=|c, c, C,
CZX CZ CZZ
0 0 0C /
mit
Co = X = X und ¢, =Ys " Ya und ¢, = %~ 2
L L L

Dies bedeutet, dass der Vektog,c,y, C)' in Stabrichtung bzw. in die lokale s-Richtung
zeigt. Die Koeffizienteng, ¢y, Gz, Gy, Cy UNd G, werden so festgelegt, dass der Vektoy, (c
Cyy, cyz)T in die lokale p-Richtung und der Vektop{acy, C.,)" in die lokale g-Richtung
zeigt. Alle drei Vektoren mussen senkrecht zueieasstehen.

4.1.5 Steifigkeitsmatrix ebener Solidelemente

Ebene Aufgabenstellungen kdnnen mit ebenen Solrdeieen behandelt werden. Dazu wird
das Bauteil in einzelne Vier- oder Dreiecke zerl®&gren Eckpunkte werden wie beim
Zugstab Knoten genannt. An diesen Knoten werdeWeéischiebungen in x- und u-Richtung
bestimmt. Dazu muss fir jedes Element eine Elentesfiggkeitsmatrix bestimmt werden.
Analog zum Zugstab wird aus allen

Elementsteifigkeitsmatrizen eine 1_”
Gesamtsteifigkeitsmatrix erzeugt. Ebenso

wir ein Kraftvektor aufgebaut und die JL
Randbedingungen berticksichtigt. Mit dem

resultierenden Gleichungssystem kénnen c...
Verschiebungen der einzelnen Knoten bestimmt werdemNormalfall werden Vierecke mit
vier und Dreiecke mit 3 Knoten verwendet. Es siberauch mehr Knoten pro Element
maoglich. Werden z.B. zwischen den Eckpunkten Zwas&moten bericksichtigt, so entstehen
Vierecke mit 8 und Dreiecke mit 6 Knoten. Im Folden sollen aber nur Vierecke mit 4
Knoten betrachtet werden. Die Ergebnisse der andglemmente unterscheiden sich nur
dadurch, dass die Anzahl der Freiheitsgrade prmé&hé und somit auch die Dimension der
Elementsteifigkeitsmatrix sich andert und dass ienlauf der Herleitungen andere
Formfunktionen Nzu verwenden sind.

Fur die Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrixdwein allgemeines ebenes Viereck
betrachtet. Die Eckpunkte haben die Koordinatenuy, (X2, W), (X3, W), (X4, W) und die
Verschiebungenyy, Wz, ..., Wa, U
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> (g, S4) (rs, S3)
1@ ®
(ry, Sy9) (PYPY)
1 r

Die xu-Koordinaten eines beliebigen Punkts desadiks konnen mit der Ansatzfunktion
rs 4( X
u(r, s) = \u

beschrieben werden. Die linearen Formfunktionemddwenden ein elementspezifisches rs-
Koordinatensystem
N,(r,s)=1-r -s+rs, N,(r,s)=r(1-s), N,(r,s)=rs und N,(r,s)=s{1-r)

Die weiteren Untersuchungen wirden sich bei eineaiedk mit 3 Knoten nur dadurch
unterscheiden, dass nur drei lineare Formfunktidseiicksichtigt werden mussten. Bei
verwendeten Zwischenknoten waren die Formfunktiariehtlinear.

Werden die rs-Koordinaten der einzelnen Knoten@nAthsatzfunktion eingesetzt, stellen die
Formfunktionen Nsicher, dass die entsprechendgmXoordinaten der Eckpunkte
resultieren.

xr, , ,
CESE] m (s)=(00) (s)=(0), (5)=(3) wnaes)=(09
Fur die weiteren Betrachtungen werden die Zusaméregéhzwischen den xu- und rs-
Koordinaten benotigt. Die totalen Differentiale elogn:

0X 0X ou ou or 0s

dx=—dr+—ds, du=—dr+—ds, dr:—dx+ﬂdu und ds=§dx+—du
or 0s or 0s o0x ou o0x ou

bzw. in Matrixschreibweise:
W) o as|9r) L jogefor 0s|-0x0u_oxou
du) |Ou Ou|ds ou ou| grds 0sor

Ea_s or 0s
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or or

dr) _|ax au [ 9%

ds) |9s 0s|du
0x ou

Ist die Jacobideterminate J ungleich null, so kdiererste Matrixgleichung invertiert werden

und mit der zweiten Matrixgleichung ein Koeffizienwergleich durchgefihrt werden.
-1

ox 0x Jdu ox or or
(drj: o s (dszl s os (dsz X du (dxj
dr) [O0u Ou| (du) J|_0u 0X [du) |0s s |du
or 0s or or ox ou
= ﬁ:l%’ ﬂ:—l%’ %:—1@ und %:1%
ox Jos Ju Jos  Ox J or ou Jor

Die rs-Koordinaten werden auch verwendet, um diesthgebung i W, eines beliebigen
Punktes des Viereckes zu beschreiben.

WIS

Setzt man die entsprechenden rs-Koordinaten deteldrain, folgen wieder die
Verschiebungen der Knoten.

((Sﬂ)j(j Mt (,5)=(00), (5)=(10). (5,5)=(11) und (r,5,)=(03)

u(r.s)) (u,

Die partiellen Ableitungen der Verschiebungegruod y, nach x und u kdnnen gemal der
Kettenregel wie folgt dargestellt werden:

ou, zauxﬂ+6uX§ ou, :aungrauX%

0x Or ox 0s ox du dr du ds du’

ou, =auug+auu§ ou, zauungauu@

Ox Or 0x 0s Ox ou Or du 0s du

und

Mit den Ableitungen der Verschiebungen kann derridelgsvektor

ou,
E, ox
ou,
& |=
ou
4 ou, , 0u,
+ U
ou 0x

in Abhéangigkeit von den Knotenverschiebungen w,, ..., Ws, Ws angegeben werden.
Dafir wird ein elementspezifischer (8x1)-Verschietpsvektor udefiniert, der all diese
Knotenverschiebeungen beinhaltet.

U, = (uxl Ug Ugo Up Ug Uz Uy uu4)T = ( u, U, )T

XI ul
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Fur die einzelnen Komponenten des Dehnungsvekiibicagmn:
4 4
£ = du, _0u, or 6u 0s _ ZUX. oN, ar ZUX. oN, ) 0s
ox or 6x ds ox oy ar )ax oy ds ) ax

:( aN'g.yﬂ% 0 ) Uy :(

uxi
D1,2(i—1)+1 0 -

ui i

or 0x 0s 0X

_0u, _du, or du, 0s _(~~  ON Jor (<& 0N, )0s
‘su___—_-l- Y zuui_ -7 Zuui_ ™
ou Or du 0ds du = or Jou %5 Jds Jou

6N or 6N 0s U, Uy
:( 0 j :( 0 D2,2(i—1)+2

ui ui

el W Tl Bt

or du 0s du

ou, A Ou, _0du, or  Ou, ds A du, Or A du, 0S
DX Mo X X Ty W U T

ou OXx Or du O0sodu Oor 0x 0s oX

L ON;Jor (& ON; )OS (<& ON, \or (<. ON,)0s
=>u u u + YU
{Zl“ X or Jau [Zl . asjau {Zl " or Jax [; v 6sjau

uxi

- ( . D3,2(i—1)+1 D3,2(i—1)+2

ui ui

L. ON.Or 0N, 3s 0N, dr 0N, ds j
or ou 0s du Or 0x 0s 0OX

Zusammenfassend ist der Dehnungsvektor ein Preliogt (3x8)-Matrix D mit dem Vektor
Ue der Knotenverschiebungen. Die Matrix D ist von €kst vorgegebenen
Knotenpunktskoordinaten,x4 und den Elementkoordinaten r und s abhangig.

2 Dlz(i—1)+1 0 UL,
&, |=] 0 D2,2(i—1)+2 ol = DU,
14 D 3.2(i-1)+1 D 32i-1)+2 ;UI

Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix erfolgt ampium Zugstab mit der Auswertung des
Integrals, welches die die im Element gespeicharteren Energie bestimmt. Da es sich um
eine ebene Aufgabenstellung handelt, wird mit elfiaheitshohe gearbeitet und das
Volumenintegral kann in ein Flachenintegral tGiber Hiementfliche A umgewandelt werden.

UX
W =1j(0’xex +0,£, +1y)dV =1J'(0’X€x tO&,t TV)dAzlj(fx & ¥) o, dA
2, 25 2% r

In dieses Integral wird das lineare Materialgesetz
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o 1 v 0 (& &,
g, |= E2 v 1 0 |¢g& |=C ¢,
1-v 1-v
4 0 O T 14 14

welches den Zusammenhang zwischen Spannungen Unmdibgeen beschreibt, eingebaut.

1 1 v 0 |& £,
W ZEJ;\(‘EX £, y)l_V2 v o1 19|/ g, |[dA= j g, y)C| & |[dA
0 O IR 14 14

Der Dehnungsvektor wird durch die Knotenverschigfamersetzt.
W, :% [ulDTcDydA
A

Gleichzeitig wird mit dem Transformationsgesett(ger zu zeigen, vgl. Literatur)
dA=dxdu= Jdrds

das Integral in ein Integral mit den elementspezifén Koordinaten r und s umgewandelt.

—“GTDTCDuderds—— ”DTCDderdﬂ = ”Kﬂdrdsu %u Kd,

Es resultiert die (8x8)-Elementsteifigkeitsmatrix.

K= ﬁ D'CDdJdrds= ﬁ K -drds
00 00

deren Koeffizienten K

K, -”Kudrds

konnen im Allgemeinen nicht analytisch berechnetdenr, da die Koeffizienten;K von den
Koordinaten r und s nichtlinear abhangig sind.\v&eden im Normalfall numerisch mit der
GauBintegration bestimmt.

11 4
K; = I[!.. K (r, s)drds=|2:1:W| Ki(n,s)

Die bei der GauRintegration notwendigen Stutzstedl@hlt man zu

(rl,sl){l %3 1 ﬁj (5= (1 V3 1 fj,

2 6’2 6

(rsl%):(lJf\/g 1+§j und (r4,s4) (l El ﬁj

2 6'2 6
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und die Gewichtungsfaktoren zu.
W =w, =w, =w, = 025

Der Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix aus demieletsteifigkeitsmatrizen erfolgt analog
zum Zugstab. Ebenso die Bestimmung der Knotenvigisehgen. Sind diese bekannt,
kénnen daraus der Elementdehnungsvektor und aeBehid die Elementspannungen
bestimmt werden.

4.1.6 Steifigkeitsmatrix von Schalenelementen

Die Schalen- oder Flachenelemente sind im
Normalfall Vierecke mit 4 Knoten oder Dreiecke mii
3 Knoten. Die durch die Knoten aufgespannte Flac|
stellt die Mittelflache des Bauteils dar. Analog de
Querschnittsflache beim Zugstab wird der
Mittelflache eine Wandstarke H zugeordnet. Damit
wird ein kleiner Ausschnitt des realen Flachenhaute
dargestellt. FUr die Herleitung der Elementste#iggk
wird ein Viereck betrachtet und anfanglich
angenommen, dass das Viereck in der xu-Ebene lit
Somit haben die 4 Knoten die Koordinaten, (x, 0),
(X2, W, 0), (%, Ws, 0), (%, W, 0). Die eingefihrten r
und s Koordinaten sind identisch zu den elemeniipeizen Koordinaten des ebenen
Solidelements. Durch die Annahme, dass das Elemelar xu-Ebene liegt, ist die globale
und elementspezifische t-Koordinate identisch.@gchreibt den Abstand von der
Mittelflache. Da das Schalenelement ein raumlidblesnent ist, setzt sich die Verschiebung
u aus einer Komponentg i x-Richtung, einer Komponentg im u-Richtung und einer
Komponente in t-Richtung zusammen. Es wird vorausgesetzt dasVerschiebung in t-
Richtung unabhangig von t ist. Dies bedeutet, das$eim Balken sich die Oberseite, die
Unterseite und die Mittelflache gleich stark initiRrung absenken.

z
\/vy
&
Ansichtswinkel: -22.4 -65.3 -53.2

Die Verschiebung u eines beliebigen Punktes P deal&elements, welcher durch die

unverformt:

(X4, Uq)

(s S4) (rs s3)
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lokalen Koordinaten r, s und t beschrieben werdamksoll betrachtet werden.

Der Ful3- oder Lotpunkt M des Punktes P auf dieéMifiche wird zusatzlich eingefuhrt. Im
unverformten Zustand steht die Verbindungslinie 8¢Rkrecht auf der Mittelflache bzw. auf
der xu-Ebene. Durch die Verformung neigt sich degbihdungslinie um die x- und u-Achse.
Mit dem urspriunglichen senkrechten Lot schlieRdsien um die x-Achse den Winkelund

um die u-Achse den Wink@l ein. Mit dieser Annahme lasst sich die Verschigpumles

Punktes P als Summe der Verschiebupges Mittelpunktes und dem Abstand des Punktes P
vom Lotpunkt mal den Neigungswinkeln beschreiben.

u(rst)) (ua(rs)) (-B(rs)) , (u, (B
u(rst)|=| un(rs) [+t 0 =3 1u [N(rs)+t3 | 0 |N(rs)
u,(r,st)) (uy(rs) a(rs) ) Tlu, 2

Die Formfunktionen Nsind identisch zu den Formfunktionen beim eberdi&ement. Die
Verschiebungen,y w;, Wi und die Verdrehungem undf; beschreiben die Verschiebungen
und Verdrehungen am Knoten i.

Das Schalenelement ist ein raumliches ElementaBa kngenommen werden, dass die
Normalspannungea; in t-Richtung gleich null sind, aber die Schubspargent,; undt;
sowie die Winkelverzerrunger: undy,: mussen berucksichtigt werden, um die Verschiebung
in t-Richtung erfassen zu konnen. Diese Schubspayemuund Winkelverzerrungen verhalten
sich identisch zu der Schubspannangd die Winkelverzerrung Nur, sie liegen nicht in
der xu-Ebene, sondern sind in der xt- bzw. ut-Elvenesam.

E

B B _ _E
TXt_GVXt_2(1+V)th und Tut_Gyut_2(1+V)yut

Mit diesen beiden zusatzlichen Winkelverzerrungsveéet sich der Vektor der Dehnungen
zu:

ou,

0X

£, ou,

; ou
y |= aux +%
Ju 0x
Vi ou, . Ju,
X 4t
yut ot [1)4
oy, | 0%
ot odu

In Abhangigkeit von den Knotenverschiebungen ui, Wa,..., Wa, g, Wae und den
Verdrehungemy, B4, ..., 04, B4 kOnnen die einzelnen Komponenten des Dehnungsgekto
angegeben werden. Dazu wird ein elementspezifiq@den )-Verschiebungsvektog u
definiert, der all diese KnotenverschiebeungenViedirehungen beinhaltet.

d=(- u, u, u, a & B - i=1,...4

XI

Um den Zusammenbau mehrerer Elementsteifigkeit&eatru einer
Gesamtsteifigkeitsmatrix zu verbessern wird zugdtaine Verdrehungy, ..., & um die t-
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Achse berticksichtigt. Da die t-Achse senkrechtdaufxu-Ebene bzw. rs-Ebene steht, sind

die Differentiale

ot _ﬂ:ﬂ:@:o und ﬂ=1
ox ou ot ot ot
vorgegeben.

. :aux:auxg+aux§+auxg:auxg+auX§
“ox ar ox asax ot ox ar ox asax

(2o S (RS )

or 0x 0s ox
=( Digign 0 0 0 0 tDyg )'je
ou

e = u_auuar ou, 0s 0u ot auuar du, 0s
" 3u or ou @sau ot ou or ou s ou

_ 4( oN; aNij or 4( oN; aNij ds
= >l uy, +ta, —+ > u, +ta, s
- or or JJou \ 4 0s 0s ))ou

or du 0s du or du 0s du

( aNiﬂﬁNi % 4500 0 t[—aN‘ar—aN‘aSj j( Uy U U, a & B )

( o o ON.or oN os t[aNar aNasj 00 J( oy U @ & B )

:( 00 D2,6(i—1)+3 tDz,e(i—1)+4 00 )je

X

ou OXx Or du 0sodu Or 0x O0s ax

S ON,_ LN \or (<[, N, ds
) Z;(u ar P ar Dau [Z‘[ E_t’g Dau
4 ON. 6 or 2 oN, aN 0s
+ —+t +ta —
Zl[u o o Dax (Zl(” s or Bax

(.. ON.or oN,ds . ON, ar 0N, ds t[aN or , ON, asj

or au 0s odu or ax 0s 0x or ax ar ox
:( Digign O Dagigs Dggiga O tDzgiaps ):ie

ou,  Ou, Ou, dr  du, 0s  du, Or , Ou, 0S
—X U= —+ — 4+ —+ —

du,  0du, _ou, ot au or au o[ 2, 0N,
=Xt =X —t - = N, + Uy
et S o T o as o &P (Z or

{ o ONar o 3

i=1

0 _Ni O Ue:(...
ar ax as ax

0D 46(i-1)+2

t(_aNi or _0N, 0s) )5
or du ar du ¢

4, 0N \os
— + | ==
(;u“ ds jax

000 D4,6(i—1)+6 )ﬁe
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ou, Ou _0du, ot Ou Oor Ou or & 4 0N, \or 4
= Ut Tt 4+t =Y aN + u —- |—+ u, —-
V= o oo arou asou 20N (Z_: “or Jau (Zl: " os
ON, or ON. 0s
=|... L= +=—1 =0 N, 0 0 -|i,=(-- 0 Dggig, O Dggipa 0 O
( or ou  ds ou i j e ( 5,6(i-1)+2 5,6(i-1)+4
Uy
&, D:Le(i -~ 0 0 0 0 tDl,ﬁ(i—l)+6 U
&y 0 0 D 2,6(-1)+3 tD 2,6(i-1)+4 0 0 u“_
Y |= D 36(i-1)+1 0 D 36i-1)+3 tD 36(i-1)+4 0 b 3.6(i-1)+6 C;I
Vi 0 D, 612 0 0 0 Dygi-to 5.
Vit 0 D stz 0 Degigpa O 0 ﬂl

= (Dl +tD2)ue = Dae

Fur die Berechnung der Steifigkeitsmatrix wird weedas Integral, welches die im Element
gespeicherte inneren Energig Bé¢stimmt, ausgewertet. Dabei werden die Einflilese

Schubspannunger, undty bzw. der Winkelverzerrungeg: undyy beriicksichtigt. Dies
macht sich direkt beim Integral

VVI = %j (axgx + Jugu + Ty+ Z-xtyxt + Z-utyut )dv
\

und beim Materialgesetz bemerkbar.

1 v 0 0 0
Ox v 1 0 0 0 [ £,
g, £ |00 1-v 0 o | ¢ u
r|= 2 =C| y
1-vlg 0 o Y o
Xt 2 yxt yxt
ut O O O O 1_V yut yut
2

Setzt man das Materialgesetz in das Energieintegrafolgt:

g, &y
1 o 1 )
VVI ZEI(‘SX & V Vu Vu) T dv ZEI(‘E‘X &V Va yUt)C y dv
v Ty A Ve
Lt Y
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1 H/2
==[ [l (D, +tD,) (D, + D,t)i dtdA
2
A- H/2
1. H/2
=0 I| [(prco, +tbjcp, +tbfCD, +t2D}CD, JduAd,
A-H/2

Die Matrizen O und D, sind nur von r und s abhangig. Dies bedeutetindégration in t-
Richtung kann analytisch durchgefuhrt werden. Im diéer betrachteten Fall, bei welchem
von -H/2 bis H/2 integriert wird, werden dabei diétleren Terme tB'CD; und tD,'CD, zu
null. Im Allgemeinen muss dies nicht sein! Das Reintegral dA wird wieder durch zwei
eindimensionale Integrale in r- und s-Richtung &tse

W, =20 [| HD] rep, + 7 prep, |aag,
2 12

A

N
i}
4
ey
i}

@

I\)|I—‘

11 H 1 11
”[HD CD, +——DJCD derd =] [ [ K drddi, =
10 12 2 10

Es resultiert die (24x24)-ElementsteifigkeitsmatlixDeren Koeffizienten K

K, —”Kudrds

kénnen wie bei den ebenen Solidelementen im Allgeemenicht analytisch berechnet
werden Sie werden im Normalfall numerisch mit dauGintegration bestimmt.

Durch die zuséatzlichen Verdrehudgum die t-Achse sind die 6., 12., 18. und 24. Zeiid
Spalte identisch gleich null. Durch

2
ou auu
mlnj ( (au &j_d) dav

kann ein Zusammenhang zwischen den Verschiebungemduy, und der Verdrehund
formuliert werden. Es sind d&-Werte gesucht, die Funktion minimieren. Diese éinchan,
wenn man das die Funktion naglableitet und die Ableitung gleich null setzt. Desultieren
Gleichungen stellen die 6., 12. 18. und 24. Zeil® Bpalte der Elementsteifigkeitsmatrix dar.
Die 6j. Zeile (j = 1, 2, 3 ,4) lautet dann mit i =2,,3, 4:

Ky =[(+ -D, D, 0 tD, tD, NN, -V

6]
v

mit
Dx :ﬂﬂ aN aS und Du :ﬂﬂ aN 65
or ox as ax or du as au

Der Parameter ¢ wird haufig so festgelegt, dassadigltierenden Zahlenwerte von der
gleichen GrélRenordnung sind, wie die restlicherir&ge der Elementsteifigkeitsmatrix.
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Verwendet man die vorgestellte Herleitung, stebinnfest, dass sich das Bauteil bei der
Berechnung ,steifer” verhalt als in der Realitévbrvie bei der analytischen Betrachtung.
Ein wesentlicher Grund dafir ist das sogenannte<ghablocking. Durch die
vereinfachenden, linearen Ansatzfunktionen kéneaterSpannungs- oder
Dehnungszustande nicht realitdtsgerecht dargesteitten.

Dies kann an einer einfachen
Beispielgeometrie verdeutlicht
werden, welche links fest eingespannt
und rechts mit einem MomentM
belastet ist. AuRer der analytischen
Spannungsberechnung folgt, dass bei
dieser Belastung nur das innere
Biegemoment um die u-Achse
ungleich null ist, nicht aber die
Querkraft Q Mit der
Querschnittsflache Afolgt mit

0=Q = J. T, dA, = J.nytdAJt d
Aut A

(Ugas Ba)

dass die Winkelverzerrung; Giber der gesamten Querschnittsflachekanstant gleich null
sein muss. Um dies zu Uberpriufen, wird die Geométridentische Quadrate zerteilt.
Betrachtet man das in der Skizze als E4 bezeiclitleteent, so haben die 4 Eckpunkte die
Koordinaten

X = Xy, X, = Xg, u =u, und U; =U,.
Fur einen beliebigen Punkt des Elements E4 gilhdan

X(r,s)=§>s Ni(r8) = x,(1=1 =5+ 19))+ %, (r (L)) + %, (rs)) + x, (1= 1)) = %, (1= 1) + %, (r)

u(r,s) = Zu N;(r,8) = (L= = s+15))+ U, (r(L-8)) + uy(rs)) + u,(sl2- 1)) = vy (L 8) + uy(s)
a_x_= oX _ ou ou

=> X, = X, — =0, —=0 und —=u,—u

o e h s ar os 7
0x du 0xdu

J=———-——=(X, — X )lu, —u, ) = konstant
or 0s s or (e =), )

or _1ou_ 1 _ or _1ox _

— =——=———=konstant —=——=

ox Jods X, —X ou Jos

@:l@:o, ﬁzi%:izkonstant

ox Jor ou Jos u—-u

Bei der Verformung treten nur Verschiebungen, (U, W) in t-Richtung und Verdrehungen
(B1,--., B4) um die u-Achse auf. Auf Grund der Symmetrie gilt:

Uy = Uy, U, = Ug, B =B, und B, = B
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Analog zu den x- und u-Koordinaten folgt fir diers@&iebungenwndf:

= guﬂ N.(r,s)=u,[1-r —s+rs))+u,(r1-s)) +us(rs)) +u,(s@-r)) = u,[@-r) +u,(r)

ﬁ(r,s)=§ﬂ. N,(r.s)= B1-1 -s+19))+ B,(r(1-5))+ B,(rs))+ B,(sl1-1)) = B1-1)+ B,(r)

Fur die Winkelverzerrung folgt:

y =0, 0u _du  du, _0u dr oy ds o(-tB)_oudr_,
“To Tox ox ot or ox dsox . at or ox
ON; or 1
=+ 00 —/— 0 -N; 0 U, =(U, ~Uy)——-B1-1)=-B,(r
( S0 N 0 i =) A0 A)

Findet man fUr einen r-Wert eine Wertekombinatipn 82, U1, W), die die Bedingungy: = 0
erfullt, so ergeben diese Werte fir eine gednddfiordinate eine Winkelverzerruryg # 0.
Dies bedeutet, dass bei diesem Ansatz und beirdsesepielsituation die Winkelverzerrung
Yxt hicht an allen Punkten des Elements gleich nylinas der Realitat widerspricht.

Basierend auf den Ideen von Bathe und Dvorkin (vggratur) C
kann ein modifizierter Ansatz gewahlt werden. Dazarden D

zwischen den 4 Knoten die Zusatzpunkte A, B, CDnd

eingefuhrt. Mit Hilfe dieser Punkte werden die lexid

Winkelverzerrungery,: undyy: neu definiert. A B
, 20U ou oy, [axar %§j+auu[%ﬂ+@§j+%ﬂ+%§
9t ax ot \ar dx s dx ot \ or ox 0s ox or ox 0s ox

ot 0s ot as 0s

or ou, 0x , du, du , du, ou, 6x ou, Oou , du,
o [ e IO
ot or ot or or ot ar ot or or

0s ou, ax ou, Ou . du, ou, ax ou, au au
2l S+ .
ot as ot 0s O0s

:ﬂ %%+%6u ou, as ou, 6x+0u ou %
ox\ ot or ot or ar ax

ot as ot as 0s

_du, du, _du, (6x or , ox asj au, (6u or  du asj au, ar du, ds

Yy =—t+—t= 220 S Bl ¥ S St San S

ot odu ot \or du o0Jsadu ot \or du 0sadu Oor du 0s du
_0r (du, 6x ou, 6u+6_uj 6s(6u 6x ou, 6u+6_uj
du\ ot ar ot or oOr ot 65 ot 0s O0s

o S)(au ox , du, ou auj (au ox , du, ou autj]

ou ot or ot 6r ot or ot ar or

0s (au ax du, du au] ou, 0x Ou du autj
+—| (1-r) x T2 T T T

ou ot as ot ds ot 0s odt 0s 0s )/,
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mit

ox ox) _ 0 _ ox)\ _

R b R I R
R R - R R

ar ), 2 M1 or . 3 Y4 ds ), 3 V2 ds ), 4 M1

ou, ou, ou, ou,

%j __BtB auxj __BthB auxj __B*B auxj __Bth

ot 2 ot 2 ot 2 ), 2
auuj _a,+a, auuj _a,+a; 6uuj _as+a, ou, a,+a,
ot J, 2 7 ot 2 7 ot ). 2 7 ot ), 2

Ubertragen auf die Beispielgeometrie bedeuet dies:
du,  Ou, _or ou, 0x , du, du , Ju, ou, 0x , du, ou , du,
Xt | (l-s) XL+ +(s) =2+ —+

at  ox  ox ot or ot or or ot or ot or ar ),

Lt e A TE FTC E TP R

X =X
— 1 [_ ,B1+132 (X :81+132 U, ~Uy
X, =% 2 2 2 X, =%

yxt=

- X1)+ U, _utlj =

Die Wertekombinationf{i, B2, W1, W) ist unabhangig von r und s. Erfillt sie die Bepling
Yxt = O fUr einen Punkt, so gilt dies auch fiir allederen Punkte des Elements.

Es kdnnen noch weitere Lockingeffekte (vgl. Literxtbreobachtet werden. Diese haben aber
in der Regel einen deutlich geringeren Einflussdals Querschublocking und kénnen haufig
vernachlassigt werden.

Haufig liegen die Elemente nicht in
einer Ebene. Dann muss flr jedes
Element Eein elementspezifisches
X;, t, y- Koordinatensystem
eingefuhrt werden. Sind die
Knotenkoordinaten g Ygi, Zgi im
globalen ¥, g, Z5-
Koordinatensystem gegeben,
werden sie durch die
Transformation

)ﬁ Xgi
t =T Yo |~ XmEj
U Zy
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Der Vektor xg; ist der Abstandsvektor des Elementmittelpunktes Kwordinatenursprung
des globalen g vy, Z;-Koordinatensystem. Die Transformationmatrpbd€inhaltet die drei
Koordinatenvektoren;xt und y in globalen Koordinaten

T, = (Xj t; Uj)

Beschreiben die Verschiebungegiwvgyi, Wg,i die Knotenverschiebungen in globalen
Koordinaten und die Verdrehungég., §qyi, ¢4z die globalen Verdrehungen der Knoten, so
gilt zwischen den lokalen und globalen GréR3en fiotgr ZUusammenhang:

uxi ngi ai ¢gxi
Ui |=T| Wy, und O |=T| Dy
uui Wgzi ﬁ| ¢gzi

Mochte man die Elementsteifigkeitsmatrix K vom IllekaKoordinatensystem ins globale
transformieren, so erfolgt dies tiber das Matrixpiad

_ T 0 Tt 0
global — 0 T_T K 0 T_l

Analog zum Zugstab folgt die weitere Vorgehenswésstimmung der
Gesamtsteifigkeitsmatrix, Berechnung der Knotersléebhungen und Knotenrotationen).
Daraus kdnnen wieder die Spannungen in den einz&leanenten bestimt werden.

4.2 Dynamische FEMFestigkeitsberechnung

Bei der dynamischen FEM-Berechnung muss die Lagfangtion (vgl. Literatur)
L =W, -W, +W,

betrachtet werden. Die innere Energigei8¥ unveréandert zur statischen Analyse. Bei der
aulReren Energie YMmuss der Vorfaktor %2 nicht verwendet werden. Zlgdit muss bei
dynamischen Berechnungen die kinetische Energido#&viicksichtigt werden. Die
Verschiebungen, die Geschwindigkeiten und die Besciigungen sind so festzulegen, dass
sie die Lagrangegleichung

i(%j_%za
dt\ da/) du
erfillen.

u,u,i: Verschiebungs-, Geschwindigkeits-, Beschleuniguegtor

Zum Anwenden der Lagrangegleichung muss die kicleti€nergie \Win Abhangigkeit von
der Geschwindigkeit angegeben werden. Eingesetiititleichung erhalt man im Vergleich
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zur statischen Betrachtung einen zusatzlichen Teetfcher die sogenannte Massenmatrix
M, die mit dem Beschleunigungsvektor zu multiplieie ist, enthalt.

4.2.1 Dynamische FEM fir ebene Fachwerke

Das linear-elastische Fachwerk aus der statiscimatyse soll weiter betrachtet werden. Zu
den Verschiebungen der einzelnen Knotenpunkte (fgs#aund Endpunkte der Zugstabe) K
K, und K3 kommen zusatzlich die
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.
Weiterhin gilt fur alle drei Zugstabe der
Zusammenhang EA/L = 300N/mm und
zusatzlichpAL = 60t. Durch das Aufbringen
der Kraft, bewegt sich das Fachwerk. Die
kinetische Bewegungsenergig:Wann
durch

W, :%ijp(ung;)dv

i=1\/i

dargestellt werden. Es muss beriicksichtigt
werden, dass der Stab eine Geschwindigkeit
ug in Stabrichtung und eine

Geschwindigkeiti, quer zum Stab besitzen kann. Diese werden miFdektionswerten am
Stabanfang Aund am Stabende Bnear interpoliert.

RN

Wy (S) = Wi (1‘ fSJ + Ve ['—i.j

Diese Funktionen werden in den Ansatz fur die ksobe Energie eingesetzt.

W =2 [ plod +ig Jav = 22 j uids+ 22 Jugds

i i uSBI

i 1-— .
Ugpi PA . , Lf,_S S| Wa
‘ -jds+7£(w‘*‘“ el s (1 L uj(w jds

l—_
_PA . ) L S s
_7['-(USAi Ugg; ) s (1 T f][
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b w0l

A .
:%(usAi usBi).[

-2 @

usBi

L/3 L/6Yu., /3 L /6 W,y

zl(usAi usBi)lO I/ I/ -SAI +£(Win WqBi)p Ll/ Ll/ -QA

2 Li/6 |—|/3 Ui 2 Li/6 L|/3 Wogi
2 0 1 0)uy Ugp
1/. ) . 1 0 2 0 1|Wu|_1y. . . | Won
=E(usAi Woai  Usgi WqBi)EIOALi 1020 uq: ZE(usAi Woai  Usgi WqBi)M' q:
O 1 0 2 WqBi WqBi

Die Matrix M’; wird als Elementmassenmatrix des Elements i bezuder lokalen

Koordinaten s und g genannt. Im nachsten Schiigrsdie

Geschwindigkeiten bezuglich des lokalen Koordinsystems s und q durch

Geschwindigkeiten bezuglich des globalen Koordimsgetems xy angegeben werden.
Ugp; c., C, 0 0

c.

Xi yi XAi
Woai | _| ~Cyi Gy 0 0 | Uyu -Ci
U 0 0 ¢, cC,|uUg s
sBi Xi yi XBi
Wegi 0 0 -c, ¢, \Ug

Dies wird in die kinetische Energie d\eingesetzt.

l]sAi
1 . . . . ' Win
WKi __(usAi Win Ugg; WqBi )Mi .
2 usBi
WqBi
UXAI
1;T TRAIA = 1 T -, 1 . lJyAi
_Eul CI Mlqui _Eul Miui _E(uxAi uyAl Ui uyB|)I\/|| .
uXBI
u

Die Matrix M; wird als konsistente Elementmassenmatrix bezugleiglobalen Koordinaten
Xy bezeichnet.
2

M =PAL
6

o —» O

= O N O
O N O BB
N O B O



HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 99

Aus ihr kann die ,lumped” Massenmatrix gebildet desm, indem alle Nebendiagonalwerte in
die Diagonale gepackt werden. Physikalisch bedeligst dass die Massen auf den
Anfangsknoten und den Endknoten konzentriert werden

1 000
|\/IZ&01OO
' 210010
0 001

Analog zur inneren Energie \Wann man mit dem Gesamtgeschwindigkeitsvektor

. uxl
uxl U
yl
Uy, ]
=, . ux2
u= = u
y2
uxn U
uyn ‘ x3
u

y3

aus den Elementmassenmatrizen eine Gesamtmassegnvhaitden,
3

W, _—Z M., ——‘TTiTMiTiﬁ:%GTMﬁ

':l

Element E1 (Anfangknoten K2, Endknoten K3, Lange=IL):
2010
2
M, _ PAL 0 0
6 |1 0 2
010

N O B

Element E2 (Anfangknoten K2, Endknoten K1, Lange=10.6L):
2010 12 0 06 O

M _pAO6L|0 2 0 1| pAL| O 12 0O 06
2 6 |1 020 6 106 0 12 O
010 2 0 06 0 12

Element E3 (Anfangknoten K1, Endknoten K3, Lange=10.8L):
2 010 16 0 08 O

_ PAOBL 0 201 pAL| O 16 O 08
6 1 020 6 108 0 16 O
010 2 0O 08 0 16

M,
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Die Summe der drei Elementmassenmatrizen ergilkahsistente Gesamtmassenmatrix:

12+16 0 06 0 08 0
0 12+16 0 06 0 08
M = PAL| 06 0 2+12 0 1 0
6 0 06 0 2+12 0 1
08 0 1 0 2+16 0
0 08 0 1 0 2+16
bzw. mitpAL = 60t:
28 0 6 0 8 O

0 28 0 6 0 8
6 0 32 0 10 O
0 6 0 32 0 10
8 0 10 0 36 O
0 8 0 10 0 36

bzw. die ,lumped* Massenmatrix
42 0 0 0 O

0

42 0 0 0 O
O 48 0 0 O
O 0 48 0 O
0O 0 0 54 0

0O 0 0O 0 54

o O O O O

Mit den definierten Energien kann die Lagrangefiorkt

=T —

-7 - 1-T -~
L=W,-W +W, ZEU MU_EU Ku+u F
gebildet werden und in die Lagrange-Gleichung
[&l&)-a)
dt\du/) du

eingesetzt werden. Man erhalt die zu I6sende Bemgsgleichung
MU+ Ku=F

mit dem Beschleunigungsvektor
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uxl . '
. uy]_
Uy | ]
I y ux2
u = = u
an --yz
.. ux3
Uy, "

y3

Berlcksichtigt man in dem gegebenen Beispiel die gkgebenen Randbedingungen=u
Uy1 = Ue = 0, wodurch auch in der dynamischen Bewegungsuleig die ersten drei Zeilen
nicht betrachtet werden missen, so folgt mit demped“ Massenmatrix das zu l6sende
Gleichungssystem:

48 0 0Yu,) (608 -144 -108 u,, 0
0 54 0|,|+ -144 567 144 |u,|=| ©
0 0 54)l,) (-108 144 108 )u ~100

y3

Im Allgemeinen muss die Differentialgleichung balie Bewegungsgleichung
MU+ Ku=F

unter Bertcksichtigung der Randbedingungen gelésti@n. Dazu gibt es im Wesentlichen
das numerische Integrieren und das analytischenLiiteHilfe des Modalraums. Das
erstgenannte Verfahren verlangt weniger Einschndgdém, kann aber nicht immer
garantieren, dass die ,korrekte* Losung gefundenvdas zweite findet immer die
Lrichtige” Losung, kann aber nur mit Einschrankungegewandet werden, da
Anforderungen erfullt werden missen, damit einen$i@mation in den Modalraum mdoglich
ist. Im Wesentlichen wird vorausgesetzt, dass dirilzen M und K konstant sind. Dies setzt
ein linear-elastisches Materialverhalten und lieRandbedingungen voraus.

Numerische Integration:

Man sucht die L6ésung der Bewegungsgleichung
an diskreten Zeitpunkten Fir die Bestimmung
der Verschiebungen,uder Beschleunigungen un

. Bekannter
d u(t) | Funktionsverlauf

_—"r7~\

des Kraftvektors Fzum Zeitpunkt;tsetzt man |_>%

voraus, dass die Grol3en zu den vorausgegangenen gesuchte

Zeitpunkten iy, t.o, t.3, .... bekannt sind. Funktionswerte

Zwischen den einzelnen Zeitpunkten verstreicht At

die konstante Zeitdifferenxt = t — §.1. , f_‘“, , , L
tig to Ga 4ty t

Die Beschleunigungen werden mit einer

Diskretisierung durch die Verschiebungen ersetafiiDgibt es verschiedene Méglichkeiten,

eines der einfachsten, aber nicht der besten \fexfiakt die Methode der Zentralen

Differenzen, die im Folgenden exemplarisch vorgksterd.

= Ui —Uix = Ui-1 —Ui-2

Ui = und Ui =————
At At
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- U —Ui-1 _ Ui-a—Ui-2 . .
= _Ui—Ua _ At At _ Ui —2Uia +Ui-2

At At At?

—

Verwendet man diese Diskretisierung der Beschleurggind im "Steifigkeitsterm” Ku die
Verschiebung zum Zeitpunktit so erhalt man dasxplizite Integrationsverfahren. Nimmt
man im "Steifigkeitsterm” Ku die Verschiebung amt@enkt §, so resultiert dasnplizite
Integrationsverfahren.

- Explizites Integrationsverfahren:
Ui — 2Ui4 +Ui-2

M A +KUix = Fy

- M\ e - -~ - - M\ e - - -
ui = (Ej (Fi - KUi—1)+ Ui-1 +Ui-1 —Ui-2 = (Ej (Fi - KUi—1)+ Ui + AtUi—
mit ﬁi_l :% und ﬁ. =M _1(Ei - Kai—1)

Vorteile:

Vorausgesetzt, dass die Massenmatrix eine Diag@takmst, die ohne grof3en
Rechenaufwand zu invertieren ist, missen beim aigati Verfahren nur Matrizen mit
Vektoren multipliziert und Vektoren addiert werd@ies benétigt nur sehr wenig
Rechenaufwand. Daher ist die Berechnung der Vebahgen und der Beschleunigung pro
Zeitschritt mit wenig Rechenaufwand verbunden.

Nachteile:

Die ZeitschrittweiteAt darf einen Maximalwert (vgl. Courant-Zahl, CFLgnach Courant,
Friedrich und Levy)) nicht Gberschreiten, der vam dModelleigenschaften abhangt. Bei
realistischen Berechnungen bedeutet dies, dasvisdhZeitschritte bendtigt werden.

Das explizite Verfahren wird eingesetzt, wenn pkgissche Vorgange in sehr kurzen
Zeitabschnitten erfolgen (z.B. Crash-Berechnungfddmprozesse).

- Implizites Integrationsverfahren:

- _><_ + U — _
U| ZU| ]2, U| 2 + Ku| — Fi
At

M - M (- -
(E-l- Kjui :(F, +E(2Ui—l_Ui—2)j

mit = MF;l(ER,i - KRGi)
e +At(aﬁi +(1—a)ﬂ'i_1) (0<a<1,z.B.a=0.5)

Vorteile:
Das implizite Verfahren besitzt keine beschranlggschrittweiteAt.
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Nachteile:

Es muss ein lineares Gleichungssystem geldst weddedie Matrix auf der linken Seite der
Gleichung die Steifigkeitsmatrix enthélt, die nigsn@ine Diagonalmatrix ist. Das Losen des
Gleichungssystems ist in der Praxis mit einem Behen Rechaufwand verbunden. Daher ist
ein einzelner Zeitschritkt immer sehr rechenaufwendig. Auf3erdem neigt dafakieen bei
grof3en Zeitschrittweitefit zu numerischer Dampfung. Das bedeutet, dassfeblznder
physikalischer Dampfung die Bewegung gegen eirgiostiren Wert strebt. Diese
numerische Dampfung kann durch kleine Modifikatioiiz.B. Newmark-Verfahren, Crank-
Nicolson-Verfahren) eliminiert werden.

Das implizite Verfahren wird bei langsamen Prozessgwendet (z.B.
Spannungsberechnung infolge Temperaturédnderung)

Fur die gegebene Bewegungsgleichung bzw. Diffeatgigichung

48 0 0} Uy, 608 -144 -108) u,, 0
0O 54 O |U,|+|—-144 567 144 |u,|=| O
0 0 54)Ug -108 144 108 ) uy, -100
—_ —
Mg Kr Fr
ergibt die explizite Rechenvorschrift:
uy2,i uy2,i—1 L]y2,i—1
ux 3, = ux 3i-1 +At L]x 3i-1
uy3,i uy3,i—1 L]y3,i—1
Y48 0 0 0 608 -144 -108) U,,4
+At?l 0 154 O 0 |-|-144 567 144 |ug,.,

0 0 ¥54)(-100) (-108 144 108 )\u, .,

Bei einer gewahlten Zeitschrittweite vah= 0.1 erhalt man die dargestellten
Verschiebungen.

Verschiebungen bei expliziter Integration, dt = 0.1

[«

} ) 2 4 /:3\ 8 1
L\ /o \

SN—"
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Die beiden numerischen Verfahren werden anhand eimelimensionalen Beispieles
verglichen. Mitm = 1, k = 0.25, f = 0, der Anfaagslenkung null und der
Anfangsgeschwindigkeit eins folgt die Differentil@ighung:

mi+ku=U+ 025 =0,

u, =u(t=0)=0 und U, =ult=0)=1

Die analytische Lésung lautet

)= \/E;’_msin(\/%tj _ 2sin(05)

—_—
a apt

mit der Eigenfrequenay = 0.5 und der Schwingungsperiode
T=Yf =21 =4r

Beim expliziten Losungsverfahren stellt sich mit deitschrittweiteAt = 1 folgende
Berechnungsvorschrift ein:

-1 2
m . At
u = —(—tzj ku_, +u_ +Ath_, =——Kku_, +2u_, -u_,=175u_ -u_,

Entsprechend erhalt man beim impliziten Lésungstheeia mit der Zeitschrittweitat = 1
folgende Berechnungsvorschrift:

-1
( m 4 kjui = A_TZ(ZUH - ui_z) bzw.u, = [Aﬂ + kj ﬂ(2ui_1 - ui_z) =16u,_, - 08u_,

At? t? At?
Zeit t1 tr=0 k=1 b=2 =3 =4 E=5
explizite 1 0 1 1.75 2.0625| 1.8594 1.1914
Verschiebung u
implizite -1 0 0.8 1.28 1.408 | 1.229| 0.840

Verschiebung u

(Hilfsgrof3e w: u,, =u, —Atu, =0-1=-1)

Zeit ts =6 t=7 E=8 b=9 to=10 | ;=11 | §,=12
explizite 0226 | -0.797 | -1.620| -2.038] -1.947 -1.369 -0.448
Verschiebung u

implizite 0.360 | -0.095 | -0.440| -0.629| -0.653 -0.543 -0.343

Verschiebung u
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In den folgenden Schaubildern
werden die analytische, die explizitg 2s

und die implizite L6sung 2 |
miteinander verglichen. Die implizitg .| /\ /\
Losung wird stark gedampft. Dies N\

bezeichnet man als numerische
Dampfung. Obwohl die
physikalische Gleichung keinen
Dampfungsterm beinhaltet, tritt bei

(=]

der erechnung Dampfung auf. Die | | analytsche Losung
explizite Lésung stimmt gut mit der \ / T o
analytischen uber ein. Allerdings 2 =

kann man bei ihr feststellen (vgl. 25

unteres Schaubild), dass sie nicht f{ »

alle ZeitschrittgroR3ent 15 analyische Losung

verwertebare Losungen ergibt. Wird e ~ /

die Zeitschrittweite kontinuierlich —
vergroRRert, erreicht man einen 1
Grenzwert, ab welchem die
Amplitude nicht konstant ist. Das
System bzw. die Amplitude ) A4

schaukelt sich auf oder ist nicht mel - \ /

stabil. o \/

-20

Bei diesem einfachen Beispiel kann dieser Grenzewgalizit ermittelt werden. Dazu wird der
explizite Lésungsansatz
2 2
U = _A_tkq—l t2, U, = —A—; 025%u,_,+2u_ —u_, = (2 - 025At2)ui_l -u._,
m

in eine Matrixgleichung umgeformt.
Uiy — 0 1 U, — U, - i=Al
u ) \-1 (2-028))\u, ) lu, B

Die Matrixgleichung bedeutet, dass der Verformungtmd zum Zeitpunkt i aus dem
Verformungszustand i-1 bestimmt werden kann, indeeser mit der Matrix A multipliziert
wird. Wird dies i-mal angewandt, so kann der Varfungszustand zum Zeitpunkt i aus den
Anfangsbedingungen errechnet werden.

G = A,

Das bedeutet, die Amplitude vonstrebt gegen unendlich, wenhgegen unendlich strebt.
Um dies abzuschéatzen, wird von der Matrix A die fi#at) der Eigenvektoren und die Matrix
D der Eigenwerte bestimmt. Ist die Matrix U entgiend normiert, so kann mit

U =Uy bzw. y =U70, =U"G
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die obige Gleichung zu
G=Al, => U=AW, => Vy=UTAUy, => ¥, =Dy,

umgewandelt werden. Auch der Vektekgnn zum Zeitpunkt i aus den Anfangsbedingungen
ermittelt werden.

y, =D'y, mit ¥, =U"G,

Die Ricktransformation ergibt:
i =Uy =UD'y, =UDU G,

Dies bedeutet, dassgegen unendlich strebt, wenhd2gen unendlich strebt. Da D eine
Diagonalmatrix mit den Eigenwert@nist, bedeutet dies umgekehrt, dass mit

0 o) (. 0 O
D'=|0 A4 0|=|{0 A O
0 0 ° 0 0 °

die Werte f[]r)\,-i fur wachsendes i nicht gegen unendlich strebefediwenn unicht gegen
unendlich streben bzw. beschrankt bleiben sollsegenau dann der Fall, wenn der Betrag

der Eigenwert@,; kleiner gleich eins ist. Fur die Matrix A folgt:

de{A-11)= de(o:fj ) 0251At2 —/1,-] = (-1, 2~ 0258t° - 4, )+1= 2 - (2~ 0254t 1, +1=0

_2- 025A" +4/(2- 025a¢°f -4

=> /]
12 2

=1- 0125t /(1- 01250¢2) -1

Damit der Betrag voR; kleiner gleich eins ist, muss
[1- 012507 <1 bzw. At<4

erfullt sein, bzw. die Zeitschrittwei muss kleiner gleich 4 sein. Mit der Eigenfrequenz

@ = %=\/025=o.5

kann die Bedingung zu

asZ=2 24
05

h

modifiziert werden. Dann erhalt man ein sogenansiigsiles Losungsverhalten. Aufgrund
von Rundungsfehlern sollte die gewéhlte Zeitsoheite deutlich kleiner als der theoretische
Grenzwert gewéhlt werden.
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Bei komplexeren Aufgabenstellungen lasst sich mesel Vorgehensweise auch eine
maximale Zeitschrittweite abschéatzen.

<£_ PAL
At @ 2\/1 \/EA/L \/EA/L \/7 \/E/p Vschall

Vschali Schallgeschwindigkeit im verwendeten Material bziarakteristische
Geschwindigkeit

L: Charakteristische Lange, bei der FEM-Berechnishdies die kleinste im Bauteil
vorkommende Elementkante. Das bedeutet, dass tHall 8merhalb eines Zeitschrittes
maximal ein Element (Zugstab, Balken, Schalenelémé@iumenelement) durchdringen
darf.

Daraus lasst sich die Courant-Friedrich-Levy-Z&#I(-Zahl) ablesen. Sie muss einen Wert
kleiner gleich eins haben, damit das Berechnungsihbdi expliziter Berechnung stabil ist
und man eine physikalisch sinnvolle Lésung findanrk

CFL-zahi=2"Y <1

v: Charakteristische Geschwindigkeit L: Charaktesthe Lange

Gleichzeitig erkennt man beim gegebenen Beispass diir alleAt < 4 der Betrag der
Eigenwerte eins betragt:

At=1: A, = 0875+~ 0875 -1= 0875+ 0.4841/-1 =>  |1,|=0875 +0484F =1
At=2: ), =05+v05" -1=05+0.8660/-1 =>  |A,[=V05°+0.8660 =1

Dies bedeutet, dass die Matrix\n der GréRenordnung eins ist und fir n gegendiiwh
nicht gegen null strebt. Somit tritt bei diesem fdaren keine numerische Dampfung auf.

Die gleiche Vorgehensweise kann auch auf den intg@hiZ.0sungsansatz angewandt werden.

ui—(Eﬁij Atz(zu U.-z)—m(zui-l U_,)= m(z U,)

Umgeformt in eine Matrixgleichung folgt:

(uulj i (—J/ (1+(())25At2) 2L+ 325m2)ﬁﬂ ) A{ﬂij = g

Wie beim expliziten Verfahren sind die Eigenwerte Matrix A entscheidend. Diese lauten:

1
A, =—— {1+ 05At/-1
2 1+O.25At2( )

i)
]
£

N

Deren Betrége sind fur alls kleiner eins. Daher strebt der Vektemnicht gegen unendlich.
Allerdings streben die Betrage der Eigenwerte fichsandeét gegen null.

At=1: ), = 1—25(11 05V-1)= 08+ 0.4/-1 =>  |1,|=08 + 04 =08944
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At=2:0,= % f+1/-1)= 05+ 05/-1 =>  |},|=V05+05" =07071

Daraus resultiert, dass fur wachsenfiedie numerische Dampfung auch zunimmit.

Neben der Untersuchung der Stabilitat und der nisctegn Dampfung ist die Untersuchung
des Diskretisierungsfehlers von Bedeutung. Mitédder Uberlagerung zweier
Taylorreihenentwicklungen fur und y.

U =u_ +U_At+ ui—z-lAt2 + %At?' +o(at?)

U_, =U_ —U_At+ ui—z-lAt2 —”i—6-lAt3 +o(at?)

kann die exakte zweite Ableitung angegeben werden:

Lo _u+tu,-2u, 1 A\_U —2u,+u_, 2
U, =——=+—0\|At")=——=""=+O|At
i-1 Atz Atz ( ) Atz ( )

Zieht man von diesem exakten Ausdruck fur die 2efibng fiir u den Ansatz fur die
zentralen Differenzen ab, so folgt der Diskretisrgysfehlerm.

L Utu_,—2u, _U—-2u_,+U_, 2\ U +U_,—2u_ 2
r=u_ —— i i-1 — i i i-2 + O|AL? )— 2 i i-1 = O(At
i-1 Atz Atz ( ) Atz ( )

Da der verbleibende Diskretisierungsfehler wdhabhangig ist, spricht man von einem
Verfahren zweiter Ordnung. Im Allgemeinen muss\énfahren mindestens von erster
Ordnung sein, dass der Diskretisierungsfehler lginkr werdendeAt auch verschwindet.

Beide betrachteten Varianten haben einen Nachiad.explizite Verfahren ist durch ein
maximalesAt beschrankt, beim impliziten Verfahren tritt numsehe Dampfung auf. Beide
Nachteile kbnnen beim Newmark-Verfahren, welchehdaufig verwendet wird,
ausgeblendet werden.

u =u_ +At +At2((0-5_ IB)Ui—l + ﬁuu)

U =u_+ At((l_ V)Ui—l + ) )

mi, +ky = f bzw. fiir obiges Beispiel: i, + 0254 =0

wobei die Konstanterd undy frei zu wéhlen sind. Losst man die erste Gleichuach der
zweiten Ableitung auf

1 1 . .o
i —E[E (Ui “U4 _Atui—l)_(o'S_ﬁ)ui‘lj

und setzt sie in die dritte ein, so folgt eine Bestungsgleichung fir;u

G, + 025y, = %(é (U -u,-Aw,)-(05- /;)ui_lj +025 =0

( L +025j' (iz(ui_ﬁmui_m°-5ﬁ‘ﬁui_lj

LA LAt
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Zur Untersuchung der Stabilitdt und der numerisdd@mpfung werden Verschiebungen,
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen zum Zeitpudirch die entsprechenden Werte

zum Zeitpunkt i-1 dargestellt.

_ 1 1 1 . . 05-8.
ui - 1 2 ui—l + ui—1 + ui—1
5+ 025 R s
. 1 025y 1 025y). 1
u = - u_, + + 025-—= |u_, +| At(1- + 025|- 025)At
i 1 +025 ,BAt i-1 {mtz /8 J i-1 ( ( y{ﬁﬂtz J }A
t2
= 1 _ 025; 0, -925, _ozs 0'5_ﬂUi_1J
vzl AT s
LAt
Diese drei Gleichungen werden zu einer Matrixglerghzusammengefasst:
1 1 05-p
u Aot Bt B
g [=—1 J02% 1, 025-02% ni- ) L4 025]- 025t 9278
. 1 _+o2s ABU A Lit B
/o pAt _ 0252> 025 _ 025058
JEAs JEAs B

Wiederum sind die Eigenwerte der Matrix A zu béttaa. Fir B =y = 0.5 lauten die
Betrage der Eigenwerte eins und null. Das bededistVerfahren ist stabil bzw. die

05- 3

Auslenkungen streben nicht gegen unendlich undteauch keine numerische Dampfung
auf. Ohne Herleitung kann aus der Literatur ibemmemwerden, dass dann der
Diskretisierungsfehler von zweiter Ordnung ist. Braverden diese Werte als
Standardparameter verwendet. Allgemein lasst sashkdgiteriump > 0.25 { + 0.5)?
aufstellen, bei welchem das Verfahrenytr 0.5 stabil ist. Allerdings nimmt die numerische
Dampfung mit wachsendeyundAt zu. AuR3erdem ist das Verfahren dann nur noch von

erster Ordnung.

Analytische Losung durch Transformation in den Moddraum:

Diese Losungsvariante setzt voraus, dass die MatiZ und K konstant sind. Die Lésung

\:\(/I)%(t)+ Ku(t)=F(t)

setzt sich aus den Lésungen der homogenen Diffalgieichung
M ﬁ'hi (t)+ Kﬁm (t) =0

und den partikularen Losungen zusammen. Eine Amggglichkeit fir die homogenen
Losungen i beinhaltet einen Anteil cost), der nur von der Zeit und einen weiteren Anteil
evi, der nur vom Ort abhangig ist. Die Grdafdewird als Eigenfrequenz und der Vektor als

Eigenvektor bezeichnet.

uni = codw teu

und tn = —af codw tev

3
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Setzt man diese Ansatze in die homogene Differghgiahung ein, so folgt
M (— o codwtev )+ K codwtlev =0

bzw.
~ A codwt)Mev +codwt)Keu =0 mit A =af

Streicht man den Kosinus, der nicht konstant gleighist, aus der Gleichung, resultiert das
allgemeine Eigenwertproblem

Kewu :)IiMa/.

welches gelést werden muss. Dazu zerlegt man dgséfenatrix M in eine obere und untere
Dreiecksmatrix.

M =LL"

Bertcksichtigt man diese Zerlegung und erganzlike Seite mit der Einheitsmatrix I, so
erhalt man die Gleichung

Klev = ALL ey

Das Gleichungssystem wird von links mit der Matrik multipliziert und gleichzeitig wird
die Einheitsmatrix zerlegt.

LKL ev = AL ev

Mit den Abklrzungen

A=L"KLT und y,=L"eu
folgt

Ay, =AY, bzw. (A-Al)y =0

Dies ist ein spezielles Eigenwertproblem. Bei diesédrd der Eigenwerk; mit
def{A-A1)=0

berechnet); ist der Eigenwert des speziellen Eigenwertprobjeahsr auch gleichzeitig des
allgemeinen Eigenwertproblems. Ist der Eigenwekahat, kann der Eigenvektor ges
speziellen Eigenwertproblems durch das Losen dgeplisleichungssystems bestimmt
werden. Mit

y =Lev

folgt der gesuchte Eigenvektor; eles allgemeinen Eigenwertproblems. Alternativ. gilt
(A=A1)y, =0 bzw. (LKL - A1) ew =0

Multipliziert man von links mit L und |6st die Klamer auf, so folgt:
L(L'KLT = A1) ew = LL'KL "L ew - LAIL ew =0
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bzw.
Kev ~AMev = (K -AM)ev =0

Sind alle Eigenwert#; und Eigenvektoren,gbestimmt, kbnnen die Eigenvektoren in der
Matrix der Eigenvektoren zusammengefasst werden.

—_

o=l s -

Mit dieser Matrix kann die Bewegungsgleichung im 8odalraum transformiert werden.
Da die Matrizen K und M unabhangig von der Zeitsigilt dies auch fur U. Man wahlt den
Ansatz

— —

u=Ua bzw. i=Ud

Eingesetzt in die urspriingliche Differentialgleiaiguolgt:
MUG+KUa =F

AnschlieRend multipliziert man diese Gleichung Viaks mit U'.
U'TMUG+U'KUa =UTF

Man erhélt das Anfangswertproblem

MG +K'a=F

mit

M"=U"MU, K”=U"KU und F =U'F
welches mit den Anfangsbedingungen

ao=alt=0)=U"(t=0) und @o=alt=0)=U"t=0)

zu losen ist. Die Matrizen M* und K* sind grunddéth Diagonalmatrizen. Das bedeutet,
dass alle Differentialgleichungen der einzelnerefeunabhangig voneinander sind. Jede
Zeile des Gleichungssystems beschreibt eine Drifexigleichung mit einer Unbekannten.

. K.’ F-
Mg, +Kia, =K bzw. a +—La, =5
i Mii
Der Quotient
KP
Ml?_ﬂ —A

kann durch den Eigenwext abgekirzt werden. Somit resultiert fir jeden Fegggrad im
Modalraum das Anfangswertproblem

O
di"'/]iaizl\ljl_i’ ai( :O):ai,o und di(t:O):di,O

Diese Differentialgleichungen kdnnen getrennt voaeder im Modalraum analytisch gel6st
werden. Die zeitlichen Lésungen des Modalraumesi@reabschlie3end mit
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ult)=uaft)

in den Zeitbereich zuricktransponiert. Somit hah i@ gesuchte Verschiebung in
Abhangigkeit von der Zeit. Aus den Verschiebungénrien analog zur statischen
Berechnung die zeitlich veranderlichen Spannungefen Staben bestimmt werden.

Auch bei der Anwendung dieses Verfahrens soll dgegene Bewegungsgleichung /
Differentialgleichung

48 0 0Yu,) (608 -144 -108 u,, 0
0 54 0|,|+ -144 567 144 |u,|=| ©
0 0 54)l,) (-108 144 108 )u ~100

y3

vorausgesetzt werden. Die Bestimmung der analyrstldsung wird in mehrere Teilschritte
aufgespaltet.

- Zerlegung der Massenmatrix und Berechnung von L™, L und L™

Ja8 0 0 148 0 0
L=L"=| 0 454 0 und L'=L"=| 0 154 0
0 o0 454 0 0 154
- Berechnung der Hilfsmatrix A:
A=L"KL"
V48 608 -144 -108) V48 126667 -28284 -21213
\/274 0 |-144 567 144| O \/;71 0 |=|-28284 105 26667
. . 1 |-108 144 108 . . 1 -21213 26667 2
54 J54

- Berechnung der Eigenwerte\;:
126667-A -2.8284 -21213

O=defA-Al)=det -28284 105-1 26667

-21213 26667 2-A
=(126667- 4 )(105- 4 )(2- A, )+ (- 2.8284)(2.6667)(- 2.1213
+(-2.1213(- 2.8284)(2.6667) - (126667 A )(2.6667)(2.6667)
—(-2.8284(- 2.8284(2- A )- (- 21213(105- A )(- 21213
= —A* + 2516674 -15972201, +1446734

Die Nullstellen dieses Polynoms dritter Ordnung bdig Eigenwerte lauten:
A, =1.0825, A, =8.6716, A, = 15413
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Mit w =\/)l_ierhalt man die Eigenfrequenzen:
) =1.0404, w, = 2.9448, w, =3.9259

Mit f =c/2merhalt man die Resonanzfrequenzen in Hertz:

f =0.1656-, f,=04687%, f, = 06248
S S S

- Berechnung des Eigenvektors gv

608-1.0825(28 ~144 -108 ey, (0
~144 567-1.0825054 144 ey, [=|0
-108 144 108-1.082554 ) ey, ) (0

Da det (KA;M) = 0 ist, hat das lineare Gleichungssystem unendiiele Lésungen. Um eine
Losung zu finden, wird ey = 1 gesetzt und anschliel3end:gew; berechnet. Somit kdnnen
die ersten beiden Zeilen des Gleichungssystems zu

566040 -144 \'ev,) (108

-144 508545) ev,, ) \144
umgeformt werden. Dieses reduzierte Gleichungssystgibt ey; = 0.1305 und ey = -
0.2462. Bei der FEM-Berechnung wird der Eigenvekteistens so normiert, dass die

betragsméanig groRte Komponente den Wert eins hd3ies ist bei ey = 1 bereits erfillt.
Somit lautet der erste Eigenvektor:

0.1305
ew =| —0.2462
1

- Berechnung des Eigenvektors ev

608-8.6716(48 ~144 -108 ev,) (0
~144 567-8.6716054 144 ev, [=| 0
~108 144 108-8671654 ) ey, |0

Wie beim 1. Eigenvektor gilt det (K-M) = 0. Daher hat das lineare Gleichungssystem
wieder unendlich viele Losungen. Um eine Lésundirzden, wird ey, = 1 gesetzt und
anschlie3end gy, ew; berechnet. Somit kdnnen die ersten beiden Zeisn d
Gleichungssystems zu

1917632 -144 (ey,) (108
-144 987336) ey, 144
umgeformt werden. Dieses reduzierte Gleichungssystgibt ey, = 5.5881 und ey =

6.6917. Die drei Komponenten des 2.Eigenvektorslaredurch den Wert der Komponente
geteilt, die den grof3ten Wert besitzt£8v Dies ergibt den zweiten Eigenvektor:
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0.8351

ew = 1
0.1494

- Berechnung des Eigenvektors gv

608- 15413[48 -144 -108 ev, 0
-144 567- 15413[%4 144 ev, =0
-108 144 108- 1541354 )\ ev, 0

Wie beim 1. und 2. Eigenvektor gilt det §&&M) = 0 ist. Daher hat das lineare
Gleichungssystem wieder unendlich viele Lésungean.dihe Losung zu finden, wird g\=
1 gesetzt und anschlieRend £ews berechnet. Somit kdnnen die ersten beiden Zedsn d
Gleichungssystems zu

-131824 -144 ey, (108
-144  -265302) ev,) 144
umgeformt werden. Dieses reduzierte Gleichungssystgibt eys = -3.4690 und ex =

2.4257. Die drei Komponenten des 3.Eigenvektorslareauch durch den Wert der
Komponente geteilt, die den grof3ten Wert besitzfsfeDies ergibt den dritten Eigenvektor:

1
ew =| —0.6993
-0.2883

- Matrix der Eigenvektoren:
Die Matrix der drei Eigenvektoren lautet dann:

01305 08351 1
U=lew e ew)=|-02462 1 -06993
1 01494 -02883

- Transformation in den Modalraum (Modaltransformation):
Mit
u=Ua und u=Uag

— —

wird die Bewegungsgleichung in den Modalraum tramsfert.
O

UTMUG+U'KUa=UTF bzw. MG +Ka=F
580906 O 0 Yd,) (629 0O 0 Ya, ~100
O 886801 O |d |+l 0 7690 0 |d,|=|-1494

0 0 788954\d,) | O 0 1216|d,) | 2883



HTWG Konstanz
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse

WS 2014/15

115

Das Bauteil soll anfanglich in Ruhe sein. Aus
uft=0)=ut=0)=0

folgt fir die Anfangsbedingungen im Modalraum:
ao=a(t=0)=Ut=0)=0  und

do=a(t=0)=U"i(t=0)=0

—

Dieses Gleichungssystem stellt drei entkoppeltéeBahtialgleichungen mit jeweils einem

Freiheitsgrady; dar.

1.Zeile

5809067, + 629a, = -100 bzw.

2.Zeile

88.680%r, + 769.0a, = —1494 bzw. a,+8.671ar,
3.Zeile

7889547, +12160a, = 2883 bzw.

Randbedingungen

¢, +1.0825z, = -1.7214

=-0.1685

¢, + 15413, = 0. 3654

Das System soll anfanglich in Ruhe sein. Damitailn Zeitpunkt t = O:

0=u(t=0)=Ua(t=0) und 0=ult=0)=Ua(t=0)
Dies liefert die Randbedingungen im Zeitbereich:

at=0)=0 und a(t=0)=0

- Analytische Lésung der Differentialgleichungen imModalraum:

Allgemein gilt fur die drei Differentialgleichungen

a ()= "M - cosar)

1. Zeile

a,(t)= _1.1672322154(1_ coim)) = -1.59041- cog1.0404))
2. Zeile

a,(t) = _89517651?5(1— co m)): ~0.01941- coq2.9448))
3. Zeile

a,(t)= 2‘53.’25?(1— cos(m» = 0.02371-c0g3.925%))

- Ricktransformation in den Zeitraum:
Die Losungen der drei Differentialgleichungen kémmnettels

ult)=uaft)

in den Zeitraum zurick transformiert werden.
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— uy2 —
u(t)=| u, |=Ualt)=| -0.2462
u 1

0.1305 0.8351

~1.59041- coq1.0404))

- 0.6993| - 0.01941 - co{2.9448))
0.1494 -0.2883) 0.02371-coq3.925%))

-0.2000) ( 0.2075c041.0404)+ 0.0162c042.9448) - 0.0237c03.9259)
=| 0.3555 |+| —0.3915c041.0404)+ 0.0194c0g2.9448) + 0.0166c043.925%)
-1.5999) | 1.5902c041.0404)+0.0029c0¢2.9448)+ 0.0068c03.9259)

Die Abbildung zeigt den
Verlauf von yp, U und yz in
Abhé&ngigkeit von der Zeit.

Verschiebungen bei drei Eigenvektoren

=
o

NN\

~N—" —ux3
—uy3

Sehr deutlich ist zu erkennen, dass die Bewegungesentlichen vom ersten Mod=, (t))
dominiert wird. Dies wird auch verdeutlicht, wenamzur Rucktransformation eine
modifizierte Matrix der Eigenvektoren U* verwendeéig nur den ersten Eigenvektor ev

beinhaltet. Gleichzeitig verwendet man dann auctden ersten Eigenmods.

u 0.1305

y2

~0.20741-cog1.0404))

U ()= ug |=U"a,(t)=| - 0.2462|(-1.5902(1- cod1.0404)) =| 0.39151-cod1.0404))

u 1

y3

-1.59041- cog1.0404))

Betrachtet man die
resultierenden Verschiebungen
erkennt man nur einen kleinen
Unterschied zu den
Verschiebungen, bei denen allg
Eigenvektoren berlcksichtigt
wurden. Dies macht man sich

in der Praxis zu nutzen, indem |

man nur die Eigenwerte und
Eigenvektoren bestimmt, die
im Wesentlichen die Dynamik
des Bauteils bestimmen. Wie

grol3 diese Anzahl ist, muss je |-

nach Geometrie entschieden

Verschiebungen bei einem Eigenvektor

werden.
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4.2.2 Massenmatrix des ebenen Balkens

Ein Punkt eines Balkens hat in s-Richtung die
Geschwindigkeit

u,(s)+qa(s)

Diese Geschwindigkeit ist eine Uberlagerung der
Geschwindigkeit der Mittellinie und einer Geschwalcbit
infolge einer Drehung um die Mittellinie. Der zweeikntell
ist abhangig von der Winkelgeschwindigkeit und dem
Abstand q von der Mittellinie. In g-Richtung hatr dRunkt
die Geschwindigkeit

Ws)

Um die kinematische Energied¢ines Balkens zu bestimmen muss das Produkt vantei
mal Gesamtgeschwindigkeit im Quadrat Giber dem $tabwen integriert werden.

W, =%\J;p((us +qa)’ +v'v2)dV

Ug(s)+qa(s)

= %IP(USZ 2 + 2096 +(qa) v = %jp(usz +U2)dV +%Jp(zusqa)dv +%lp((qd)2)dv

\% \%

Das erste Integral beschreibt den Anteil der
translatorischen Bewegung der Mittellinie. Er ist
identisch zum Ansatz des Zugstabes und fuhrt auch z
identischen Eintragen bei der Massenmatrix. Bei
konstanter Dicht@ kann das zweite Integral zu

% [ pl2aga)av = of u{ [ qu]dds
\Y L A

a
umgeformt werden. Da der Koordinatenursprung (¢ =0
im Flachenmittelpunkt liegt, ist das innere Intégyaich
null und somit auch der gesamte Term. Das dritieghal
kann ebenso in ein Integral Gber der Stablanged.dem Querschnittsflache A zerlegt
werden. Das innere Integral Uber der Querschriitte® entspricht dem Uber der Stablange
konstanten Flachentragheitsmoment I.

% J plaaf v :§ { a{ { qsz]ds=% { d’ds

Fur die Drehgeschwindigkeit wird ein linearer Arsatit den Funktionswerten am
Stabanfang A und Stabende B angenommen.

a(s)= c‘rA(l—Ej + c‘rs(fj
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Eingesetzt in das Integral folgt:

ﬂjast—plja a 1{5 (1_I EJ(Z:]dSZ(aA aB)%-{ 1%% (1_% fjd{gzj
o 0 o e e
:(aA aB) :(aA aB)_ .
3 : (1—%%_ (Lj {%] 6 (1 2](%]

Die mittige Matrix beschreibt den Anteil der Wingekchwindigkeit an der
Elementmassenmatrix. Beim Wechsel vom ,gestrichemsnglobale Koordinatensystem
muss bei der Winkelgeschwindigkeit nichts beaclwertden. Somit erhélt man in Bezug auf
den Elementgeschwindigkeitsvektor

L]_(uxA L]yA aA L]xB lJyB aB)

die konsistente Elementmassenmatrix bezuglich idmign xy-Koordinatensystem fur den
Balken.

2A° 0 0 A 0 O
0 240 0 A O
A0 0 20 0 0 |
"6|A O O 2A 0 O
O A 0O 0 2A O
O 0 I 0 0 2

Aus ihr kann die ,lumped” Massenmatrix gebildet desm, indem alle Nebendiagonalwerte in
die Diagonale gepackt werden. Physikalisch bedeligst dass die Massen und die
Massentragheiten auf den Anfangsknoten und denrieteik konzentriert werden.

A 00O OO

:&
2

O oo o o
o oo o >»
o oo — o
oo » OO0
o >» OO0 O
— 0o o o

4.2.3 Massenmatrix eines Torsionsstabs

Die kinetische Energie Wder Drehgeschwindigkeit um die Stabachse kannhdurc

1 2
Wi ZE\'/[IO(W)) dv
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angegeben werden, wobei r den Abstand eines Puniteder Stabachse beschreibt. Dieses
Integral kann zu

W, :% J o(rgYdv :g { ¢2( I\ erA]ds: % { #%ds

umgewandelt werden, wobei das innere Integral dersidnsflachentragheitsmoment |
entspricht. FUr die Drehgeschwindigkeit wird deekre Ansatz mit den Funktionswerten am
Stabanfang A und Stabende B gewahlt.

#(s)= ¢A(1—fj + ¢(§j

Eingesetz folgt analog zum ebenen Biegebalken:

S
1-—
_ P L{+,_S SY% |4 - o.L(2 1Yo,
LGRS I (l L LLB]dX 0 1% (1 ZLJ
L

Die mittige Matrix stellt die konsistente Elememsionsmassenmatrix dar.
M :& 21
6 (1 2

Aus ihr kann die ,lJumped” Massenmatrix gebildet den, indem alle Nebendiagonalwerte in
die Diagonale geschoben werden. Physikalisch betldigs, dass die Massentragheiten auf
den Anfangsknoten und den Endknoten konzentriertieve

2 (01

4.2.4 Massenmatrix eines raumlichen Balkens

Analog zur Elementsteifigkeitsmatrix wird bei dies&lement auch die Massenmatrix
aufgebaut. Sie hat hat die Dimension 12 und setataais den Massematrizen von Zugstab,
Biegebalken und Torsionsstab zusamntarentuell muss wie bei der Bestimmung der
Elementsteifigkeitsmatrix eine Koordiantentransfation durchgefiihrt werden.

4.2.5 Massenmatrix ebener Solidelemente

Die kinetische Energie Wdes ebenen Elements mit dem Flacheninhalt A und de
Einheitshohe H = 1 kann mit

W, :%jp(uf +u2)dv +%Ip(t]§ +02)dA
\% A
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angegeben werdeAnalog zur Bestimmung der Steifigkeitsmatrix werdéarecke
betrachtet und die Geschwindigkeiten mit den Kngéschwindigkeiten

die zu einem Elementgeschwindigkeitvektor zusamretsgt werden

- . ) i ) . i i LT
ue_(uxl ux2 ux3 ux4 uu1 uu2 uu3 uu4)

und den Formfunktionen
N,=1-r-s-rs, N,=r(l-s), N, =rs und N, =s{1-r)
ausgedruckt:
4 — —_— -
0,=>uN=(N, 0 N, 0 N, 0 N, O =Nt
—T -

i=1
4 —

U, =>0,N=(0 N, 0 N, 0 N; 0 N,)ie=Nyle
i=1

Eingesetz folgt:

11
W =5 ol + elom= 0 ] o Mo+ acras= G Sm

Es resultiert die (8x8)-Elementmassenmatrix

11 T — T 11
M =“,0(NXNX +NuNu)derds:HMDdrds
00 00

deren Koeffizienten \

11
M, :”M".Ddrds
00

im Normalfall numerisch mit der Gaul3integrationtbemt werden. Werden alle
Nebendiagonalwerte in die Diagonale geschobenltiswieder die ,lJumped*
Massenmatrix.

4.2.6 Massenmatrix von Schalenelementen

Wie bei der Bestimmung der Steifigkeitsmatrix waid Viereck mit der Grundflache A und
der Hohe H betrachtet, welches in der xu-Ebeng. li2g kinetische Energie \\kann mit

H/2
W, =2 ol -1 + 2 + (0, +taf v =2 | oo, ~ta) +o@ + (o, +a) ian
2v 2 A-H/2
angegeben werden. Dabei wird die GeschwindigkegsPunktes in x- und u-Richtung aus
den Geschwindigkeiten der Mittelflache und den [@esthwindigkeiten multipliziert mit
dem Abstand t von der Mittelflache zusammengesbBiet Geschwindigkeiten werden mit
dem Elementgeschwindigkeitvektor, der die Knotengesndigkeiten beinhaltet

ae:("' Uy U U, dy 5ui lBui )T i=1, .4

XI
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und den Formfunktionen

N,=1-r-s-rs, N,=r(l-s), N, =rs und N, =s{1-r)

ausgedrUckt

18 ZUX. BN =( N 0 0 0 0 —tN )= (N + N e

4 —T -
4 =N =(+ 0 N 0 0 0 0 -)ie=N e

i=1

uu+tc'r:Z4:uu,N,+taN =(+- 00 N tN, 00 ---)ﬁe=(ﬁu1+tﬁuz)Tﬁe

Eingesetzt folgt:

H/2

W, == j | ((ux —tpf +u2 +(u, +td)2)dtdA

A H/2

=G [[ (Nt Nt + NN+ (N e [N + 0] oot
_1-_»T — =T —  —T — =T o= =T

—EUeJ-J- J- p(lele"'tNxZle"'tleNxZ+t Nx2Nx2

— =T T T T T -

+NtNt +Nu1Nu1+tNu2Nu1+tNu1Nu2 +t NuzNuz]JdtdrdSJe

In dem hier betrachteten Fall, bei welchem von BI&2H/2 integriert wird ung tGber der
Hohe H konstant ist, werden die Terme mit dem Haikta null. Im Allgemeinen muss dies
nicht sein! Das Integral in t-Richtung kann analghi bestimmt werden, wobei der folgende

Ausdruck resultiert:
3

H —T — =T = 1=-T7 =
W, ——ue“p( ( N+ NeNL +NulNu1j+E(Nszxz+NuzNuz)derdsmEueMue

Es resultiert die (24x24)-Elementmassenmatrix
3 11

M = Hjjp( 2N+ NN, +Nu1Nu1dedrds+—”p( N z+NuzNuz)derds

311

= HﬁM drds+—”M drds
00

deren Koeffizienten \

11 . H311 .
M; = H{J;Mﬂjdrds+EJ;J;M2udrds

Im Normalfall wieder numerisch mit der Gaul3integmatbestimmt werden. Die entstehenden
Nebendiagonaleintrdge kbnnen negativ sein. Dahderdiese nicht einfach in die
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Diagonale geschoben werden, um die ,lJumped” Massémxzu erzeugen. Liegt das
Element nicht in de xu-Ebene muss wie bei der mesting der Elementsteifigkeitsmatrix
eine Koordinatentransformation durchgefiihrt werden.
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5. Spannungsauswertung

Die in den vorigen Kapiteln berechneten Spannukgamen in Nennspannungen und in
ortliche Spannungen unterteilt werden. Die Nennspagen sind im Normalfall die
Ergebnisse der analytischen Berechnungen. Altermagrden bei der numerischen FEM-
Berechnung die lokalen bzw. 6rtlichen Spannungeedmmet. Wahrend bei der Bestimmung
der Nennspannungen im Wesentlichen stabférmigeedayBalken) betrachtet werden,
liegen der FEM-Berechnung flachige oder volumenfgemBauteile zu Grunde. Je nach
Geometrie und Spannungsart mussen spezifische iathamgewandt werden, um die
Spannungsergebnisse zu interpretieren. Zusatzielt gine bedeutende Rolle, ob das
Bauteil geschweil3t ist, ob es Kerben besitzt ursdveelchem Material es besteht. Den
wichtigsten Anteil bei der Auswertung hat die Aerdelastung. Diese kann statisch oder
dynamisch sein. Wéahrend bei der statischen Berexhnu untersuchen ist, ob das Bauteil
der maximalen auftretenden Spannung stand hdlt,std bei der dynamischen Betrachtung
die Frage, wie viele Lastzyklen ein Bauteil Gbdist®ies fuhrt dazu, dass z.B. in der FKM-
Richtlinie (Forschungskuratorium Maschinenbau),Aliswertung in vier Kapiteln aufgeteilt
ist:

» Statischer Festigkeitsnachweis mit Nennspannungen

* Ermudungsfestigkeitsnachweis mit Nennspannungen

» Statischer Festigkeitsnachweis mit ortlichen Spagen
* Ermudungsfestigkeitsnachweis mit drtlichen Spaneuang

Die beiden statischen und die beiden dynamischeitédaben dabei einen sehr ahnlichen
Inhalt und kénnen bei einer groben Ubersicht zusangefasst werden. Die Richtlinie stellt
keine Norm, aber den Stand der Technik dar. ErRtizdErgénzungen finden man auch in
Buchern Betriebsfestigkeit von Erwin Haibach unchiEdungsfestigkeit von Dieter Radaj
und Michael Vormwald, die beide im Springerverlagchienen sind.

Sind bei einer Bauteilauslegung die Verformungem @otscheidender Rolle, miissen diese
ausgewertet werden. Dabei werden die berechnetdarwingen direkt mit den zulassigen
Verformungen verglichen, wobei diese keine Matpashmeter darstellen, sondern frei
gewahlte Maximalwerte sind. Typische Beispiele sir@Verformungen einer
Werkzeugmaschine oder die Crash-Berechnung eiregdtayes, wobei bei beiden auch die
auftretenden Spannungen zu berticksichtigen sind.

5.1 Statischer Festigkeitsnachweis

Beim statischen Festigkeitsnachweis werden diBdaseil belastenden Nennspannungen
analytisch nach der klassischen analytischen Kestidehre oder die értlichen Spannungen
mit der Finiten-Element-Methode aufgrund von

statischen Belastungen ermittelt. Bei der Nennspagsmethode werden alle
Normalspannungen (Zug/Druck, Biegung) und alle $spannungen (Querkraft, Torsion)
getrennt voneinander ausgewertet. Bei den ortli@mannungen kénnen nur die einzelnen
Spannungskomponenten unterschieden werden. Ab8ehliewerden die Ergebnisse fur die
Normalspannungen und die Schubspannungen Uberl&gedie Vorgehensweise und
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Auswertung dieser Grol3en gibt es verschiedene Nof{m¥N18800, Eurocode 3) und
Richtlinien (FKM-Richlinie)

- Statische Spannungsauswertung gemalf der FKM-Riclmie

Laut FKM-Richtlinie sind die Ergebnisse der Spamysberechnung gemal dem folgenden
Schema zu beurteilen:

Werkstofffestigkeitskennwerte

Konstruktionskennwerte

statische Bauteilfestigkeit

Ergebnisse der Spannungsberechnung

Sicherheitsfaktoren
(Spannungskennwerte)

Bauteilsbeurteilung

(Nachweis)

Die Werkstoffkennwerte kdnnen aus Tabellen odeaadivon Versuchen ermittelt werden.
Da haufig die vermessenen Priufproben nicht die dbmessungen besitzen, missen die
gewonnen Gré3en auf die Bauteil-Normwerte umgereticiverden (technologischer
GroRRenfaktor). Zusatzlich sind Einflussfaktoren Wi@sotropie, Druckfestigkeit,
Schubfestigkeit und Temperatur zu beriicksichtigginden Konstruktionskennwerten wird
definiert, in welchem Mal3e eine plastische Verfangaugelassen wird und welcher Einfluss
durch eine Schweif3naht resultiert. Mit diesen Karigionskennwerten ist bekannt, welche
maximalen Spannungen das betrachtete Bauteil ertrig@nn. Je nach Art des Materials, des
Einsatzbereiches und der Schadensfolgen werdehledi&nd die Sicherheitsfaktoren
festgelegt. Mit diesen werden die ertragbaren Syagen des Bauteils korrigiert. Die
Bauteilbeurteilung erfolgt durch die Bestimmungesiuslastungsgrads. Dieser setzt sich
aus der berechneten Spannung bezogen auf dietatesgSpannungen zusammen. Fir jede
Spannungsgrol3e erhalt man im zulassigen Bereieim &\ert kleiner gleich eins. Aus diesen
einzelnen Auslastungsgraden wird ein Gesamtausigstuad ermittelt.

Spannungskennwerte

Bei der Berechnung erhalt man positive und negativ

Normalspannungea und SchubspannungenBei den

Nennspannungen resultieren diese aus den

Normalspannungen infolge Normalkratft,

Normalspannungen infolge des Biegemoments,

Schubspannungen infolge Querkraft und

Schubspannungen infolge Torsionsmoments. Bei den T
ortlichen Spannungen sind die einzelnen
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Spannungskomponentenk( 0y, 0, Tyy, Txzs Tyz) ZU betrachten. Bei geschweil3ten
Querschnitten sind Ersatzspannungen wie zum Beéispie

og=\ol+1’+1}
zu bestimmen.

Werkstoffkennwerte

Die Werkstoffkennwerte kdnnen aus Tabellen entnomwerden. Alternativ werden sie mit
Zugversuchen ermittelt. Dabei erhalt man die Zuggksit R und die Flie3grenzeR

einer Probe. Diese sind so zu bestimmen, dasdtiedebenswahrscheinlichkeit von 97.5%
erreicht wird. Der technologische Gro3enfaktgrie€riicksichtigt, dass im Allgemeinen mit
wachsenden Bauteilabmessungen die Werkstofffestigkaimmt. Er ist von der Materialart
und vom sogenannten effektiven Durchmesser dereRabbangig. Auch ob geschweil3t
wurde, spielt eine Rolle. Im Normalfall ist er ierdGré3enordnung von eins. Der
Anisotropiefaktor K bericksichtigt, dass die Materialeigenschaftegimzelnen
Raumrichtungen unterschiedlich sein kdnnen. Audbesitzt haufig den Wert eins. Als
Ergebnis erhélt man die von den proben unabhanygmistoffparameter R

(Zugfestigkeit) und R(Fliel3grenze, Streckgrenze).

R, =K KR und R, = K KRy

Der Druckfestigkeitsparametey lheriicksichtigt, dass im Allgemeinen fur Druckspamyen
hohere Werkstofffestigkeiten als flr Zugspannungegenommen werden kdnnen. Sein
Standardwert betragt eins. Analog bericksichtigtStdubfestigkeitsfaktor flie im
Verhaltnis zur Zugspannung reduzierten FestigkdrSchubspannungen. Die
Temperaturfaktoren 1, und Ky, beschreiben den Einfluss der Temperatur. Bei
Normtemperatur besitzen sie den Wert eins. Bei alngaden Temperaturen sind die
entsprechenden Werte fur Zugfestigkef#rRnd FlieRgrenze | aus Tabellen und
Bestimmungsformeln zu ermitteln. Die Faktoren drh@dn mittels der Formeln

RnT = KTmRm und RpT = KTPRP

Bei der Ermittlung der Werte ist zu unterscheiddngeine Kurzzeit- oder
Langzeitbeanspruchung vorliegt. Die Kennwegtdf Km und Kry, gelten zwar als
Werkstoffkennwerte, werden aber erst spéater beBdeteilfestigkeit bzw. den
Sicherheitswerten bertcksichtigt.

Konstruktionskennwerte R, Ssk

Die Konstruktionskennwertedk setzen sich aus den
plastischen Stitzzahleg mnd bei geschweil3ten
Bauteilen aus dem Schweil3faktgf zusammen. v (

Kok ::I/npl bzw. Kok =]/(awnp|)

Bei Biegung und Torsion nehmen die Spannungswerte BV
mit wachsendem Abstand von der neutralen Faser zu.
Dies kann dazu flihren, dass im Randbereich die
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FleilRgrenze bereits Gberschritten ist und sichMiaerial plastisch verformt, wahrend im
Kern noch ein linear-elastisches Materialverhatterbeobachten ist. Die plastische Stlitzzahl

Ny = Ss/R,

beschreibt die Zulassigkeit des plastischen FlisfarRandbereich.dsg stellt die maximale
Randspannung ohne auftreten einer FlieRgrenz&eaaignete Werte flirpnsind bei Biegung
und Torsion aus Tabellen zu entnehmen oder durstiB@ungsformeln zu berechnen. Bei
den anderen Belastungen besitzt die Stitzzahl dem &hs. Der Schweil3nahtfakimy,
beschreibt den Einfluss der Naht. Er besitzt Widger gleich eins und ist aus Tabellen zu
bestimmen.

Bauteilfestigkeit

Bei der Bestimmung der Bauteilsteifigkeit werdea Werkstoffparameter ] f5, f; mit den
Konstruktionskennwerten dk verknipft. Die resultierenden Spannunger undtsk stellen
die auf die Geometrie und die Belastungen angepragstgsteifigkeiten dar.

JSK = fURm/KSK Und Z-SK = erm/KSK
Sicherheitsfaktoren

Die Sicherheitsfaktoren,jund j sind im Wesentlichen von den
Schadensauftrittswahrscheinlichkeiten, den dalseiltierenden Sché&den und dem
verwendeten Material abhangig. Sie liegen im Nofatiaim Bereich zwischen eins und drei
und sind aus Tabellen zu entnehmen. Mit ihnen lkemiiGesamtsicherheitsfaktgedangeben
werden.

j :ma){ jm &&J
9 Kim KTp Rp

Nachweis

Abschlie3end kann mit den Auslastungsgraden daseBaeurteilt werden. Fir jede
berechnete SpannungsgrofRe wird ein Auslastungsggadder ax; ermittelt.

T
Z-SK/ jges

g
JSK/ jges

Ay = und A =

Bei den Nennspannungen erhalt man infolge Normttlkrad Biegemoment zwei
Auslastungsgradesis, die addiert werden. Gleiches gilt fur die Auslagjsgrade g aus

den Schubspannungen infolge Querkraft und Torsionsnb Den Gesamtauslastungsgrad
ask erhalt man mit:

A = Gy, + (1 )ag,
mit

1
e R e A IS
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Die Abkirzungen NH und GH stehen fur Normalspansaggothese und
Gestaltanderungshypothese. Der Gesamtauslastudgsdite kleiner gleich eins sein, damit
das Bauteil den aufgebrachten statischen Lasted bit.

5.2 Ermudungsfestigkeitsnachweis

Die Aufgabe des Ermidungsfestigkeitsnachweisediedt)ntersuchung auf Versagen von
schwingungsbelasteten Bauteilen. Treten regelm&geingungsvorgange auf, spricht man
von der Schwingungsfestigkeit. Bei Amplituden, kKigzzeitig (Schwingungsanzahl N <
510% ertragen werden, handelt es sich um die Kurzsigkeit. Amplituden, die dauerhaft
zu keinen Schadigungen filhren, werden als Dauigiestt N, bezeichnet (N >20°). Der
Zwischenbereich ist die Zeitfestigkeit. Bei reaB#lastungen treten selten schwingende
Beanspruchungen mit konstanten, sondern wechseu@tituden auf. Diese Uberlagerung
von Schwingspielen mit unterschiedlichen Amplituder Mittelwerten wird als
Betriebsfestigkeit bezeichnet.

Analog zum statischen Festigkeitsnachweis werdeh haim Nachweis der
Ermudungsfestigkeit Nennspannungen oder ortlictenBpngen bestimmt. Mit diesen
Ergebnissen kdnnen dann wie bei der statischem@&dting gemald Normen und Richtlinien
Lebensdauern des Bauteils bestimmt werden. Walreinder statischen Untersuchung
betrachtet wird, ob bei einmaliger Belastung dia der Zuggrenze oder Fliel3grenze
bestimmten Schranken Uberschritten werden, istiéekErmidungsfestigkeit das Verhalten
des Materials bei zeitlicher Belastung das entsidmele Kriterium. Dies ist im Wesentlichen
die Anzahl der Schwingspiele, die ein Material \@igegebener Spannungsamplitude und
Mittelspannung bis zum Bruch ertragen kann.

Die lokalen, zeitlich variablen Spannungen konneinden dynamischen numerischen
Berechnungsverfahren explizit bestimmt werden.rAliév kann bei der Berechnung mit
einer konstanten Kraftamplitude gerechnet werdea r&sultierenden Spannungen muissen
dann mit dem zeitlichen Verlauf der belastenderftraultipliziert werden. Eventuell missen
die Ergebnisse einzelner Kraftamplituden tberlagerden. Diese Vorgehensweise bedeutet,
dass die Tragheiten vernachlassigt werden.

- Begriffe und Definition zur Ermidungsfestigkeit

Fur die Untersuchung der Festigkeiten werden falge®pannungen eingefihrt:

g,: minimaler Spannungswert
g,: maximaler Spannungswert
o,t0 :
= > ° mittlerer Spannungswert
o,-0, .
g,=—2 5 <. Spannungsamplitude
O,: Dauerfestigkeitsspannung, die mehr als¢hwingspiele

(Dauerfestigkeit) ertragbar ist
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Kurzzeitfestigkeit Zeitfestigkeit Dauerfestigkeit Betriebsfestigkeit

A e N L1

v

A A
0p< 0, 0p> 0,
. 4
o1 oo T
) | ) _
> 4 O,
H/ e

t GUT t I

N <510 [5-104 SN= 2-106] N > 2106 [104 SN=10° ]

Es spielt eine grol3e Rolle, ob reine Zug- bzw. Rspannungen oder schwellende
Spannungen auftreten. Um diesen Einfluss zu eriasged das Spannungsverhaltnis

f— UU

UO

definiert.
Druckschwell- Wechselbeanspruchung Zugschwell-
a» beanspruchung y beanspruchung
Y 4
-1<R<0
o o 0,<0, o

1<R<® R =

- Wohler und Haigh-Diagramm

—

Um Herauszufinden, wie viele Schwingspiele mit kanger Mittelspannung,, und

konstanter Spannungsamplitugleein Material bzw. eine genormte Probe ertragtdwlier
sogenannte Wohlerversuch durchgefihrt. Man mis8bimangigkeit voro, die Anzahl der
Schwingspiele N bis zum Bruch der Probe und tréginseino,N-Diagramm ein. Verwendet
man ein doppelt logarithmisches Diagramm, entddaktWohlerdiagramm mit seiner
charakteristischen Form. Im Bereich der Kurzzeitfgeit verlauft der Graf waagrecht,
anschlie3end fallt er im Bereich der Zeitfestigheiear mit der Steigung —1/k und im Bereich
der Dauerfestigkeit hat er wieder einen konstaNemauf.
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Wodhlerversuch Woéhlerkurven 5
X
o4 o, 4 logo,1 2
Bruch bei N ; = 8 =
N\ 5N\E |5
= N =
a D
S RS
O Oa1 E %
G, E . [ a\! Q
(o] '
o D '
a{ tana = 1/k|
R v R ! »
> — i >
t Ni N, N N Ny  logN

Ist das WertepaargNundop bekannt, kann im Bereich der Zeitfestigkeit mgtéér Formel

k

g

N =N,| =2
D(Uaj

zu jeder Spannungsamplitudgdie Anzahl N der Schwingungen bis zum Bruch anbege
werden. Zur Herleitung dieser Gleichung geht marodaus, dass im doppelt
logarithmischen Diagramm ein linearer Zusammenhmaigler Steigung -1/k und dem
konstanten Faktor b existiert.

log(c,) = -%Iog(N) +b

Zur Bestimmung von b wird das bekannte Wertepaa(Kb), log(©cp)) eingesetzt.

1 1
|Og(UD)=—Elog(ND)+b => b=|Og(JD)+E|Og(ND)

Aus der Gleichung der Geraden folgt dann

log(c)-loglor) = log(N, ) - log(N)

1 1
=> |og( Uaj = Iog(ﬁjk >  Ya_ (ﬁjk
Op N Oy N

bzw. der oben angegebene Zusammenhang. Die Kurgatew so erfasst, dass die Proben
mit einer vorgegebenen Uberlebenswahrscheinliclikeiatngegebenen Schwingspiele
erreichen. Im Normalfall werden die Woéhlerkurvert Runstanten Spannungsverhéaltnissen R
und der Mittelspannung,, = 0 aufgenommen. Alternativ kann auch eine kortstan
Mittelspannung gewahlt werden.

Analog zum Woéhlerdiagramm kann auch das Dauerfestgdiagramm nach Haigh
aufgezeichnet werden. Es werden Kurven (rote Polxgge) eingezeichnet, die bei
vorgegebener Versagensschwingspielzahl N = kondeamZusammenhang zwischen der
mittleren Spannung,, und der Spannungsamplitudgdarstellen. Der breite Polygonzug
steht fur die SchwingspielzahpbNbei Dauerfestigkeit, bei den dartiber liegenden
Polygonzigen nimmt die Anzahl der ertragbaren Sapspiele N nach oben ab.

Das resultierende Haigh-Diagramm kann in vier Bdrei
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I (Druckschwellbereich): 1<R<o,
Il (Wechselbereich): -0 <R<0
[l (Zugschwellbereich): O0<R< 05

IV (hoher Zugschwellbereich): 05<R< 1

eingeteilt werden.

0,(0,=0)

Die Steigung M kann z.B. aus der Goodmann-Geraden
Ja(am) = Ua(am = O)(l_ Um/UG)

bestimmt werden. Mit diesen Diagrammen ist danrudwntiert, welche Spannungen die

Materialien bei konstanten Mittelspannungenund Spannungsamplituder Uber welche
Schwingspielzahlen N ertragen.

- Klassifizierung von realen Belastungskollektiven

4 In einem realen Betriebsfestigkeitslastfall trekeme
o Schwingungen mit gleichbleibenden Mittelspannungen
Om und Amplitudeno, auf, sondern zufallige, sich
verandernde Schwingspiele. Um diese mit den
Ergebnissen der Wéhlerlinien und des Haigh-
Diagramms bewerten zu kdnnen, muss das reale
Belastungskollektiv in einzelne Klassen eingeteilt
werden. Eine einzelne Klasse deckt einen bestimmten
t Mittelspannungsbereich und einen Amplitudenbereich
ab.

v

n: Anzahl der Klassen
.- Spannungsamplitude der i. Klasse

mi. Mittelspannung der i. Klasse
0,:. Qrolite Spannungsamplitude

Q Q



HTWG Konstanz WS 2014/15
Fakultat Maschinenbau

Vorlesungsvorlage Bauteilanalyse 131

h:  gegebene Zyklenzahl der i. Klasse

Neben verschiedenen anderen Klassifizierungsvesifaivie
Klassengrenziberschreitungszahlung, Bereichspdargihtellt das Rainflow-Verfahren
eine haufig angewandte Methodik dar. Es werden i@pagsamplituden und —mittelwerte
erfasst. Die Zahlweise folgt ,Regenflissen”, digeder positiven und negativen Spitze
beginnen und an Dachspitzen auf die darunter légefrlanken fallen. Ein Endpunkt eines
.Regenflusses” kann anhand der folgenden drei Regrghittelt werden:

1.) Regenwasserfluss entlang eines Daches trifitiaen Regenwasserfall von einem
héheren Dach (D-E, H-I).

2.) Regenwasserfluss fallt auf einen WasserflussateStartpunkt weiter oben bzw.
unten liegt als des betrachteten Regenwasserfl(Gsely

3.) Der Regenwasserfluss fallt auf kein weiterestD@-J, J-K)

Zwei passende, gegenlaufige Flisse bilden einegrgstschleife. Die Schleife besitzt eine
mittlere Spannung und eine Amplitude. Entsprecliiaser Werte wird sie einer Klasse
zugeordnet. Flisse, die nicht geschlossen werdenekt) werden Residuum genannt.

Die einzelnen klassifizierten Schleifen werdenimee Rainflow-Matrix eingetragen, bei der
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die Zeile den minimalen Wert (von) und die Spake chaximalen Wert (nach) der Schleife
angibt. Mit dem Faktor fur den Mittelspannungseisfl, der im Wesentlichen von der
Steigung M des Haigh-Diagramms und dem Spannungsverhaltalsh@ngig ist, kann jede
Hysteresseschleife einer Klasse i,l, die eine Mip@nnungon, # 0 besitzt, einer Klasse mit
Om = 0 zugeordnet werden, die die ,gleichen Schadigat hervorruft, wie die
Ausgangsklasse.

- Lebensdauerbeurteilung

Das Ergebnis der Klassifizierung ist die Einteiludes realen Betriebsfestigkeitslastfall in n
Klassen mit jeweilsiHysteresseschleifen (i = 1,..,n) der Spannungsardphao,. Anhand
der Wohlerlinie kann jeder Klasse die Anzahl &ér bis zum Versagen zugelassenen
Schwingspiele zugeordnet werden. Die Gesamtanzaitigsteresseschleifen bzw. der
Schwingspiele erhalt man mit:

ﬁ:in

Jeder Klasse i kann eine Schadigungeordnet werden, die zu einer Gesamtschadigung D
aufsummiert werden kann.

D;% und D:Zn:Di

Aus dem Wohler-Diagramm ist die Anzahl der zulassi§chwingspiele bei gleich
bleibender Schwingungsamplitudginnerhalb des Zeitfestigkeitsbereiches bekannt. Um
diese Ergebnisse auf den realen Lastfall mit nsdasder Schwingungsamplitudey zu
Ubertragen, wird die Palmgren-Miner-Regel angewabidt geht davon aus, dass bei jeder
einklassigen Belastung die gleiche Schadigungdambei
UamNm = nm == 77[( = Uaka

A
bis zum Schadigungsfall aufzubringen ist. Bei l09(aa)| _wahlerlinie
der Belastung mit mehreren Klassen, wird pro
Klasse die Schadigungsarbsit aufgebracht.

oam

T Schadigungsarbeit
=o,h O pe

Sollen diese n Schadigungsenergigrzum
Schadigungsfall fihren, so muss die folgende
Gleichung

n n

n=iz;n:=zaain =0

i=1 i=!

N=Ym =30 og(N)

i= N i=1

_zm

erfullt sein. Mitmt= 13 folgt, dass bei einer Belastung mit mehreren Kaster Schadensfall
bei D = 1 auftritt.

”:EZDi => iDi =1 => Zn:%:]_

i=1 i=1
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Bei den Betrachtungen nach der Palmgren-
Miner-Regel (auch originale Miner-Regel
genannt) fihren Spannungsamplituden unterhal
der Dauerspannungsamplitudg infolge des
waagrechten Verlaufs der Wéhlerkurve im
Dauerfestigkeitsbereich zu keinen Schadigungen

und mussen nicht berlcksichtigt werden. Inder ¢ ._
Realitat lasst sich aber haufig beobachten, dass
auch diese Schwingspiele zu Schadigungen
fuhren und dass die Palmgren-Miner-Regel (PM)
zu optimistische Ergebnisse ergibt. Um dies zu
Beheben, wurde die elementare Miner-Regel
(EM) eingeflhrt, die das Verhalten im
Dauerfestigkeitsbereich durch das Verhalten imf@siigkeitsbereich extrapoliert. Die
elementare Miner-Reel setzt eine nicht vorhandesgebestigkeit voraus. Da dieses
Verfahren aber oft zu pessimistische Ergebnissenves, wurde die Methode nach Haibach
bzw. die modifizierte Miner-Regel (MM) eingefuhdie eine Mittelung zwischen den beiden
ersten Varianten darstellt. Bei dieser Methode bekodie Wohlerlinie im
Dauerfestigkeitsbereich eine zum Zeitfestigkeitstmér reduzierte Steigung kugewiesen,
die gemal den Regeln

kK" =2k -1

A

Woadhlerlinie

Iog(G,)

zu wahlen ist. Die konsequente Form der Miner-R@g®l) ergibt wie die modifizierte
Miner-Regel Ergebnisse, die zwischen denen der ¢gtalmMiner und elementaren Miner-
Regel liegen.

Fuhrt die AnzahlH der Gesamtschwingspiele nicht zum Bruch (D < 1kaie Anzahl der
Schwingspiele M bis zum rechnerischen Bruch mit

N, =H/D

angegeben werden. Ist die erste Klasse die mgrd&ten Amplitudey,; und der Anzahl N
der zulassigen Schwingspiele, so kann mit

k k k
N, = ND(&j und N, = ND(@] => i =i(ﬁ]
Oa O.i Ni N1 Oa

al

die mdgliche SchwingspielzahhNlurch N ausgedrtckt werden.

Mdogliche Schwingspielzahl N bei der elementaren Miner-Regel

Es wird das Volligkeitsmald V
k
V=t zi{&j
iz H\ 04

eingefuhrt. Damit lasst sich die Anzahl der Schwpigle N, durch
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NV :E: H = H = H = Nl . => Nv :&
D Zn:D Zn:hi nn1(o "h(o A
20 &N 2hy 2o
i=1 i=1 = N1 Ual - H Ual
bestimmen.

Mdogliche Schwingspielzahl N bei der Palmgren-Miner-Regel

Die Bestimmung verlauft analog zur elementaren Regebei bei der Berechnung des
VolligkeitsmalRes V allejlder Spannungsamplituden; < op vernachlassigt werden.

Mdogliche Schwingspielzahl N nach der modifizierten Miner-Regel

Ein unbelastetes Bauteil hat die Schadigung DeirOBauteil, welches seine maximale
Lebensdauer erreicht hat, die Schadigung D = 1 niaidifizierte Miner-Regel berlcksichtigt,
dass bei einer Spannungsamplitagde

die ertragbare Schwingspielzah(D) 1
bei einem vorgeschadigten Bauteil log( o)
gegeniber der urspriinglich ertragbaren
Schwingspielzahl Num den
Skalierungsfaktor 1-D reduziert ist.

N,(D)=(1-D)N, oo -

A

Wohlerlinie

Im doppeltlogarithmischen
Wohlerdiagramm bedeutet dies, dass digy(D) --{-----4------
Wohlerlinie des vorgeschadigten
Bauteils (D> 0) gegeniber der
ungeschadigten Wohlerlinie ©0)
parallel nach links verschoben ist.

N.(D)=(1-D)N, = (1- D)ND(Zai ]_k = ND(D)(&j—k

D JD

i 0g(N)
No(D)=Np(D>0)

N=N(D=0)  Ny=N(D=0)

N/(D)=N,(D>0)

coccscssnscsdeadecacccccall caaffo

Gleichzeitig wird vorausgesetzt, dass die Dauadksit op nicht konstant ist, sondern sich
mit der Schadigung D verringert. Um diese Verringegy zu beschreiben, wird der folgende
Ansatz verwendet:

0,(D)=(1-D)"a, bzw. D= 1_(%30)}‘

Dies ist eine Verallgemeinerung des Palmgren-Mkesatzes und der elementaren Miner-
Regel. Fur q =0 istop(D) = op, was der Palmgren-Miner-Regel entspricht. Stregpegen
null ist op(D) = 0, wodurch die elementare Miner-Regel folgn eine dazwischen liegende
Regel zu erhalten, muss g zwischen 0 wrgewahlt werden. Das Wertepaain(R), op(D))
liegt auf der Wohlerlinie D>0.
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Mit der Umformung

ND(D)( a j_k =N.(D)=(-D)N, = (1- D)ND(%]_k

JD(D) Yo

=>  Ny(D)=N(1- D)(Mj_k

Op

= N,(D)= ND(l—[L(O'DJ(DD)NJ(J,;(DD)]k

= N,(D)= ND(@]_(M)

Op

zeigt man, dass das Wertepaap(®), op(D)) im doppeltlogarithmischen Woéhlerdiagramm
auf einer Geraden durch das Wertepaay;, @8) mit der Steigung 1/(k-q) liegt.

A

log( O-a)‘ Wéhlerlinie
k
(Np, Op)
5 A\
- A
b | \< g=0
' v _
. g=k 971
05(D) - ; )
L log(N)
Fir ND:ND(DZO) ND(D):ND(D>O) die

Berechnung der Lebensdauer bedeutet dies, dasaBmmamplitudew,; > op ab der
Schadigung D = 0 zu bertcksichtigen sind. Spanramgbtudeno,; < op werden erst ab
einem Schadigungswert D > 0 bertcksichtigt, bei dearDauerfestigkeivp(D) aufay;
abgefallen ist.

Setzt man voraus, dass die SchwingspielzahlenhgtgiBig Gber die gesamte Lebensdauer
des Bauteils verteilt sind, bedeutet dies, dasewmditen [h; Schwingspiele der
Schwingungsamplitude,; oberhalb der Dauerfestigkeitsgrenze liegen unhtrar
Schédigung des Bauteils beitragen. Da die Gesaemselauer bestimmt werden soll, die bei
einer Gesamtschadigung eins auftritt, sind didicesin (1-D)h; Schwingspiele, die unterhalb
der Dauerfestigkeitsgrenze liegen, zu bericksitdmigBei der Berechnung des
Volligkeitsmafes V wird dazu die Summe Uber algchwingspielklassen in 2 Teilsummen
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zerlegt. Die ersten m Klassen haben einen Spanamigudeo,;> op. Das bedeutet, alle h
Schwingspiele bzw. die Schwingspielanzahl (1Homit D; = 0 sind zu verwenden. Bei den
Klassen m+1 bis n werden nur die Schwingspielzafilel) h; mit D; > 0 bertcksichtigt.

Zh( ai]+2(1 D)( j Zh( ] Z(a./ao) (U_]

i=m+1 i=m+1 Ual
m k a ., k+q
gg_+5lziﬂ
i H Op ) ifm H\ 0y

Als geeigneter Wert fur g wird
g=k-1
gewahlt, wodurch folgende Bestimmungsformel fur déBigkeitsmald V resultiert:
k k-1 2k-1
V:kzg{za]%?gJ Zi%?i]
i=1 H Ual UD i=m+1 H aal
Fallso,1 < op gl|t
N, =

alternativ erhalt man analog zur elementaren MiRegel mit
N =N

Vk

die zulassige Schwingspielzahl Mes Bauteils. Der zu beriicksichtigende Schadicgmigg
der (1-B)h; Schwingspiele der Spannungsamplitagdeoberhalb der
Dauerfestigkeitsspannumg(D) kann durch

@-bh_ h  _h

N, Ni/(l_ Di) Ni*

bestimmt werden, wobei;jNeine fiktive zulassige Schwingspielzahl ist, cian
berticksichtigen muss, wenn die gesamte Anzargtivendet werden soll. Fur diese fiktive
Schwingspielzahl gilt:

Fur g = k-1 folgt:

o —(2k-1)
N* =N ai
i D(O_Dj
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Dies stellt im doppeltlogarithmischen Wohlerdiagramen Verlauf der Wohlerkurve mit der
abgeschwachten Steigung 1/(2k-1) unterhalb der iDestegkeitsspannungp dar.

Mdgliche Schwingspielzahl N nach der konsequenten Miner-Regel

Ein Bauteil wird durch Spannungsamplituden belaslietin n Klassen einzuteilen sind. Die
ersten m Klassen haben Spannungsamplitadenop, die restlichen haben
Spannungsamplitudem,; < op. Nach der Palmgren-Miner-Regel wirde daraus fie ei
Schadigung D = 1 die zulassige Lastspielzahl

N, N,
T ih%k
i:1ﬁ Ual

resultieren. Da aber auch die unterhalb der urgpidiren Dauerfestigkeitsspannuag = op
(D = 0) liegenden Amplituden bei der Lebensdauerttenung beriicksichtigt werden sollen,
kann man davon ausgehen, dass eine Schadigyrgllauftritt, wenn die
Dauerfestigkeitsgrenze auf die Hohe der Spannungj#ade o, ,+1 abgefallen ist. Mit der
aus der modifizierten Miner-Regel bekannten Formel

o-1-( %)

Op

l&sst sich diese Schadigung i, = 0p (Dm) = Oam+1angeben.

D :1_ O-D(Dm) ! - Jg _ag,m+l

Mit der Formel

Tp = Oams N Tp = Oam
I\IV,m:DmNV: > q' : : k:Nl > S k

% ghio, I

i=1 H Oa ° i=1 H Oa

kann hochgerechnet werden, wie viele LastspieleBdaseil mit dieser Schadigung,x 1
ertragen wurde. Im nachsten Schritt wird betra¢htet viele zulassige Schwingspielg N1
resultieren, wenn die Dauerfestigkeitsgrenze @g1(Dy) = O3 m+18UfOp (Dm+1) = Oam+2fallt.
Die dabei auftretende Schadigung betragtiD>- Dn,.

q q _ 49 q _ 49 a _ 49 q _ 4
D -D. =1- Op (Dm+1) _ 9% " 0amu1 _ 90 "9am2 _ 90 "%amu _ Tamnn " Tam2
mem o ol ol o’ ol
D D D D D

Wiederum kann mit der Formel
a-q

— 74
a,m+l g

am+2

Dm)NV = Nl

Nv,m+1 = (Dm+1 - el K
o 5(%]
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angegeben werden, wie viele zulassige Schwingsgiglsh den Abfall der
Dauerfestigkeitsgrenze van m+1auf o, m+2bzw. durch das Anwachsen der Schadigung von
D auf D41 resultieren. Bei der Summe im Teiler sind jetatradie Spannungsamplituden
Oa,m+12U bertcksichtigen. Dies setzt man bis

zu Berechnung von N, fort, wobei D1 = 0 odero, n+1 = 0 zu wéhlen ist. Die gesamte
zuléssige Schwingspielzahl,rhalt man dann tber die Summe

n n ACI_O-CI
Nv :ZNV,i = le

a,i+l
. k

i=m i=m i h O,
%al )

=1 Oa

mit

A=0, fri=m und A=0, fari=m+1,...,n

Wie bei der modifizierten Miner-Regel ist q = k-@eggnet.
Beispiel

Die berechneten Schwingspielzahlen der PalmgrereiviRegel (PM), der elementaren
Miner-Regel (EM), der modifizierten Miner Regel (HMnd der konsequenten Miner-Regel
(KM) werden verglichen. Dazu wird ein Werkstoff tathtet, fur welchen

o, :100%, N, =10° und k=4

gewahlt werden kann. Die Bauteilbelastung kannli8r&lassen beschrieben werden. Fur
diese gilt:

i=1 i=2 =3 =4 i=5 I=6 i=7 =8

h/H | 2.010° | 1.810° | 2.810* | 2.710°% | 2.010% | 0.095 | 027 | 0.612

Oail Oa1 1.0 0.92 0.86 0.74 0.56 0.41 0.28 0.1p

Wahlt man verschiedene Kollektivhéchstwestg so resultieren die folgenden
Schwingspielzahlen:

N, PM EM MM KM
Oa1 = 100 11¢° © 1.3510° 9.951¢° 1.2210%
Oa1= 120 4.8210° 2.8710° 6.5010’ 2.8110° 1.1010°
Oa1 = 200 62500 2.1240’ 8.4310° 1.3210 1.5210
Oa1 = 500 1600 2.20.0 2.1610° 2.1910° 2.1910°

Bei 041 = 0p existiert laut Definition die Lebensdauer Liegt 0,1 nahe beop so ermitteln
EM und MM Lebensdauern, die stark auf der sich&eite liegen. Wachst,;, wodurch

mehr Klassen im Zeitfestigkeitsbereich liegen, sicgen sich die einzelnen Verfahren an.
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- Ermidungsfestigkeit gemald der FKM-Richtlinie

Laut FKM-Richtlinie kann der Berechnungsablauf g8md@am folgenden Schema dargestellt
werden:

Werkstoffkennwerte

Konstruktionskennwerte

Bauteil-Wechselfestigkeit

Bauteil-Dauerfestigkeit fur
bestimmte Mittelspannung

Bauteil-Betriebsfestigkeit

Ergebnisse der Spannungsberechnung

Sicherheitsfaktoren
(Spannungskennwerte)

Bauteilsbeurteilung

(Nachweis)

Spannungskennwerte

Bei der Berechnung erhalt man positive und negadtiermalspannungem und
Schubspannungen Bei den Nennspannungen resultieren diese aubldiemalspannungen
infolge Normalkraft, Normalspannungen infolge déesgémoments, Schubspannungen
infolge Querkraft und Schubspannungen infolge Torsmoments. Bei den Ortlichen
Spannungen sind die einzelnen Spannungskompon@ntesy, 0, Tyy, Txz Tyz) ZU betrachten.
Die zugrunde liegenden Spannungen sind nicht kohstandern zeitlich veranderlich. Mit
einem Spannungskollektiv erfasst man die Spannyklgsz, die im Spannungszeitverlauf
enthalten sind. Das bedeutet, dass jedem Schwelggpe mittlere Spannung und eine
Amplitude bzw. eine Klassenzugehorigkeit gemal &ammflow-Verfahren zugeordnet wird.
Schwingspiele mit einer Mittelspannuag = 0 werden keiner ,gleichwertigen“ Klasse mit
einer Mittelspannungn, = 0 zugeordnet, bleiben sondern unverandert. Werte des
Spannungskollektivs sind:

n: Anzahl der Klassen

O, Spannungsamplitude der i. Klasse
O Mittelspannung der i. Klasse
Ual: grof3te Spannungsamplitude

h: gegebene Zyklenzahl der i. Klasse
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H= Zh ; gegebene Gesamtzyklenzahl aller Klassen
i=1
n: geforderte Zyklenzahl der i. Klasse
N = Zni : geforderte Gesamtzyklenzahl aller Klassen
i=1
n k
V=g zi(%j : VolligkeitsmaR
i=1 H Ual

Im Allgemeinen sind die gegebene und die gefordéytidenzahl unter-schiedlich. Soll fur
das gegebene Lastkollektiv der Auslastungsfaktetifment werden, kdnnen beide gleich
gesetzt werden. Je nach Spannungsart und ob désiBmschweil3t wird, ist der Faktor k
zwischen 3 und 8 zu wahlen.

Werkstoffkennwerte

Fur die Bestimmung der Werkstofffestigkeitskenneext, (Zugdruckwechselfestigkeit) und
Tw (Schubwechselfestigkeit) wird die Zugfestigkeit, Rvelche durch die Vorschriften der
statischen Betrachtung zu bestimmen ist, beriickgtch

oy = TR, und Iy = T, 0w
Die beiden Wechselfestigkeitsfaktoren, f(Zugdruckwechselfestigkeitsfaktor) ungkf

(Schubwechselfestigkeitsfaktor) sind aus Tabelleertnehmen. Der erstgenannte besitzt je
nach Material eine Wert um 0.4, der zweitgenantB&Doder grofier.

Der Temperaturfaktor ¥ beschreibt den Einfluss der Temperatur. Bei Nommpiratur
besitzt er den Wert eins. Bei abweichenden Temypenatsind die entsprechenden Werte fir
owr undtwr aus Tabellen und Bestimmungsformeln zu ermitela.Faktoren erhélt man
mittels der Formeln

Our = KipOw und Tt = KipTw

Konstruktionskennwerte

Bei den Konstruktionskennwerten wird zwischen nggchweil3ten und geschweil3ten
Bauteile unterschieden.

Fur nicht geschweil3te Bauteile wird der KennwegiKvie folgt berechnet:
Ko (K +i_1j;
KR KVKSKNLE

Die darin beinhaltete Kerbwirkungszahi &héalt man mit
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Die Formzahl Kist aus Tabellen zu entnehmen. Sie hangt im Wiessen von der
Kerbgeometrie ab. Die Stitzzahlen n(r) und n(drbesben den Einfluss des Kerbradius r
und des Bauteilsdurchmessers d. Bei reinen Zugkor&chub oder flachigen Belastungen ist
die Stutzzahl n(d) gleich eins zu setzen. Andelsi&ahd die Stiutzzahlen gemal3 der der
Formel

n(r,d)=1+%G(r,d) o e o)

zZu berechnen@(r,d) wird als bezogenes Spannungsgefélle bezeichnetedJm

bestimmen, werden die Spannungen zwischen demtetsunhenden und einem zweiten
Punkten subtrahiert und durch den Abstand der hdfdmkte geteilt. Der resultierende
Gradient wird noch durch den Spannungsbetrag geMtiérnativ kann es auch aus
Naherungsformeln bestimmt werden. Die Parameterdpgusind abhéangig vom
Spannungsgefalle, flgaind Iy sind je nach Materialart unterschiedliche Werte Babellen
zu entnehmen. Fir polierte Bauteile ist der Rasfaditor Kz gleich eins. Bei anderen
Oberflachen kann er aus Tabellen und Formeln givdrhandene Oberflachenrauheit und
das verwendete Material bestimmt werden. Der Rdmdlsitaktor K, berticksichtigt den
Einfluss einer Randschicht auf die Ermudungsfesiigkes Bauteils. Ohne
Randschichtverfestigung giltk= 1. Alternativ sind Werte zwischen 1 und 2 zuwwenden,
die aus Tabellen entnehmen zu sind. Der SchutZsthktor Ks bertcksichtigt den Einfluss
einer Schutzschicht auf die Ermidungsfestigkeig®iBauteils aus Aluminium. Ist keine
Schutzschicht vorhanden, oder das Bauteil ist raastAluminium, so ist K= 1 zu
verwenden, alternativ istdkleiner eins. Die Konstantenge dient der Bertcksichtigung des
nichtlinearen Spannungs-Dehnungsverhalten von Geasulgei Zugdruck und Biegung. Bel
Grauguss ist Ig e zwischen 1.025 und 1.075 zu wahlen, bei andererk$ttdfen gleich eins.

Fur geschweil3te Bauteile muss zur Bestimmung vgik &ne schweil3spezifische Formel
verwendet werden:
A

K =
M RFAT R K, KK e

Bei der Betrachtung von Normalspannungen gilt 28§ gStahl und Eisengusswerkstoffe)
bzw. A = 81 (Aluminium), bei Schubspannungen A 5 18tahl und Eisengusswerkstoffe)
bzw. A = 52 (Aluminium). Die Konstanten\KKs und Ky g verhalten sich wie bei nicht
geschweil3ten Bauteilen. Die Bauteilklassen FAT desigchtigen den Formeinfluss des
Bauteils und der Schweif3naht auf die Ermudungsflesit. Die entsprechenden Werte, die
grob zwischen 10 und 150 variieren, sind aus Tabal entnehmen. Der Dickenfaktor f
berticksichtigt bei Blechstarken grof3er 25 mm deiliEss der Blechdicke auf die
Ermudungsfestigkeit. Dann kann er werte kleines éesitzen, sein Standardwert betragt
eins.

Bauteil-Wechselfestigkeit
In den Spannungen der Bauteil-Wechselfestighkgit undtwk ist der Einfluss des

Konstruktionsfaktors kgx bertcksichtigt.
JWK = UW/KWK Und Z-WK = Z-W/KWK
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Bauteil-Dauerfestigkeit flr bestimmte Mittelspannungen

Die Spannungen der Bauteil-Dauerfestigkgi undtak berlcksichtigen den Einfluss der
Mittelspannungo; der ersten Klass@{; maximal) und der Eigenspannungen.
JAK = KAKKEO-WK Und Z-AK = KAKKETWK

Fur nichtgeschweil3te Bauteile gilt fur den Eigemspangsfaktor € = 1. Bei geschweil3ten
Bauteilen bewegt sich der Parameter zwischen 11U je nachdem, ob die
Eigenspannungen hoch, mittel oder gering sinddiesMittelspannung der ersten Klasse
gleich null, so ist der Mittelspannungsfaktoggleich eins. Andernfalls muss entschieden
werden, welcher der vier Uberlastungsfalle F1,FRRpder F4 am wahrscheinlichsten
wahrend des Betriebes auftreten kann und daheericksichtigen ist.

bei F1 beleibt die Mittelspannurg,; konstant

bei F2 beleibt das Spannungsverhaltnis R konstant

bei F3 beleibt die Minimalspannuiwgn1 der ersten Klasse konstant
bei F4 beleibt die Maxmalspannuagax: der ersten Klasse konstant

Je nach Uberlastungsfall stehen Formeln zur Verfggum den Mittelspannungsfaktor zu
bestimmen. Entscheidend ist, ob man sich im Haigigfamm im ersten (R > 1), im zweiten
(-0<R<0), im dritten (8R<0.5) oder im vierten Bereich (R0.5) befindet. Die wesentlichen
Parameter sind die Spannumgi, Oa1, Omin1, Omax1 UNd die Steigung Mder
Dauerfestigkeitslinie des Haigh-Diagramms, die aMditelspannungsempfindlichkeit
genannt wird. Zu ihrer Bestimmung ist in der FKMeRlinie eine Formel angegeben.

Bauteil-Betriebsfestigkeit

In diesem Schritt werden die ertragbaren

KollektivgroRtwerteogk undtgk gemal den  %a 4
Formeln

O-BK =K BKUAK

Z-BK =K BK Z-BK

Bauteil-Wdhlerlinie
k

g

ermittelt. Fir die Bestimmung des (o JOS .
Betriebsfestigkeitsfaktorsdg muss die
Bauteil-Wéhlerlinie bestimmt werden. DieseCaKil -f-------------o--ooodooo2oooo oo
kann zu zwei verschiedenen Typen (I, 1) ;

gehdren. Beide Typen haben im

Zeitfestigkeitsbereich die Steigung. Der Nog Noot

N

Typ |, der fur Stahl und Eisenwerkstoffe sowie géschweildte Bauteile zu verwenden ist, hat
ab der Dauerfestigkeitsschwingzahjg\einen waagrechten Verlauf. Bei Aluminiumbauteilen

ist der Typ Il anzuwenden. Bei diesem besitzt dietBil-Wohlerlinie nach der ersten
Dauerfestigkeitsschwingzahlpl eine zum Zeitfestigkeitsbereich reduzierte Steigkyag die
erst bei der zweiten Dauerfestigkeitsschwingzafy, W eine Waagrechte tibergeht. Die
Werte fur k;, kop, Np und Nogy Sind aus Tabellen zu entnehmen.

Aus diesen Bauteil-Wohlerlinien sind die Bauteiblemsdauerlinien zu ermitteln. Daraus
kénnen die ertragbaren Kollektivgrof3tweoig undtgk herausgelesen werden. Zuerst wird

n
>
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vorausgesetzt, dass alle Kurven die Steigunggsitzen bzw. dass die elementare Miner-
Regel anwendbar ist. Dann wird zuerst aus dem Rreigskollektiv das Volligkeitsmald V

(e

ermittelt. Daraus kann die ertragbare Schwingsalelkl, beziglich der ersten
Spannungsamplitud®,; ermittelt werden.

N
szv_kjé;

Die Schwingspielzahl \Nberticksichtigt Gber das Voélligkeitsmald, dass nietedem
Schwingspiel die maximale Amplitudg; erreicht wird. Daher kann sie deutlich gré3er als
N; sein. Mit dem Stutzpunkt (N 0a1) ist ein Punkt der Bauteil-Lebensdauerlinie besttm
Setzt man voraus, dass diese parallel zur Bautéi@vlinie ist und somit die gleiche
Steigung k besitzt, so ist der Verlauf der Bauteil-Lebensdknie eindeutig bestimmt. Sie
verlauft im Waohlerdiagramm rechts von der BauteidWérlinie. Sie bekommt die ertragbare
Minersumme [ = 1 zugewiesen. In Abhangigkeit vom Material Irefdiese
Lebensdauerlinie oft zu positive Werte. Daher vhiéafig eine ertragbare Minersummeg B

1 verwendet. Dies ergibt eine Lebensdauerliniezdischen der Bauteil-Wéhlerlinie (D=

0) und der Bauteil-Lebensdauerlinie mit, B 1 liegt. Der Wert fur B ist aus Tabellen zu

entnehmen. Um ihren Stl‘jtzpunkﬁ\(, Oa1) ZU ermitteln, wird der Ansatz
Nv =N, +(N, -N,)D

m

verwendet.
o, 4 (’:\IV'Nl)Dr:*n
N
\ - - .
s N N NG / Bauteil-LebensdauerlinieD [, =1
Oar1--f--- R Xi'g """"
e R N = & = Bauteil-Wohlerlinie
Bauteil-Lebensdauerlinie D ,, <1
Nl E E NV NV N
N Np,

Ist die Bauteil-Lebensdauerlinie,l3Xx 1 bekannt, kbnnen mit der geforderten

Schwingspielzahﬁ die dazugehorigen ertragbaren Kollektivgro3twese und gk ermittelt
werden.
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Alternativ kann der Betriebsfestigkeitsfaktorgikangegeben werden. Die Bauteil-
Lebensdauerlinie fp < 1 ist durch die Gleichung

Ky Ky
— | 0, [9)
N=Ny| -] =(N N, — N, )D al
V(Jj (1+(v 1) m)(aj

a a

(et nfl e )

gegeben. Aus dieser Gleichung kann mit der Bestingsgieichung fir die Bauteil-
Wohlerlinie

Ky Ky
g g
N =Ny ( AKJ => N, = NDJ( AKJ => Nlagir = NDaU/litf(
7\ O

a

das Wertepaar N\Nundo,; eliminiert werden.

Ky Ky
N=N, 1+(ik— ij a| =N, 1+[ 1 —1)Dm Ik
V' o, Ve g,

Aufgeldst nacho/oak folgt:
ES ES
[ &
%o - 1+( 1 —1)Dm (—ijk
O px V' N
Setzt maro, = 0gk und N =N so erhalt man den Betriebsfestigkeitsfaktogg K
ES ES
Ky -
KBK = Tk = 1+(ik—]_ij (N_Dajk
O nx V™ N

Falls die elementare Miner-Regel nicht anwendiiasiehen laut FKM-Richtlinie iterative
Formeln zur Verfigung, um die ertragbaren Kollegtof3twerteogk undtsk zu bestimmen.

Sicherheitsfaktoren

Der Gesamtsicherheitsfaktgedkann aus dem Grundsicherheitsfakigrder einen Wert um
1.5 besitzt und dem Temperaturfaktopkermittelt werden.

j - J D
o KTD
Nachweis

Abschliel3end kann mit den Auslastungsgraden dateBaeurteilt werden. Fir jede
berechnete Spannungsgrof3e wird ein Auslastungsgeadder gy ermittelt.

Tal
TBK/ J ges

Ual

— und Ay, =
UBK/ Jges

Agko =

Bei den Nennspannungen erhélt man infolge Normitlkrad Biegemoment zwei
Auslastungsgradesgs, die addiert werden. Gleiches gilt fur die Auslegfsgrade g aus
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den Schubspannungen infolge Querkraft und Torsionsemt. Den Gesamtauslastungsgrad
agk erhalt man mit:

Az =Qay, t+ (1_ q)aGH

mit

1 2 .2
aNH =5 anKa| + aéKa + 4aI§Kr ) Und aGH = aéKa + aéKr



