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Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 2

1. Einleitung

Ein wichtiger Bestandteil der Technischen Mechastiklie Untersuchung von Bauteilen unter dem
Einfluss von Kraften. Dabei treten Verformungen @mhnnungen auf. Da diese vorgegebene Gren-
zen nicht uberscheiten durfen, mussen sie fur diesKuktion eines Bauteils vorab bestimmt werden.

Im Rahmen dieser Vorlesungsvorlage sollen nur Bautetrachtet werden, die im Wesentlichen stab-
foérmig sind. Sie stehen unter dem Einfluss von tr@fbefinden sich aber in einem statischen Ruhe-
zustand. Das bedeutet, der dynamische Weg in dRskezustand soll nicht untersucht werden. Da-
durch resultiert eine standardisierte Vorgehenswais Bestimmung der Spannungen und Verfor-
mungen:

Bestimmung der Krafte und Momente, die auf das @Gésauteile wirken

» Berechnung von sogenannten Schnittkraften und -mtanedie an den Teilbauteilen wirksam
sind

Ermittlung der Schaubilder fiir die sogenannteniendrafte und Momente

» Bestimmung der Spannungen und Verformungen

Bewertung der Ergebnisse

Fur die Bestimmung der Krafte und Momente misseaicBfjewichtsbedingungen ausgewertet wer-
den. Diese mussten eigentlich am verformten Baatédestellt werden. Das bedeutet, fur die Be-
stimmung der Krafte und Momente bzw. Verformunged 8pannungen misste man die jeweils an-
deren GrolRen kennen. Da diese nicht vorhandenwiitdt man eine Vereinfachung und bestimmt die
Krafte und Momente an den unverformten BauteileanMpricht vorstarren Ersatzbauteilen An-

hand dieser Gré3en ermittelt man die Verformungeh$pannungen an den in Wirklichkelésti-
schen Bauteilen Das ist allerdings nur zuldssig, wenn die Verfangen ,ausreichend* klein sind.
Diese Bedingung ist bei den Herleitungen und Aufgatlieses Manuscripts immer erfillt. Gleichzei-
tig ermoglicht Sie, dass fur die Bestimmung derrBpagen und Verformungen Gleichungen abgelei-
tet werden kdnnen, fir welche zwar auch Vereinfagea notwendig sind, die aber relativ einfach
hergeleitet und angewandt werden kdnnen.

Diese Vereinfachungen haben aber zur Folge, dassrnmar eine Differenz zwischen Berechnung
und Realitat existiert. Das bedeutet, der Ingenieuin der Praxis muss nicht nur die Spannungen
und Verformungen ermitteln, sondern er muss auch dscheiden, ob sie den realen Zustand aus-
reichend beschreiben bzw. er muss den begangenerfes abschatzen
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2. Krafte und Momente

Eine Kraft beschreibt die Wirkung eines Objekteslales in diesem Manuscrpit als Bauteil bezeich-
net wird, auf ein anderes. Durch das Wirken defftienn sich das Bauteil beschleunigen, eine Be-
wegung kann verhindert werden oder es kann sidoween. Die Beobachtung zeigt, dass die Kraft
eine gerichtete Grol3e mit einem Betrag sein mugsd&s Arbeiten mit solchen GréRRen stellt die Ma-
thematik Vektoren zur Verfugung. Somit kann die fKeds dreidimensionaler Vektor betrachtet wer-
den. Sie besitzt in jede Raumrichtung eine Komptngn F, und E und einen Betrag F.

FX
Kraft. F = F, Betrag der Kraft: F = ‘I_f‘ =,/ FX2 + Fy2 + Fz2
I:Z

- Kréfte:

Ihr wird die Einheit Newton [N] zugeordnet. Sie kadurch einen Kraftpfeil, der auf der Wirklinie der
Kraft liegt, dargestellt werden. Die Kraftkomponemts, F, und E kdnnen ebenso als Kréfte betrach-
tet werden, die jeweils nur in eine der drei Raghttingen x, y oder z zeigen. Die Komponenten

spannen einen Quader auf, dessen Diagonale dieKbefschreibt

A A
Z - Z

F VP
/ Wirklinie
_ von F
- y

X
Abbildung 2.1: Kraft und ihre Kraftkomponenten

Mochte man mit Kraften rechnen, muss man die Reelge fur Vektoren anwenden. Vier haufig
angewandte Regeln sollen im Folgenden vorgestelitan.

Verschiebung der Kraft auf ihrer Wirklinie:

Beim Rechnen mit Kraften dirfen diese beliebigarglihrer Wirklinien verschoben werden.

A A
'
y e y F
»  Wirklinie
von F
/ - - .
F L7 Wirklinie
|~ von F
e |- h |-
X X

Abbildung 2.2: Verschieben der Kraft auf ihrer Wirklinie

Zerlegung einer Kraft in ihre Kraftkomponenten:

Sind der Kraftbetrag F und die Orientierung derRlifire bekannt, dann kdnnen die drei Kraftkompo-
nenten ermittelt werden. Im ebenen Fajl£F) erfolgt dies, wie in Abbildung 2.3 dargedtalber
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das sogenannte rechtwinkeligeiftedreieck , welches die zwei verbleibenden Komponentgard
F, als Kathete und die Gesamtkraft F als Hypotenesghhltet.

A ,

y F, _ * Wirklinie Kréaftedreieck von F c
von F (;
j X
ux Fy Fy F
4 > F,

X

Abbildung 2.3: Berechnung der ebenen Kraftkomponenten mittels Orientierungswinkel a

Im ebenen Beispiel (Abbildung 2.3) ist die Orientiggy durch den Winket, welchen die Wirklinie

mit der x-Achse einschliel3t, definiert. Fir die Kigelte F = 5N und fur den Winkel tar= 0.75.

Diese Winkelgrof3e impliziert stn= 0.6 und cas = 0.8. Die Komponenten,find F, stellen dann die
Projektionen der Kraft F auf die x- und y-Achsenm. dir ihre Berechnung kann entweder die Kom-
ponente fFnach rechts oder die Komponenienkch oben verschoben werden, um ein sogenanntes
Kraftedreieck zu erhalten. Mit diesem rechtwinkligen Dreieckatiman die gesuchten Komponen-

%:cosa =>  F, =Fcosy =5N[D8=4N
F ) .
?y:sma => F, =Fsina =5N [0.6 =4N

y N
y P,

Fy /.
\Wirklinie Ay
von F
< X:

Abbildung 2.4: Berechnung der ebenen Kraftkomponenten mittels Richtungskosinus

Alternativ kann die Lage der Wirklinie dadurch lesht werden, dass die Koordinaten zweier Punkte
P, und B gegeben sind, durch welche die Wirklinie verlakfir die Berechnung werden, wie in Ab-
bildung 2.4 dargestellt, die Koordinatey P 2, Ry = 2, B, = 8 und B, = 6.5 gewahlt. Die Kraft hat

den Betrag F = 5N. Durch die zwei Punkte kann eatwinkliges Dreieck %P, aufgespannt wer-
den, welches den gleichen Winkelwie das Kraftedreieck besitzt. Fir die Berechnomgs der

waagrechte Abstantix = 6, der senkrechisy = 4.5 und der Gesamtabstand L = 7.5 der beidek-Pu
te B, und B bestimmt werden.

sing =2 =% _0p
7.5
cosaz—:iz 08
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Mit den Werten fur sia und cost kbnnen wie im vorausgegangenen Beispiel die Koafikonenten
Fx und F, bestimmt werden. Verknipft man die Ergebnissebe&ten Beispiele, kann man die Kom-
ponenten ohne die explizite Bestimmung des Winkatstteln

FX:Fcosa:F%=5N [0.8=4N

Fy:Fsina=F%=5N [06=3N

Die beiden Quotientefix/L und Ay/L werden alRichtungskosinusbezeichnet. Fiihrt man ebenso
Az/L ein, kbnnen allgemein die Kraftkomponenten deis Kraftbetrag und den drei Richtungskosi-
nus bestimmt werden.

F, Ax/L AX
F=|F, |=F| ay/L :F% Ay

y

F Az/L Az

z

Vor allem bei rAumlichen Aufgaben erweist sichZéglegung mit Hilfe der Richtungskosinus als
vorteilhaft.

Addition zweier Kréfte:
] 1

I wirklinie von F !
Krafteparallelogramm

Abbildung 2.5: Berechnung der ebenen Kraftkomponenten mittels Richtungskosinus

Ebene Krafte werden zeichnerisch mit déréfteparallelogramm (Abbildung 2.5, links) addiert.
Die beiden Ausgangskraftg BEnd k stellen die Seiten des Parallelogramms dar, digtierende
Kraft Fr die Diagonale. Dabei ist zu beachten, dass imefiginen die Summe der Betrage der bei-
den Ausgangskréfte nicht gleich dem Betrag dertiesenden ist.

Fo<F +F,

Nur wenn beide Ausgangskrafte parallel zueinaniel, slarf das Gleichheitszeichen verwendet wer-
den. Gehen die beiden Krafte nicht von einem gesaamen Punkt aus (Abbildung 2.5, Mitte), kénnen
sie auf ihren Wirklinien verschoben werden, um ideiteparallelogramm zu erzeugen (Abbildung
2.5, rechts).

Um bei der rechnerischen Addition nur mit Komporeararbeiten zu kénnen, wird ein Bezugskoordi-
natensystem eingefiihrt, in welches man die Kréfte. lihre Kraftkomponenten einzeichnet. An-
schlieBend kdnnen die einzelnen Komponenten deltieenden Kraft gk unabhangig voneinander
bestimmt werden. Dazu verwendet man nur die pesitBetrage der Ausgangskomponenten. Zeigen
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diese in die positiven Koordinatenrichtungen wieshdetragen ein positives Vorzeichen vorausge-
stellt, andernfalls ein negatives.

FRX = (i le)+ (i FZX)
FRy = (i I:1y)+ (i FZy)

FRZ = (i I:1z)+ (i FZZ)

Der positive Betrag des resultierenden Wertest stefl Betrag der Komponente dar. Ist der Wert gro-
Rer null, zeigt die Komponente in die positive Kainatenrichtung, andernfalls in die negative. Die
Lage der Wirklinie der resultierenden Kraft wirdoganicht ermittelt (vgl. Abbildung 2.6).

Fpy = 3N

(-Fu)+(+F)=(-2N)+(aN)=2N

Fy)

Zerlegung einer Ausgangskraft in zwei einzelne Krdg:

FRX =
I:Ry = (

+
+
N
<
N—
I
N
e
N—
+
w
e
N—
I
|
H
e

Eine in Abbildung 2.7 gegebene Ausgangskrafk&nn in zwei Krafte Fund i zerlegt werden,

wenn die Orientierung der Wirklinien der beidenwgdgen Krafte bekannt ist. Dazu soll im folgenden
Beispiel die gegebene senkrechte Kraftri-zwei Krafte i und k zerlegt werden, deren Wirklinien
durch die Punkte Rund B bzw. durch den Winkeat gegeben sind.

T Wirklinie von F 2//’
Fr = 40N e
4
7
'd
~~ @ _ Wirklinie von F | ///
Ay=14{ P T~< o .7 sina=0.6
X \\s 7
__'; _______________ I_ _/J‘Q _____________________
~ > P,
Ax = 48

Abbildung 2.7: Aufgabenstellung zur Kraftezerlegung

Erfolgt dies bei ebenen Aufgaben zeichnerisch, iedaies, dass die Diagonale des Krafteparallelo-
gramms bekannt ist und die Kantenl&dngen gesuctit Biazu werden die beiden Parallelen zu den
Wirklinien von R und R durch die Pfeilspitze vongsFgezeichnet. Dabei resultiert das Krafteparallelo-
gramm. Zeichnet man maf3stabsgetreu, kann man fBkilere aus den Seitenldngen die Betrage der
gesuchten Krafte bestimmen. FUr die rechnerisclstiBmung werden mit Hilfe der Skizze die
Kraftkomponenten E, F,, F und by, durch die Gesamtkréafte End F dargestellt.
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o7 Parallele zur Wirklinie

Parallele zur 4~_vonk,
~

Wirklinie von F ,  # ~<

Abbildung 2.8: Zeichnerische (links) und rechnerische Kraftezerlegung (rechts)

F., =Ax/L [F, = 48/50F, = 096F,
F, = Ay/L [F, =14/50F, = 028F,
F,, =cosa [F, = 08F,
F,, =sina [F, = 06F,

AnschlieRend werden komponentenweise die Summeligeb
Fre=0= (_ le) + (+ sz) =—F, + F,, = -096F + 08F,
Fo, =40N =(+F, )+ (+F, )= F, +F,, = 028F, + 06F,

Die beiden resultierenden Gleichungen ergehen40N und k= 48N. Die Zerlegung einer Kraft in
ihre Kraftkomponenten stellt einen Spezialfall Hedftezerlegung dar.

- Momente:

Als weitere Wirkung einer Kraft ist zu beobachtdass sie versucht, ein Bauteil um einen Drehpunkt
oder BezugspunktoRu verdrehen. Diese Wirkung kann als Moment M lobreet werden. Es lasst
sich feststellen, dass die Wirkung dieses Momeiittsvathsender Kraft und mit wachsendem Ab-
stand der Wirklinie der Kraft vom Bezugspunkt zunitnMathematisch lasst sich diese Eigenschaft
durch ein Kreuzprodukt eines Abstandes r zwisclean Bezugspunktfund dem Kraftangriffspunkt

P, und der Kraft F beschreiben.

Hebelarm B Kraftangriffspunkt P ; y
~ ~ .
y N .
z y S / ko .~ P,
/ B
F
. \ //V\
y SO o .
S P
Abstand r Wirklinie 0
> von F
Bezugspunkt P X ~

Abbildung 2.9: Bendtige Groé3en zur Bestimmung des durch eine Kraft erzeugten Moments
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r F rF,—rF

MX X X
M =|M, |=rxF =|r, |x| F, |=| ,F,~1,F,
M, r, F, rXFy - ryFX

Da das Ergebnis eines Kreuzproduktes ebenso eitoMek gelten fir das Moment alle Rechenre-
geln wie fur die Kraft. Es steht senkrecht auf dertsvektor BP; und auf dem Kraftvektor von F.

Wahlt man einen beliebigen Punkt auf der Wirklirsie kann man den Abstand dieses Punktes vom
Bezugspunkt f£bestimmen. Der Hebelarm B ist der Abstand des fegnkei welchem der Abstands-
wert minimal wird. Der Betrag M des Momentes is$ @aodukt des Hebelarmes B, welcher senkrecht
auf der Kraft F steht, mit dem Betrag der Krafwvgl( Anhang Al). Das Moment hat daher die Einheit
[Nmm] oder [Nm].

M =[M|=[MZ+MZ+M? = BF

Liegt die Kraft F und der Ortsvektogf® in einer Ebene, so steht das resultierende Mosw@Tirecht
auf dieser Ebene. Ist dies die xy-Ebene, folgts das M, ungleich null ist. Entsprechend bei der xz-
Ebene M und bei der yz-Ebene MSomit kann dann M= M bzw. M, = M oder M, = M verwendet
werden und es muss nicht zwischen den Komponemtgidem Gesamtmoment unterschieden wer-
den. Das Moment M versucht das Bauteil um eine &rebe, die senkrecht auf der Ebene steht, zu
verdrehen.

Verwendet man ein kartesisches Koordinatensysteimyélchem die nicht gezeichnete Koordinaten-
achse aus der Ebene herauszeigt (Abbildung 2ri)liso dreht ein positives Moment mathematisch
positiv gegen die Uhr (Abbildung 2.10, Mitte).

zu verwendende Kraft erzeugt Kraft erzeugt negatives
Koordinatensysteme positives Moment Moment

y O > < A Drehrichtung

, y X oy X y F y
F
Xz z Bezugspunkt > Bezugspunkt
X
Drehrichtung

Abbildung 2.10: Geeignete ebene Koordinatensysteme (links) und Drehsinn der Momente (rechts)

Da Kraft und Moment immer senkrecht zueinanderesiehat das Moment in Richtung der Kraft eine
Komponente mit dem Betrag nuBomit kann die Kraft, die parallel zu einer Drehactse zeigt,
bezlglich dieser kein Moment erzeugen
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Im folgenden Beispiel aus Abbildung 2.11 soll das ¥ bezlglich des Bezugspunktes erzeugte Mo-
ment bestimmt werden. Die Kraft F ist durch die Kmmenten F= 1N und F = 2N definiert.
4

L=5m F
Bezugspunkt A ~ ;\

r
y o A
\\\ a /
¢ Wirklinie
S/
X Hebelarm B ~o von F

X y
_F,_ 2
sing=—2=—

F 5
B= Lsinazl—om

75

M = BF =10Nm

F
L=5m F
Bezugspunkt - A ~ :
TSRS CEEECEEEE —  Wirklinie
1 von F,
R Wirklinie 1
X von F, !
I

Abbildung 2.12: Bestimmung des Moments durch Berticksichtigung der Kraftkomponenten

Bestimmt man nicht das Moment mit der GesamtkrafidRdern berechnet, wie in Abbildung 2.12
angewandt, die Teilmomente der Kraftkomponentenaddiert diese anschlieRend, so reduziert sich
der Rechenaufwand

M =0L0F, + LF, =10Nm

Dabei wird ersichtlich, dass eine Kraft, deren Wirkinie durch den Bezugspunkt geht, beziiglich
des Bezugspunktes kein Moment erzeugt

Mit dem folgenden Beispiel (Abbildung 2.13) kane diveite Bedeutung des Begriffs Moment vorge-
stellt werden. Die beiden Kréfte sind entgegengésetentiert und haben den gleichen Betrag. Das
bedeutet, ihre Kraftesumme betragt null. Bezlglieb Bezugspunktes Brzeugen sie zusammen das
Moment M = LLF. Somit ist der Betrag des Momentes nur vom Algstarder beiden Angriffspunkte
der Krafte abhangig. Andert man die Lage des Bgaugdes und somit die Lénge, so andert sich
das resultierende Moment nicht. Dies bedeutet, diadseiden Kréfte beztglich allen Bezugspunkten
das gleiche Moment erzeugen. Solche zwei KraftelarealKraftepaar bezeichnet.
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L, L, |F
Bezugspunkt ——A—r
f 1
y @ 1

X

Abbildung 2.13: Wirkweise eines Kraftepaars

Verallgemeinert man diekann man die Wirkung von zwei oder mehr Kraften, deen Kréfte-
summe gleich null ist, als Moment M bezeichnerBetrag und Wirkrichtung des Moments sind von
der Anordnung der Krafte abhangig. Dieses Momezdwagt beziiglich jedem Bezugspunkt das glei-
che Moment. Versuchen die Kréfte das Bauteil ma#tisch positiv zu verdrehen, spricht man von
einem positiven Moment, welches in der ebenen Awslarch einen positiv drehenden Kreispfeil
dargestellt wird. Andernfalls ergibt sich ein négas Moment. Der Angriffspunkt des Momentes er-
gibt sich im Normalfall aus den geometrischen Gegékiten.

Krafte erzeugen ein positives Moment

Darstellung mit Kraften Krafte sind durch positives Moment ersetzt
F H 3L
oL 2lpgn AR A "
Bezugspunkt r—H-‘-r*-r—H‘ r v N
y I 1O i ﬁ (@ ) l
e
Fi2 ‘F/Z AN M = 8LF
F

X

Abbildung 2.14: Zusammenfassung mehrerer Krafte durch ein positives Moment

M :—H%—(H +L)F-(H +2L)%+(H +4L)%+(H +5L)F +(H +6L)%=8LF

Krafte erzeugen ein negatives Moment

Darstellung mit Kraften Krafte sind durch negatives Moment ersetzt
H 3L
B Kt —A—FI2 1 A A
ezugspun |:/2 ’_A_'_A_\ r v ‘\
T2 l F12 v =8LF ¢

Abbildung 2.15: Zusammenfassung mehrerer Krafte durch ein negatives Moment

M = H%+(H +L)F +(H +2L)%—(H +4L)%—(H +5L)F - (H +6L)%=—8LF

Bei der ebenen Darstellung ist der Kreispfeil ddtersichtlich. Bei rAumlichen Aufgaben misste
dieser perspektivisch dargestellt werden. Diesi@it immer eindeutig. Daher wird bei rAumlicher
Darstellung der urspriingliche Vektorpfeil verwendéin den Unterschied zu Kraften zu betonen,



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 11

verwendet man bei Momenten eine DoppelpfeilspEne positives Moment zeigt in die positive Ko-
ordinatenrichtung.

positives Moment negatives Moment
ebene »
y ‘
Darstellung y ) M ) M
X > X
raumliche
Darstellun z z
g y y
M M
X X

Abbildung 2.16: Ebene und rAumliche Darstellung von Momenten
- Resultierende Kréfte:

Hat man n Krafte, deren Kraftesumme nicht gleichist) kbnnen diese zu einegsultierenden
Kraft Fr zusammengefasst werden. Dabei soll auch die Leg@/aklinie der resultierenden Kraft
ermittelt werden. Die resultierende Kraft ist die Summe der n Ausgangskraften.

n

Fex = (i le)"'(i |:2><)"'---"'(i an):Z‘,(i le)

[y

F,)

M- 1

!
-

Fo=(tF, )+ (R, )+ +(xF,)

Fo= (R )+ (&R )+ +(F,)=2 (£ F,)

Die Lage der Wirklinie der resultierenden ist dadtubestimmt, dass die resultierende KrafbEzig-
lich einem Bezugspunkt ein resultierendes Momegekteugt, welches der Summe der Teilmomente
der n Ausgangskrafte Entspricht.

Bei ebenen Aufgaben in einem xy-Koordinatensyseghian den Bezugspunkt iR den Koordina-
tenursprung und bestimmt dann die x-Koordinatdes Schnittpunktes zwischen der Wirklinie von
Fr und der x-Achse. Mit diesem Schnittpunkt ist eimk der Wirklinie bekannt. Durch die Kraft-
komponenten vondist die Richtung der Wirklinie bestimmt. Da die Mfinie eine Gerade ist, ist sie
durch dies Angaben eindeutig bestimmt.

MR =iXRFRyZiYile ixilzly"'i ynananFny :Z(i yi ix * XiFiy)

i=1

Die Langen yund x beschreiben die Hebelarme der Kraftkomponenjeunié F,. Die positiven oder
negativen Vorzeichen werden entsprechend, ob diegéoenten positive oder negative Momente
erzeugen, verwendet. Im folgenden Beispiel solldarsbeiden gegebenen KrafteruRd B mit den
Komponenten k= 1N, R, = 2N, k= 4N und F, = 3N die resultierende Krafikkind die Lage Ihrer
Wirklinie bestimmt werden.
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/
Wirklinie von F RIl
F. 7
y R
Bezugspunkt X X F1 i
N\ F,
i
[\ v I\ 7! J
' 25m 2.% !
- _
g
XR

Abbildung 2.17: Aufgabenstellung zur Bestimmung der resultierenden Kraft Fr

Fr, = —Fyy + F,, =—IN +4N =3N
Foy = Fy, + F,, =2N +3N =5N
20Nm _ 20Nm

XRFRy =25m |:Fly +5m D:Zy =25m™@2N +5m3N => Xq = = = =N =4m
Ry

Durch Wiederholung der Vorgehensweise in einemeseit ebenen Koordinatensystem kann auch die
Wirklinie bei raumlichen Aufgabenstellungen bestihwerden.

Haufig treten viele Kréfte;Fdie jeweils in einem Streckenabschhitt wirksam sind, auf. Fur die
dargestellte Skizze in Abbildung 2.18, links l&ssh die y-Komponente der resultierenden Kraft
bestimmen, woflr die einzelnen Kréaftedarch den Quotient; g F/Ax; ersetzt werden. Die Grof3e x
ist die x-Koordinate des Kraftangriffspunkt der Kri.

L
y F, F, y q y1 q Fersaz =4
* ecccee Fa y A A A A A A A AL
A 1 )
> X L — —

A [—" N — _ N " N " P
&, B, ax, L L2 U2
- '

v

Abbildung 2.18: Definition von Streckenlasten

n

,= Z F = i&mﬁ = o

i=1 i=1 i i=1

n n n

F 1L
XRFRy=;>ﬁE=§>qA—)'gA>ﬁ=;xin>ﬁ = X F—Zﬂ‘, X0 A%

Ist die Belastung durch den Quotientiger die gesamte Bauteillange gleichmafiig veuat wirkt
nicht nur an einzelnen Punkten, kann dies dadueskhyieben werden, dass die Anzahl n der Ab-
schnitte gegen unendlich und deren LafAgegegen unendlich klein strebt. Dies wird &tsecken-
last mit der Einheit [N/mm] oder [N/m] bezeichnet unehgal3 Abbildung 2.18, Mitte dargestellt.

n L
Foy=1lim > qax = J'qu:jqu
i=1 0 L
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Xs = 1im izn: X A :ijqux:ijqux
R neF ' F F

Ry i=1 Ry 0 Ry L

Ist die Streckenlast g wie in Abbildung 2.18, rechiber der Bauteillange L konstant, gilt fir disule
tierende Kraft ky = Fesa= gL und % = L/2.

FRy = FErsatz = J.CIdX: qJ. dx= gL => FRY = FErsatz =qL
L L
27t 2 L
Xe == [ xqd=—qfxex=1| X | =1E =L >  |X%=s
Foyt qL % Ll2], L2 2 2

Allgemein greift die Ersatzkraftdz,, einer konstanten Streckenlast in der Mitte deecke, an der
die Streckenlast wirksam ist, an.
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Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1

Es sei i = 4y = 0 und B, # 0. F, ist derart zu wahlen, dass die Summe der viert&ihe resultie-
rende Kraft Ik = 21N ergibt, die in die negative z-Richtung zélgisung &, = -25N).

y4 P, 8-1-5) ,-®
F,= 20N .

.

\ F,= 11N .-
Ja

\ 4

Aufgabe 2.2

Die Krafte ik = 50N und Eliegen in einer Ebene, die parallel zur yz-Ebemdéwft.

a.) Die Kraft k ist in einen zum Stab parallelen und in einem Biab senkrechten Anteil zu zerle-
gen.

b.) Wie grof3 muss der WinkBlsein, wenn f, = 12/13F, betragt? Wie grof3 ist dann,*

c.) Die Kraft i ist analog zu fzu zerlegen.

d.) Wie grol3 ist Fzu wahlen, wenn die beiden parallelen Komponertsammen 81N ergeben (L6-
sung i = 100N)?

Stab

Aufgabe 2.3

Welche Momente erzeugen die Kréafteurd R bezliglich des Koordinatenursprungs
(tanx = 7/24, ta@ = 3/4) (Losung M= 800LF, M, = Wurzel(7972)LF)?

z L 4 oy
N T TP, (8L;-3L:9L)

y YNF P, (2L;3L;2L) ¢
§3 /
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Aufgabe 2.4

Der Stab mit der Lange 10L liegt in der xy-Eben& @egebenen Momente zeigen in x- oder y-
Richtung (taa = 4/3). Welche Momente wirken an den beiden Punkieind B in Stabrichtung und
quer zum Stab (Losung: H¥kraiel = Ms paraiier= 48 LF, |M quel = 136LF, M guer= 36LF)?

120LF 10F
A
10F ~.
y X
Z
Aufgabe 2.5

Welche resultierende Kraft ergibt sich? Wo schralte Wirklinie die x-Achse
(Losung: % 1= 0.5m, %> = 34L, Xe g3 = 9L, Xz s = 1M)?

TSN B1 3N1 B2 2F4 3F T
X X
x=0 I ] —> X=01I ] —>
< > |l —» —> <—>|
4m 4N1 2m l 5L | 3L
6F
NSF 4N
¢a\ B3 -—
B4 oN
tana = 0.75 oL 31F 1.5m
X
X=0 1 Xy xS/ —
—r | —
—
= ﬁZN
Aufgabe 2.6

Die resultierenden Kraftezi-und kR, und die Schnittpunkte {xx,) ihrer Wirklinien mit der x-Achse
sind zu bestimmen. Die Funktion q(x) bei B2 ist Bolynom 3. Grades (LOsungs g = L/3,
Xr,B2 = 2/5L)

qO Bl q(x = L/3) = q max = qO B2
o1 - :
X X
- ~— - \ I\, 7

Y
L L/3 2L/3
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3. Schwerpunkt und Flachenmomente n-ten Grades

Es sei ein Bauteil gegeben, welches aus n Teilbanteesteht. Von diesen Teilbauteilen sei die Ge-
wichtskraft G und die Lage ihrer Schwerpunktg, §, z)" bekannt. Die Gewichtskraft besitzt im Nor-
malfall nur eine senkrechte Komponente. Uber disdam[kg] und der Erdbeschleunigung g [m/s?]
kann die Gewichtskraft ®estimmt werden.

G =mg

Die Gesamtgewichtskraft G des Bauteils ist die Seratter Teilgewichtskréfte G

G=>¢
i=1

Der Gesamtschwerpunktes,(y, z)' ist der Bezugspunkt, beziiglich welchem die Sumifee Beil-
momente durch die Teilgewichtskraftedgkeich null ist.

(%% (G L (i-y)e-(a-2)s,

0= % ¥ x| Gy | =X (7 - zs) - (% =x)G,

“z-z) (6,) Tlx-x)G, -(v-v)G,

Geht man davon aus, dass die Gewichtskraft nuRitlktung wirksam ist und somit deren Kompo-
nenten G = G und G, = G, = 0 gesetzt werden kénnen, so ist in der obigaic@ling nur die erste
und zweite Zeile ungleich null.

Ozg(yi_ﬂ) |z_z_1: i G IZ": ; iysGi:iiini_ysiGiziini_
=3 (x -x)8, =D (% +x)6 =Y %G +ist. ——ixG. +><iG. -—ZXG +xG

i=1 i=1 i=1 i= i= i=

Verwendet man ein gedrehtes Koordinatensystenrhgit @nan zusatzlich eine Bestimmungsglei-
chung fur die z-Koordinaten.z

0=3 26, -2

i=1

Zusammengefasst bzw. umgeformt, erhalt man die Hagesesamtschwerpunktes.

_1
XS—G;XGi

1 n XS 1 n Xl 1 n
yfg;ini = X BZ/ =E; Y GFEEX@

1 n
—Egzei

Kann man voraussetzen, dass die Erdbeschleunigkogsgant ist, folgt mit G = mg der Massenmit-
telpunkt (%, Yim, Zm)'
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Xim ——Zx.mg ——Zx.m ——ZX|

mo =

Besteht das Bauteil aus einem Material mit konstadichtep, so folgt mit m =pV der Volumenmit-
telpunkt (X, Yv, 2,)".

- _1 n <
XV_V;X‘\/i

Geht man davon aus, dass das Bauteil eine konstéihte H bzw. eine Einheitshohe (ebene Flachen)
besitzt, folgt mit V = AH der Flachenmittelpunkt.(¥= z)" = (X, s, z)', welcher im Folgenden auch
mit dem Indice ,s" gekennzeichnet werden soll.

_1g
&—A;xA

_,__,_ln_,. _in_,. _ :1"-
xs—xa—A;xlA—A;xlA > Ys A;MA
_1¢
%—A;zA

Fir das erste Beispiel (Abbildung 3.1) soll, washenachzuvollziehen ist, vorausgesetzt werden,
dass der Flachenmittelpunkt eines Rechteckes imitBatinkt der beiden Diagonalen liegt und somit
bekannt ist.

1
1
1
1
|
1
___7!L\S_:L_ ‘.___ 'IAZ \\ /’/A3
0

v

1
40m 50m X
Abbildung 3.1: Aufgabenstellung zum Berechnen des Gesamtflachenmittelpunktes S

Aus Abbildung 3.1 kdnnen alle zur Berechnung degd_des Gesamtflachenmittelpunktes notwendi-
gen GroRRen (x= 10m, y = 15m, A = 600m?2, x = 30m, ¥ = 5m, A = 200m2, ¥ = 45m, ¥ = 10m,
Az = 200m?) der drei Teilflachen (n = 3) herausgeieserden.
3
A=>" A =600m*+200m* + 200m’ =1000M*

o

13 2 2 2
== = 10mBOOM” + 30m200m°~ +45m[200m° )= 2Im
%= Aiz_l“XA 1000112( )

_1 3 1
=—— _(15mBO0M* + 5m200m? +10m[200m? ) =12m
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Ist eine Flache symmetrisch zu einer Geraden,Isallgiemein, dass ihr Flachenmittelpunkt auf diese
Geraden liegt. Dies soll bei der Berechnung deshiélidmittelpunktes eines Dreieckes, welches in
Abbildung 3.2 dargestellt ist, berticksichtigt werdBer Koordinatenursprung liegt auf der mittleren
Symmetrieachse, wodurch=x 0 resultiert und nur noch die y-Koordinate dégkenmittelpunktes zu
bestimmen ist.

A
A4

A
y

P 4

L L

Abbildung 3.2: Bestimmung des Flachenmittelpunktes eines Dreieckes

Das Dreieck kann man nicht in endlich viele Reckeéegon welchen man die Lage der Flachenmit-
telpunkte kennt, zerlegen. Deshalb wird das Dreieder Abbildung 3.3, links naherungsweise durch
zwei Uberdeckende Rechtecke beschrieben. Man kaerFEichenmittelpunktskoordinatezyL/2
ermitteln. Eine Uberdeckung des Dreieckes mit 6hRmken beschreibt das Dreieck (Abbildung 3.3,
Mitte) ,besser” und liefert eine Flachenmittelsptsdoordinate vony= 5/12. Wird das Dreieck mit

20 nochmals kleineren Rechtecken substituiertentie Flachenmittelspunktskoordinate var\3/8L
ergeben, reduziert sich der Fehler durch die Natgeweiter (Abbildung 3.3, rechts).

=A==
L//._

Abbildung 3.3: Naherungsweise Flachenmittelpunktbestimmung eines Dreieckes mit Uberdeckenden Recht-
ecken

Setzt man diesen Prozess fort, so strebt der Fgbdemn null. Bei unendlich vielen, unendlich klgine
Rechtecken erhélt man einen Fehler null. Der Fléichalt dA dieser unendlich kleinen Teilflachen
ist das Produkt von Breite dx multipliziert mit dédhe dy.

y, =lim= ZyA ——jydA——j Iydxdy— jy[x] Ly

n-
® A —L+y

1 15 2y L
—jy[zL—zy]dy:—zszy 2yzdy__[ y2—_y} L
0 0 0

L? 3 3
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Diese Vorgehensweise ist bei jeder beliebigen Eaiwendbar. Dies ergibt die allgemeinen Formeln
zur Bestimmung der Flachenmittelpunkte.

1
XS—KJ;XdA
1
ys _K'[ydA
z, :iAjsz => S, =zA=[zdA
A A

Das Integral gnennt marstatisches Momentoder Flachenmoment ersten Grades, da z in erster P
tenz vorkommt. Ersetzt man z durchlzerechnet man den Flacheninhalt A oder das Fiécbment
nullten Grades. Wahlt man unter dem Integral stdie Funktion Z so wird das Integral Flachen-
moment zweiten Grades oddaéhentragheitsmomentl, genannt.

A=[2dA=[dA
A A
S, =zA=[zdA
A

l, =] ZdA

Fur das in Abbildung 3.4 dargestellte Rechteckesaflie Flachenmomente bestimmt werden. Der
Koordinatenursprung wird in den Rechtecksmittelgugtegt. Die kleine Teilflache dA kann durch
das Produkt Breite dy und Hohe dz beschrieben werde

B

A

A

> H

dz4| dA
| dy |

Abbildung 3.4: Rechteck zur Bestimmung der FlAchenmomente nullten, ersten und zweiten Grades

- Flacheninhalt A
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- statisches Moment $

A “H-B H | B HO 2 “H
2 2 2 2 2
H H
2 275 2, 2
=szdz=BZ— = [H/Zj —[ H/ZJ =0
H 2 |-H 2 2
7 2

z %g 2 % 2 g % 2 . z 2| B B

= = = = 2 — - ==

l, { dA —L—LZ dydz _Lz Jde dz JHz[y]_zde :[Hz[z ( 2ﬂdz
2 2 2 2 2 2

Da beim hier berechneten Rechtegk-&A = 0 und A+ 0 gilt, folgt, dass die z-Koordinate des
Flachenmittelpunktes den Wert null besitzen musslég kann auch gezeigt werden, dass § gilt.
Daher ist die urspringliche Annahme, dass der Elawmiittelpunkt eines Rechteckes im Kreuzungs-

punkt der Diagonalen liegt, bewiesen.

Berechnet man die Flachenmomente fiir den in Abbdd5 dargestellten Kreis, so ist es sinnvoll,
mit den Polarkoordinaten r uredzu rechnen. Der Koordinatenursprung wird in deaigtnittelpunkt
gelegt. Da die Kantenlangen der Teilflachen dA wilieh klein sind, stellt dA auch ein Rechteck dar,
dessen Flacheninhalt durch die Kantenléange drdialer Richtung und der Kantenlangerrth Um-
fangsrichtung berechnet werden kann. Die z-Kootdikann mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks

ZuU z = rsina bestimmt werden.

zV

Abbildung 3.4: Kreis zur Bestimmung der Flachenmomente nullten, ersten und zweiten Grades
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- Flacheninhalt A
2

_ _Rer _R 2 _R . _R _ R _ r R_ ,
A—./[dA—.([l'rdadr —J'r(.[dajdr —J;r[a]o dr —J‘Oerr —27T£I‘dl‘ = 2/{3} =7/R

0 0 0

- statisches Moment $
R2m

S, = [ zdA=[ [(rsina)rdadr = Trzﬁnsinadajdr :Trz[— cosal?"dr = Trz[o]dr =0
A 00 0 0 0 0

- Flachentragheitsmoment }
R2m R 2 R 1 2m
l, =I zsz=I_[(rzsin2 a)rdadr = Ir?’(.[sinz ada]dr =.[r3[—(a—sinacosa)} dr
A 00 0 0 0 2 0
R

R R 4
— (3 - 34r — f | T
—!r [ﬂ]dr—ﬂj(;rdr—n{dr} 4R

0

Da beimKreis das statische Momenf Bie beim Rechteck den Wert null einnimmt, muss $¢d-
chenmittelpunkt die Koordinaten ¥ z = 0 besitzen und somit im Kreismittelpunkt liegen.

Die am Rechteck und Kreis ermittelten Ergebnissel#$ statische Momen{ Bissen sich auf belie-
bige Querschnitte tbertragen. Es ist genau danchghell, wenn der Flachenmittelpunkt im Koordi-
natenursprung liegt.
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Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 3.1

Gesucht ist die Lage der Flachenmittelpunkte daugn Flachen (Losungs,¥; = 7/4H, z,z, = 4/5H).

y4 Bl B2
A ¢ I
t < 4 >

I <&

8H

A
\4

v
X
< A
I
==

| B— N

vy
|-
'|

A

5H

Aufgabe 3.2

a.) Die Lage der Flachenmittelpunkts ist durchdragion und durch Zerlegung der Gesamtflache in
Teilflachen zu bestimmen (Losung; =z 29/18H).

5 5H
|
N

»
»

y

A

4H

z'V

b.) Der Koordinatenursprung ist in den Flachennpttekt zu verlegen. Das Flachentragheitsmoment
ly ist durch Integration zu bestimmen. Die Flachén$ identische Quadrate zu zerlegenisfderen
Flacheninhalt, zsind die z-Koordinaten der Flachenmittelpunkte Titflachen. Naherungsweise ist
das Flachentragheitsmomeptiit der Formel

|y:242A

und n = 9 zu bestimmen. Wie grol3 ist der resuli@egprozentuale Fehler (Losung: Fehler: 3%)?



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 23

4. Freischneiden

Ein Bauteil 1 wirkt mit einer oder mehreren Kraftuf ein Bauteil 2 ein. Die Wirkung dieser Kréfte
wird durch eine Ersatzkraft oder resultierende KFaf und einem Moment M, zusammengefasst.
Dann l&sst sich beobachten, dass das Bauteil imeit Kraft ; und einem Moment b auf das
Bauteil 1 einwirkt. Die beiden Krafte und Momentgbln die gleichen Betrage und sind entgegenge-
setzt orientiert. Daher werden Sie mikfio und Reaktio” bezeichnet.

El,Z = _EZ,l

mlz = —Mz,l

Diese Krafte und Momente werden wie in Abbildung dargestellt sichtbar, wenn man die beiden
Bauteile trennt und ersatzweise die gegenseitigenitkungen durch diese GroRen beschreibt. Die-

ses Zerlegen und Einzeichnen der Krafte und Momesrat markreischneiden

Aktio Bauteil 2

Fl}, M, ,

\ Reaktio F,;

Kontaktstelle v ALK

Bauteil 2

Bauteil 1

Bauteil 1

Abbildung 4.1: Freischneiden zweier Bauteile

Ist die Summe aller angreifenden Krafte und Momediee auf ein Bauteil wirken, gleich null, so be-
findet es sich im Gleichgewicht. Befindet es sitliRuhe, so ist es istatischen GleichgewichtAn-
dernfalls bewegt es sich geradlinig mit konsta@eschwindigkeit. Man spricht von einatynami-
schen GleichgewichtBei beiden Gleichgewichtszustanden sind die ideién Krafte und Momente
wirksam. Daher wird fur die Untersuchung eines dyisahen Gleichgewichts dieses haufig durch ein
statisches ersetzt. Der Impulssatz, der in seinéaahsten Version ,Masse mal Beschleunigung ist
gleich der Summe aller Krafte" lautet, und der Dmgbulssatz ,Massentragheitsmoment mal Winkel-
beschleunigung ist gleich der Summe aller Momeetgében mit den Beschleunigungen null die
Gleichgewichtsbedingungen

> F, =0 > F, =0 > F,=0
> M, =0 > M, =0 d>M,=0

Bei ebenen Aufgabenstellungen sind eine Kréaftesunmmmadezwei Summen der Momente nicht zu be-
ricksichtigen bzw. automatisch erfallt.

Mit diesen Gleichgewichtsbedingungen kénnen dientdgieischneiden sichtbar werdenden Krafte
und Momente berechnet werden. Je nach Art, wie wdemrman schneidet, werden sie Lagerkrafte und
Lagermomente, Schnittkrafte und Schnittmomente lozmere Krafte und Momente genannt.
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4.1 Lagerkrafte und Lagermomente

Mochte man ein Gesamtbauteil betrachten, so mussdera Einfluss der Umgebung auf das Bauteil
durch Krafte und Momente darstellen. Dieser Eirglwerd im Normalfall durch eine Lagerung aus-
gelbt. In der Betrachtungsweise von Abbildung 4ts@richt das Bauteil dem Bauteil 2 und die Um-
gebung dem Bauteil 1. Dabei werden in der RegetlimiLagergrofRen dargestellt, die am Bauteil
bzw. Bauteil 2 wirksam sind. Die Gegengrof3en, dieer Umgebung oder am Bauteil 1 angreifen,
werden meistens nicht dargestellt.

An den ebenen Betrachtungen in den Abbildungemi4.2.4 sieht man, welche unterschiedlichen
Lagerkrafte und Lagermomente bei den einzelnenaddean zwischen Umgebung und Bauteil tiber-
tragen werden. In der Ebene sind prinzipiell dreimBgungsmdglichkeiten vorhanden. Das Bauteil
kann in waagrechter (uund in senkrechter RichtungJwerschoben werden, und es kann um eine
Drehachse, die senkrecht zur Ebene steht, gedextiew ¢1). Es soll vorausgesetzt werden, dass das
Bauteil eine grol3e Gewichtskraft besitzt.

In der in Abbildung 4.2 dargestellten Lagervaridngsteht ein flachiger, fest zusammenhéngender
Kontaktbereich zwischen der Umgebung und dem Baillterch diesen Kontakt werden die waag-
rechte und die senkerechte Bewegung, sowie dieudgeterhindert. Die waagrechte Bewegung wird
durch eine waagrechte Kraft unterdriickt. Entsprediveird die senkrechte Bewegung durch eine
senkrechte Kraft, die Normalkraft bezeichnet wimterdrtickt. Die Drehung wird durch ein Moment
verhindert. Daher missen an der zusammenhangeratgaktflache in Summe eine waagrechte Kraft
Fx eine senkrechte Kraft ind ein Moment M wirksam sein.

keine
Bewegungs-
moglichkeit

Bauteil

X M

Umgebung 7= TF////
X
Fy

Abbildung 4.2: Flachiger Kontaktbereich zwischen Bauteil und Umgebung
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Bewegungs-
maoglichkeit

keine
Bewegungs-
maoglichkeit

Bauteil

Bauteil
X

Umgebung /T>//// /T>////
FlX F2x I:lX
F1y F2y F1y

Abbildung 4.3: Punktueller Kontaktbereich mittels FilRe

Andert man den Kontaktbereich, wie in Abbildung,4iks dargestellt, indem man das Bauteil auf
zwei FulRe stellt, so entstehen zwei Kontaktflichardenen andere Krafte wirksam werden. Beide
FifRe konnen fir sich betrachtet die waagrechtalingenkrechte Bewegung unterdriicken. Dazu ist
jeweils eine waagrechte und senkrechte Kraft notigebass beide FiiRe diese Bewegungen unter-
dricken kdnnen, wird sichtbar, wenn man wie in Abig 4.3, rechts einen Ful entfernt. Die waag-
rechte und senkrechte Bewegungsmdglichkeit bleitérdrickt. Allerdings kann jetzt die Drehung
allein durch einen Fuf3 nicht verhindert werden. @&@ann an einer einzelnen Kontaktstelle auch kein
Moment wirksam sein. Nur wenn beide FiRRe wie inifimg 4.3, links vorhanden sind, kann die
Drehung verhindert werden. Das bedeutet, eine Digkann nicht nur durch ein Moment, sondern
auch durch ein Zusammenspiel mehrerer Krafte vddntrwerden.

Ersetzt man wie in Abbildung, 4.4 links einen Fuffcth eine Rolle, so besitzt das Bauteil wieder kei-
ne Bewegungsmaglichkeit. Allerdings kann das ftih dietrachtete Rad nur die senkrechte Bewegung
mit einer senkrechten KraftFunterdriicken. Dies wird sichtbar, wenn das Baatéfil2 Rader (Ab-
bildung 4.2, rechts) gestellt wird. Nun kann dieagreechte Bewegung nicht mehr verhindert werden.
Dies bedeutet, es kdnnen auch keine waagrechtdteKvitksam sein.

keine Bewegungs-
Bewegungs- moglichkeit
maoglichkeit

) |

X
Bauteil

y
Bauteil
X

Umgebung > T 7777 > 7 T 7777 T
Fly F2y > Fly F2y

Abbildung 4.4: Punktueller Kontaktbereich mittels Ful3 und Rollen

Die Beispiele in Abbildung 4.2 bis 4.4 zeigen, d@ssach Art des Kontaktes unterschiedliche Krafte
und Momente von der Umgebung auf das Bauteil wirkéarden bei einer ebenen Aufgabenstellung
alle drei Bewegungsmdglichkeiten unterdriickt, sickpman von einefesten Einspannung die

auch als 3-wertige Lagerung bezeichnet wird. Vat&ihman die waagrechte und senkrechte Bewe-
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gungsmoglichkeit, nicht aber die Drehung, so bdweit man dies als egelenkiges Festlagerbzw.
als ein 2-wertiges Lager. Wird nur die waagrechitersenkrechte Bewegungsmaglichkeit unter-
driickt, so wird dies allsoslage bzw. als 1-wertiges Lager bezeichnet. Fir jedegel werden die in
Abbildung 4.5 dargestellten Symbole verwendet. Aadémbinationen von unterdriickten Bewe-
gungsmoglichkeiten werden durch die Kombinatiorséliedrei Lagertypen erreicht.

Raumliche Bauteile kennen 6 BewegungsmaoglichkeZan Unterdriickung dieser kbnnen auch
Kombinationen von ebenen Lagern verwendet werddhist eine rdumliche feste Einspannung ein
6-wertiges Lager.

ebenes Lagersymbol auf das Bauteil wirkende
Krafte und Momente

feste Einspannung

7 M
7 F
/] —
7
/
FY
gelenkiges
st §>: L.
Fy
Loslager

Abbildung 4.5: Ebene Lagersymbole

Ein Bauteil istkinematisch unbestimmt gelagert wenn es trotz Lagerung eine Bewegungsmaglich-
keit besitzt. Das Bauteil istatisch bestimmt gelagertwenn die Anzahl der unbekannten Lagerkrafte
und Lagermomente (Anzahl der Unbekannten) gleictAdeahl der Gleichgewichtsbedingungen
(Anzahl der Gleichungen, eben: 3, rdumlich: 6)lgtdie Anzahl der Gleichungen groRRer als die An-
zahl der Unbekannten, ist das Bausgdtisch unbestimmt gelagertDas bedeutet hdufig, dass es
auch kinematisch unbestimmt gelagert ist. Sind mitirekannte als Gleichungen zu bestimmen, ist
das Bauteiktatisch Gberbestimmt gelagert

statisch unter- statisch bestimmt statisch Uber-
bestimmt gelagert gelagert bestimmt gelagert

y FAx FAx FBx
X i Fa i Fg i Fay i Fe i Fay i Fay

Abbildung 4.6: Unterbestimmte, bestimmte und tiberbestimmte ebene Lagerung
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In den folgenden beiden Beispielen sollen die Lagéte und die Lagermomente mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen an zwei statisch bestigeta#tigerten, ebenen Bauteilen ermittelt werden.

r
2.5m Fq gE 5m
A

A

2.5m
A
;/ 2m < N
E A
1 2 y

-

lF 2m < Mc
1 ~ F o

~

\ 4
N’

Fay

Abbildung 4.7 ebene Aufgabenstellungen mit eingezeichneten Lagerkraften und Lagermomente

Bei der linken Geometrie in Abbildung 4.7 ist diealt F, = 2N gegeben. Die Kraft kst Uber die
beiden Komponentenf= 4N und F, = 3N definiert. Die feste Einspannung wird durah zivei
Lagerkréafte &k, und R, und das LagermomentAversetzt. Diese drei Grol3en werden mit Hilfe der
drei ebenen Gleichgewichtsbedingungen bestimmtdieiMomentenbilanz wird der Lagerungspunkt
A als Bezugspunkt verwendet.

ZFX =0: FatFo =0 => F. =—4N
ZFy:O: FAy_F1+F2y:0 => FAyZ—lN
ZM‘A=0: M, —25m(F, +00F, +5m(F, =0 => M, =—-10Nm

Bei der rechten Geometrie in Abbildung 4.7 ist Bmsnent Mc = 10Nm gegeben. Die drei Lagerkraf-
te Fax, Fay und R erhalt man uber die 3 ebenen Gleichgewichtsbedgu

ZFXZO- FAX+FB:0 => FAX:_FB
ZF)’ZO: |:Ay:o

-M
>'M|_=0: M +2m(F,, ~5m(F, ~2m(F, =0 = FyFe=

Die drei Gleichgewichtsbedingungen ergeben nialetktlidie drei gesuchten Lagerkrafte. Setzt man

aber die erste in die dritte Gleichung, kann marstidie Kraft k und dann f bestimmen.

— MC
2m

Fo=—F, = F. =—25N

FotF=-F-F=-2FK=

=>  F,=25N

In Abbildung 4.8 ist eine Geometrie dargestelltyaaicher die raumliche Lagerkraftberechnung
durchgefuhrt werden muss. Loslager sind im Raurahalie in der Ebene 1-wertige Lager. Das ge-
lenkige Festlager wird im Raumlichen zu einem 3tigen Lager. Zur Bestimmung der 5 Lagerkréfte
sind die 6 raumlichen Gleichgewichtsbedingungez@auerten. Somit ist das Bauteil statisch unterbe-
stimmt und kinematisch unbestimmt gelagert. Didefiette Lagerung macht sich allerdings nicht ne-
gativ bemerkbar, da durch die belastende Kraftiéfmbgliche Drehung um die z-Achse nicht ange-
regt wird. Als Bezugspunkt wird das Lager A gewahlt
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/l e
|

Abbildung 4.8: raumliche Aufgabenstellung mit eingezeichneten Lagerkraften

> F,=0: F,=0
> F,=0: F,=0
> F,=0: 4F-F,-F;-F.=0
ZMXA

Y M| =0: -L@F+2LF, =0

M.

=0: —L@F+2LF, +LF, =0

AT 0: keine Kraft ist zu bertcksichtigen, Momentenbiléstautomatisch erfillt

Aus der Momentenbilanz um die y-Achse folgt=F2F. Setzt man dies in die Momentenbilanz um die
x-Achse ein, folgt F= F. Zuletzt ergibt die Kraftebilanz in z-Richtuhkg, = F.

4.2 Seilkrafte

Mochte man ein Seil zusammendricken oder eine Ktedt zum Seil aufbringen, kann das Seil kei-
nen Widerstand aufbringen. Das bedeutet, dassameseil, wie in Abbildung 4.9, links dargestellt,
nur ziehende Kréafte in Seilrichtung wirksam seimikén. Bildet man das Kraftegleichgewicht in x-
Richtung, erkennt man, dass beide Seilkraftartd B betragsmafig identisch sein missen.

> F,=0: -F+F,=0 = F=F

Somit muss zwischen kind F nicht unterschieden werden und nur eine Seilkmfticksichtigt wer-
den.

Abbildung 4.9: Seilkréafte
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Verlauft das Seil wie in Abbildung 4.9, rechts Ubare freidrehbare Rolle mit dem Radius R, ergibt
die Momentenbilanz um den Rollenmittelpunkt R, dassh hier beide Seilkraftg BEnd F identisch
sein mussen. Auch in dieser Situation ist im Serher nur eine Seilkraft wirksam.

>'M| =0: RFR-RF,=0 = F,=F,

Diese Ergebnisse lassen sich auf Riemen und Kalteriragen, die sich mechanisch wie Seile verhal-
ten.

4.3 Schnittkrafte und Schnittmomente

Wird nicht das Gesamtbauteil von seiner Umgebueigdéischnitten, sondern teilt man das Gesamt-
bauteil in zwei oder mehrere Teilbauteile, so midgie Wirkungen des Teilbauteiles i auf das Teil-
bauteil j durch eine Kraft;fFund teilweise auch durch ein Moment; Meschrieben werden. Wegen
+Aktio und Reaktio* sind dann die Kraft fund das Moment Mvom Teilbauteil j auf das Teilbauteil
i wirksam, wobei die Krafte und Momente die gleishgetrage besitzen und entgegengesetzt orien-
tiert sind. Sie werden als Schnittkrafte und Sc¢hmtmente bezeichnet.

Welche Krafte und Momente an den Schnitt- oder Ekistellen einzufihren sind, h&ngt davon ab,
wie die beiden Teilbauteile miteinander verbundead.sTypische ebene Verbindungselemente sind
die in den Abbildungen 4.10 und 4.11 dargesteditéef Verbindung und das Gelenk.

keine Teilbauteil
Bewegungs-
moglichkeit
Teilbauteil j
y
Teilbauteil i Teilbauteil i
X

77/ 7/

Abbildung 4.10: Wirkweise einer festen Verbindung zwischen den Teilbauteilen i und j

Bei der ebenen festen Verbindung kann sich dagdugiil i infolge der festen Einspannung an der
Umgebung nicht bewegen. Infolge der festen Verhigdkann sich das Teilbauteil j relativ zum Teil-
bauteil i auch nicht bewegen. Das bedeutet, diggwaate Bewegung des Teilbauteils j muss durch
eine waagrechte KraftFdie senkrechte Bewegung durch eine Krafaiid die Drehung durch ein
Moment M unterdriickt werden. Diese Grof3en musslédbauteil i aufbringen. Wegen ,,Aktio und
Reaktio” sind die GegengrolRen am Teilbauteil i wank. Bei einer raumlichen festen Verbindung
mussten 3 Krafte und 3 Momente angebracht werden.

Beim Gelenk werden wie bei der festen Verbindumgvahagrechte und die senkrechte Bewegung
unterdriickt. Allerdings kann das Teilbauteil beigebm die z-Achse gedreht werden. Daher kann
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zwischen den Teilbauteilen kein Moment wirksam sei@lches die Drehung unterdriickt. Somit wird
das ebene Gelenk nur durch eine waagrechte Kraiftdrdurch eine senkrechte Kraftdfsetzt.

I:X
Bewegigs-
moglichheit | Teilbauteil j
F
a y
Teilbauteil j E
y
\Gelenk -
FX
y
Teilbauteil i Teilbauteil i
X

S/ 7/
Abbildung 4.11: Wirkweise eines Gelenkes zwischen den Teilbauteilen i und j

Da jedes Teilbauteil fur sich im Gleichgewicht sgiass, erhalt man fir jedes ebene Teilbauteil 3 und
fur jedes raumliche Teilbauteil 6 Gleichgewichtsbgdngen zum Bestimmen der Schnittkrafte und
Schnittmomente. Ist die Summe der Gleichgewichisigemhgen identisch mit der Summe der Anzahl
der Lagerkréfte, Lagermomente, Schnittkrafte unth@onomente, so ist das Gesamtbatggitisch
bestimmt (Anzahl der Gleichungen gleich Anzahl der Unbekanphtandernfallstatisch unbe-

stimmit.

Ist ein geradliniger, ebener Teilstab i, wie in Abbng 4.12 dargestellt, mit zwei Teilbauteileneyel
kig verbunden und wirken sonst keine weiteren keratfif diesen Stab, so zeigt das Momentengleich-
gewicht und die Kraftebilanz in y-Richtung, dass 8&ab nur Krafte in Stabrichtung Gbertragen kann.

ZFX:O: -k, tF, =0 => Ry = Fy
ZML:O: LF,, =0 (L#0)=> F, =
> F,=0: -F,+F,=0 =  F,=0
F2y =0 A:ZX
L
Teilstab i
;\/X
Fly\
F1y =0

Abbildung 4.12: An zwei Punkten gelenkig angebundener Zugstab

Die beiden Krafte k und by sind identisch. Zeigen sie wie in Abbildung 4.1wStab heraus, zie-
hen sie diesen auseinander. Man bezeichnet deralStabgstab. Andernfalls wird der Stab zusam-
mengedrickt und man nennt ihn Druckstab. Diese agesgilt auch fir rAumliche Stébe. Ein Bauteil,
welches nur aus Zug- und Druckstében aufgebawvirst,alsFachwerk bezeichnet.
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Die Anwendung soll an der in der Abbildung 4.18k$ oben dargestellten Geometrie verdeutlicht
werden. Gesucht seien die Lagerkréfte. Zeichnetwniarnn der Abbildung oben rechts nur die Lager
ein, erhalt man vier Lagekrafte,f Fay, Fsx und ks, flr welche man nur drei Gleichgewichtsbedin-
gungen zur Verflgung hat. Somit ist das Bautetisth Uberbestimmt gelagert. Es fehlt fur die Be-
trachtung des Gesamtbauteils eine Gleichung.

y I:Bx
FBy
X 2L
le Fax le
h
!§ e/ | o
FAy
L L 2L
I:Bx , 1:
F 2F Fe - :
— Fox ’ F 2L
® Foy © F '
Gy |
2 7 A =
FAy FGY - Fox

Abbildung 4.13: Berechnung der Lager- und Schnittkrafte an einem ebenen Bauteil

Zerschneidet man das Bauteil am Gelenk in zweb&atkeile, miissen dort zwei zuséatzliche Schnitt-
krafte s, und Ry eingefihrt werden. Dadurch erhoht sich die AnzinlUnbekannten auf 6. Aller-
dings hat man jetzt auch 2 mal 3 Gleichgewichtsigdigen bzw. Gleichungen zur Bestimmung der
Unbekannten. Betrachtet man den waagrechten Tgilstekonnen die senkrechten Kréfig &nd ks,
bestimmt werden.

> M| =0: -L2F+2LF, =0 => R, =F
D> F,=0: F,-2F+F,=0 =>  F,=F

Um die waagrechten Kréfte bestimmen zu kdnnen, mes®iagonalstab betrachtet werden. Da die-
ser an 2 Punkten gelenkig angebunden und an keirsgt®eren Punkt eine Kraft wirksam ist, Ubertragt
der Stab nur Krafte in Stabrichtung. Das bededtetresultierende Kraftdmuss in Stabrichtung
zeigen. Wendet man den Strahlensatz am unten @aigsstellten Kraftedreieck an, erhalt man F
Fox _ 2L

=—=1 => F.=F. =F
Fs, 2L oY

Die beiden Kraftegleichgewichte ergebes tnd F,.
D> F,=0: —Fy+F,=0 = F,=F
D> F,=0: ~—Fg+F,=0 = F,=F

AbschlieRend betrachtet man nochmals den waagre&héd und berechnet f
D> F,=0: -F,+F,=0 = F,=F
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Eine Verbindung zwischen einem ebenen Stab undnelRed soll extra betrachtet werden. Wird diese
wie in Abbildung 4.14 freigeschnitten, muss an ikentaktstelle an beiden Teilbauteilen eine waag-
rechte Kraft ik und eine senkrechte Kraft, [Eingetragen werden. Zusatzlich werden am Rad diech
beiden Lagerkrafte & und R, eingezeichnet. Bildet man jetzt am Rad das Monmgiéechgewicht

um den Bezugspunkt A, folgt, dass die Kraftgfeich null sein muss.

>'M| =0: RR,=0 (R#0)=> F,=0

Abbildung 4.14: Freischneiden einer ebenen Verbindung zwischen Stab und nicht angetriebenem Rad

Dies liefert die wichtige Erkenntnis, dass wenrearem Rad nur eine Kraft in Umfangsrichtung wirk-
sam ist, diese gleich null sein muss. Das ist d@ietBegrindung, weshalb die Réader in Abbildung 4.4
keine waagrechten Kréfte Ubertragen kdnnen. SiedmwAbbildung 4.15 nach dem Freischneiden
zwei oder mehr Krafte in Umfangsrichtung wirksaimbgeinflussen sie sich gegenseitig. Bei diesem
Beispiel ergibt das Momentengleichgewicht um Adie Kraft i = F.

> M| =0: §2F—RFR:O = F,=F

Abbildung 4.15: Freischneiden einer ebenen Verbindung zwischen Stab und angetriebenem Rad

Wirkt auf das Rad ein ,antreibendes” oder ,bremssfidMloment M, so erhalt man auch eine Kraft
Fr ungleich null.
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Aufgaben zu Kapitel 4.1 bis 4.3

Aufgabe 4.1.1

Die Lagerkréfte in den vier Bauteilen sind zu bresten (Losung: ks = F, g2 = F, ke gz = 9F,
Fega= F).

F q = F/(2L)

SNy g gy gy

Bl

Aufgabe 4.2.1

Gesucht sind die Seilkrafte in Abhangigkeit vorLBqung: ks g1 = 1040F, kg, = 2F).

B2
L
L-"*= > Seil
3FIL
q:
2L b G
V[ ’
=0 RA X
? 7777 /7777
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Aufgabe 4.2.2

Auf einen Balken, der Uber ein Seil fixiert wirdirlt die konstante Flachenlast q. Wie grol3 darf der
Faktor ¢ maximal werden, wenn das Seil bei eindkidé Fs = 130F reil3t? Wie grofl3 sind dann die
Krafte am Lager A (LOsung:ak = 224F, Iy = 68F)?

30LT
J_'X 30L

Aufgabe 4.3.1

Der graue Balken hat die Gewichtskraft€G. Fur ein Gegengewicht gil,G G. Wie muss &ge-
wéhlt werden, damit das Bauteil im Gleichgewickf® i/ie grof3 sind die resultierenden Kréafte am
Lager A (Losung: k = 0.4G, k&, = 1.1G)?

T 1 :B_I =

Aufgabe 4.3.2

Die Krafte am Lager A sind gesucht (Losung; E 4F, Ry = 3F).

L L 41/3

Aufgabe 4.3.3

Das Bauteil ist symmetrisch. F wirkt in der MitWie grof3 ist die Federkraft (Losungcke= 0.75F)

4.4L
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Aufgabe 4.3.4

Das Bauteil ist im Gleichgewicht (terr 3/4). Wie grol3 ist die Kraft G, wenn die Fedafki der
unteren Feder 12F betragt (L6sung: G = 7F)?

Aufgabe 4.3.5

Bei der Kette ist eine der beiden Kettenkréfte ¢der k, gleich null. Wie grol} ist der Betrag der
Kettenkraft ungleich null? Welche Krafte wirken &uager A (Losung: k = 24F, iy = 15F)?

Aufgabe 4.3.6

Nur die Vorderrader des Pkw sind angetrieben. BRdclnem Winkelr sind an den Vorderrddern die
parallel und senkrecht zur Fahrbahn zeigenden &tdtragsmanig identisch (Losuigs 15.26°)?
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Aufgabe 4.3.7

Trotz der ovalen Form der Kaktussegmente kann dausgegangen werden, dass die Gewichtskréfte
Gs; der 5 Kaktussegmente mit der Langgdurch die Formel 6= GLs/L bestimmt werden kdénnen.
Fur die Berechnung greift die Gewichtskraft im jdigen Schwerpunkt des Segments an. Das unters-
te Kaktussegment steht in der Topfmitte.

Es sei a = 4L. Wie grol3 muss die Gewichtskraft $sy@gnmetrischen Kaktustopfes mindestens sein,
damit die Pflanze nicht kippt (Losung: F = 7G)? \WWfieR muss a 0 sein, damit der Kaktus unab-
hangig vom Topfgewicht nicht kippt (Losung<@< 3.322L)7?

Aufgabe 4.3.8

Der Mann hat die Gewichtskraft 60G. Der graue Rahha pro Lange L die Gewichtskraft 6G. Die
restlichen Gewichtskréafte kbnnen vernachlassigtieser Wie grof3 muss x mindestens sein, dass das
Sportgerat nicht kippt (Lésung: x = 0.264L)?

Aufgabe 4.3.9

Es gilt R/L = 0.2, co$ — sirfB = 2co$B-1 und naherungsweise girF taro. Gesucht ist M in Abhéan-
gigkeit von F, R un@. Fur welche$ wird M maximal (Lésungf = 79.3°)?

¢

Kolben
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Aufgabe 4.3.10

Das Auto besitzt eine Gewichtskraft von 208G, s&&ader sind frei drehbar (tars 5/12,3 = 90°).
Gesucht sind die Seilkraft, die Kraft im Hydraulknder und die Gesamtkraft,F= FAX2+FAy2 im
Gelenk A (LOsung: k= Wurzel(7769)G).

Aufgabe 4.3.11

Beide Achsen sind auf gleicher Hohe. An den Zahemdidverden nur Krafte in Umfangsrichtung
Ubertragen. In x-Richtung wirken keine Krafte. WijieR3 sind die Krafte an den Lagern A und B (L6-
sung: iz = 5F, i = 7F)?

Aufgabe 4.3.12

Die kleinen Kettenrader haben den Radius L, daBegden Radius 2L. Die vordere Welle ABCD
besteht aus drei gleichlangen Abschnitten mit desatlange 3L. Welche der Kettenkréfte éder
Fkz ist gleich null, wie grof sind die Krafte in deadern A und C (Lésung:a= 3/8F, i = F/8)?
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4.4 Fachwerke

Besteht ein Bauteil nur aus Staben, die die drdir@gingen

 die Stabe sind gerade
« die Stabe sind an ihren beiden Endpunkten gelemigunden
» Krafte wirken nur an den Verbindungspunkten deb&téa

erflllen, so wird es als Fachwerk bezeichnet. kiv@rbindungspunkte verwendet man auch den
Begriff Knoten. Die drei Bedingungen ergeben, dagsKrafte in Stabrichtung wirksam sind. Somit
sind nur Zug- und Druckstabe vorhanden. Zur Berecgrder Krafte kann z.B. d&notenpunktver-
fahren verwendet werden. Dazu werden z.B. am Fachwefblrildung 4.16, links die Knoten frei-
geschnitten (Abbildung 4.16, rechts). An den Stédtiemen auch die Krafte eingezeichnet werden. Da
diese nur die Information (Kréaftegleichgewicht ital&ichtung) liefern, dass beide Stabkréfte iden-
tisch sind, werden die freigeschnittenen Stabeitpéitht dargestellt, sondern nur die Knoten. Das
bedeutet, zeigt die Kraft vom Knoten weg, betrachman einen Zugstab, andernfalls ein Druckstab.

Fl C
FA Fl F3X/
— Stab 1 Fy Fay
r a ﬁ AL
Fl I:l
Stab 2 /- —— 3=—p \
3F F,
3L<
F3
B Stab 3 F2

y \ a:& B TFBy F3
b o g +{ Fs F
4L F 3x \ 3 _/

Bx
X

Abbildung 4.16: Aufgabenstellung zur Fachwerksberechnung und freigeschnittene Knoten

Bei einem ebenen bzw. raumlichen Bauteil resukltiéiie jeden Knoten 2 oder 3 Kraftegleichgewich-
te, die zur Bestimmung der Krafte ausgewertet wekdmnen. Durch die Art der Verbindung der
Stabe ist das Momentgleichgewicht fur alle Kraftglé und ergibt keine Informationen zur Bestim-
mung der Kréfte. Das bedeutet, dass bei einem eligaateil pro Knoten 2 Krafte bestimmt werden
kénnen. Am Beispiel in Abbildung 4.16 beginnt mam lanoten C und bestimmt die Kréftg nd R.

> F,=0: —F3y—3F:—gF3—3F:0 =  F,=-5F

4
> F, =0: ~R-Fy=-R-{R=0 = F =4F
AnschlieRend betrachtet man den Knoten A und bestdatie Krafte kund k.

> F,=0: F,+F =0 = F,=-4F
> F,=0: -F,=0 = F,=0
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Abschlief3end werden am Knoten B die verbleibendeiit& Fs, und Fsy ermittelt.

> F, =0: FBX+F3X:FBX+gF3:O =>  F, =4F

> F,=0: FBy+F3y:FBy+§F3:O => R, =3F

Yy

Zusammenfassend wird der Stab 1 auseinandergezbgestab 3 zusammengedrickt. Daher ist Stab
1 ein Zugstab, Stab 3 ein Druckstab. Da die KrafSitab 2 gleich null ist, wird dieser &silistab
bezeichnet. Da diese Nullstabe in den meistenralieh ohne Berechnung erkannt werden kénnen,
sollen drei dazu notwendige Regeln vorgestellt eerd/on einem unbelasteten Knoten spricht man,
wenn an diesem Knoten lediglich Stabkrafte wirksamad und keine Lagerkrafte oder gegebene Be-
lastungen. Fur das Beispiel in Abbildung 4.16 beetaties, dass alle Knoten belastet sind.

In Abbildung 4.17 werden die folgenden drei Regelm Finden der Nullstabe skizziert:

 sind an einem unbelasteten Knoten 2 Stabe angebwmdeliegen diese nicht auf einer Ger
raden, so sind beide Nullstdbe (Regel 1)

 sind an einem unbelasteten Knoten drei Stdbe andebwnd zwei liegen auf einer Gera-
den, so ist der dritte ein Nullstab (Regel 2)

+ sind an einem belasteten Knoten 2 Stabe angebwmdkedie Kraft und der erste Stab liegen
auf einer Geraden, so ist der zweite Stab ein tblRegel 3)

5F, =0:Fy, =0

Fax //Fl=0 = F, =F,=0

Y Fiy 2F, =0:-F,+F,=0
F,=0
F,=0 y = F,
X

SF, =0: Fy, =0

=DF,=0

SF, =0: F,, =0

= F,=0

Abbildung 4.17: Regeln zum Finden von Nullstaben
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Aufgaben zu Kapitel 4.4

Aufgabe 4.4.1

Auf einem Wagen liegen drei Pakete mit den Gewichften 24G und 12G. Der rechte Auflagepunkt
des Paketes mit der Gewichtskraft 12G liegt genaler Mitte der Auflagepunkte des darunterliegen-
den Paketes. Das Auflagebrett hat die GewichtsB@(®. Der Unterbau des Wagens besteht aus ei-
nem Fachwerk, welches aus drei identischen Segmenfgebaut ist. Die Stabkrafte im Unterbau
sollen berechnet werden (L6sung,f= -85G (Druckstab)).

12G

24G 36G 24G

Aufgabe 4.4.2

Nur die Kiste hat eine zu berucksichtigende Gewidafatft 200G (taa = 7/24,3 = 45°, tap = 0.75).
Die Stabkrafte im Fachwerk des Unterbaus sind zedbmen (LOsung: fzx = -131G (Druckstab)).
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Aufgabe 4.4.3

Gesucht sind die Stabkrafte im Fachwerk dtan0.75) (Losung: k.x = -22F (Druckstab)).

L

Aufgabe 4.4.4

Ein zweiteiliges Schleusentor wird durch ein Fadatwerstarkt. Durch die gespannte Kette wird das
Tor zusammengehalten. Das Wasser wirkt auf dieegr&alken mit einer Streckenlast q = 2.5F/L.
Die Stabkrafte im Fachwerk sind zu berechnen (LGSERy = 39F).

24L

RO RN

i

NANN

< [
< »

A
v

12L 12L

Aufgabe 4.4.5

Gesucht sind die Stabkréfte des Fachwerks des Bestats (tao = tarf3 = 0.75, tag = 5/12)
(Losung: Fax= 348F):
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4.5 Innere Krafte und Momente

Ein Balken ist ein Stab, der nicht nur Kréfte iml8ichtung, sondern auch Querkrafte und Momente
Ubertragen kann. Dieser Balken sei im Gleichgewighd die x-Achse soll in Balkenrichtung zeigen.
Schneidet man den Balken gemaf Abbildung 4.18 &i Zwile, entstehen zwei Schnittflachen oder
zwei Schnittufer. An den Schnittufern kénnen Oberflachennormalegedeichnet werden, die senk-
recht auf den Schnittufern stehen und aus dendlkdh herauszeigen. Die Schnitte sollen so ausge-
fuhrt werden, dass die Oberflachennormalen in dstive oder negative x-Achse zeigen. Das
Schnittufer, bei welchem die Oberflachennormaldinpositive x-Richtung zeigt, wird positives
Schnittufer genannt, das andere negatives.

positives Oberflachennormale
Schnittufer

negatives
Schnittufer

Oberflachennormale

Abbildung 4.18: Positives und negatives Schnittufer mit den inneren Kraften und Momenten

Der Schnitt entspricht einer Trennung einer festerbindung. Beim rdumlichen Balken miissen an
jedem Schnittufer 3 Kréafte und 3 Momente angebra@ttien, damit beide Teilbauteile fir sich im
Gleichgewicht sein kénnen. Diese werden aldrtieren Krafte und Momente bezeichnet. Die

Kraft in x-Richtung wird alsNormalkraft N , die Kraft in y-Richtung alQuerkraft Q , und die Kraft

in z-Richtung alQuerkraft Q , bezeichnet. Entsprechend wird das Moment in x{RitdpalsTorsi-
onsmoment M, das Moment in y-Richtung alBiegemoment M, und das Moment in z-Richtung als
Biegemoment M, bezeichnet. Um allgemeingtiltige Regeln ableitekémnen, werden die inneren
Krafte und Momente so eingezeichnet, dass sie aitiy@n Schnittufer in die positiven Koordinaten-
richtungen zeigen. Wegen ,Aktio und Reaktio” zeigl® inneren Krafte und Momente am negativen
Schnittufer entgegengesetzt in die negativen Koatdnrichtungen. Die Schnitte werden an jeder x-
Koordinate durchgefihrt, die entsprechenden innkréfte und Momente bestimmt und deren Werte
in Schaubilder eingetragen. Somit erhalt man dettavedieser GroR3en Gber der Balkenlénge.

Im Folgenden soll an mehreren Balkenvarianten é&tiBimung der inneren Krafte und Momente
vorgestellt werden.
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- Innere Krafte und Momente am ebenen, geraden Ba#an:

positives negatives
Schnittufer Schnittufer
7 M Q
; —
X f N N
/ M
z Q

Abbildung 4.19: Innere Kréafte und Momente am ebenen, geraden Balken

Der ebene Balken soll wie in Abbildung 4.19 darghitsim xz-Koordinatensystem betrachtet werden.
Dann muss die Querkraft, (las Biegemoment Mind das Torsionsmoment; Kicht berlcksichtigt
werden, da sie den Betrag null besitzen. Weil k¥ieevechselungsgefahr besteht wird die Querkraft
Q. nur Q und das Biegemoment, kur M genannt.

Stellvertretend soll der in Abbildung 4.20, linkardestellte Balken der L&nge L, der mit einer kon-
stanten Streckenlast g zwund rechts mit einer einzelnen waagrechten Kréiglastet wird, unter-
sucht werden. Die Lagerkraftberechnung ergipt=F, Fn, = qL/2 und k = gL/2. Um die inneren
Krafte und Momente in Abhangigkeit von x zu bestiemund den Werteverlauf in Schaubilder ein-
tragen zu kdénnen, wird der Balken an einer beliebixPosition zerschnitten.

RN R R
1_; I&%A B‘Eé:"_;fquz
——

q

Q F
NE %
N M Fg =qL/2

I:Ersatz = q(L'X)

L k.

Schnitt

X

Abbildung 4.20: Aufgabenstellung fir Berechnung der inneren Krafte und Momente und Schnitt an der Position x

Da fir beide Teile drei Gleichgewichtsbedingungen\ferfiigung stehen und bei beiden Teilen die
gleichen 3 unbekannten Gréf3en N, Q und M zu bestimsind, ist es ausreichend, nur den linken
Teil zu betrachten. Daher wird der in Klammern geneete rechte Teil nicht beachtet. Die am linken
Teil wirksame Ersatzkraftdz,,= qx muss bestimmt werden. AnschlieRend misseép dd M mit

den Gleichgewichtsbedingungen so festgelegt weithss der linke Teil im Gleichgewicht ist. Als
Bezugspunkt wird der Punkt S, welcher im Schnittlitgyt, gewahlt.

> F,=0: -Fy,+N=-F+N=0 = N=F
—0- __9qL _ _ _qL
ZFZ_O' _FA2+FErsatz_Q__7+qX+Q_o => Q_7_qx
ZM‘ =0: -XF,+2Fp,+M :—xq—L+§qx+M =0 = m=9b-Gy
s 2 2 2 2 2

Unabhangig welchen Wert man fir 0 < x < L wahhgdsilie resultierenden Gleichgewichtsbedingun-
gen und somit die Funktion fir N, Q und M vom Auflidentisch. Somit beschreiben die resultieren-
den Gleichungen die Verlaufe tber der gesamteneBilkge L, welche in drei Schaubildern der Ab-
bildung 4.21 aufgezeichnet werden kénnen.
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N F QTqL2 M qL2/8
+qL/2 X
X +qL/2 X

-gL/2
Abbildung 4.21: Verlauf der inneren Krafte und Momente fiir den Balken aus Abbildung 4.20

Da fir x < 0 der linke Teil keine Balkenanteile itehltet und somit im Gleichgewicht ist, miissen die
inneren Krafte und Momente fiir x < 0 gleich nulhsé&leiches gilt fir x > L, da nun der linke Teil
aus dem Gesamtbalken besteht, der gemafl Annah@kiamgewicht ist. Somit missen am Balken-
anfang (x = 0) und am Ende (x = L) des Balkensein 8chaubildern die in Abbildung 4.18 einge-
zeichneten Sprungstellen vorhanden sein, um destheeten Funktionsverlauf fir 0 <x <L zu er-
mdoglichen. Man erkennt, dass die Sprunghdhen ind@eBetradgen der Lagerkréfte bzw. der rechten
waagrechten Kraft F entsprechen. Zeigt die entherete Kraft in die positive Koordinatenrichtung,
fallt die innere Kraft sprungartig, wirkt eine néiga Lagerkraft, so steigt die innere Kraft sprurtigg
an.

Leitet man die Funktionen fir Q und M nach x amrkanan einen Zusammenhang zwischen ¢, Q und
M erkennen.

Q':d_Q :i(q_l_—qxj:_q

dx dx\ 2
M’ :d_M :i[q_LX—EXZJ:q_L—qX:Q
dx dx\ 2 2 2

Dieser Zusammenhang lasst sich verallgemeinern lbgweisen, wenn man einen kleinen Balkenab-
schnitt gemaR der Abbildung 4.22 der Lange dx bbted. Zwischen dem linken negativen Schnitt-
ufer und dem rechten positiven Schnittufer habdgrand der kleinen Lange dx die inneren Krafte
und Momente auch nur kleine Anderungen dQ und diké&ne Kréfte in x-Richtung vorhanden
sind, ist die Normalkraft konstant gleich null umdiss nicht betrachtet werden.

q

FTT3TT31 4 ke
X % ‘éj‘ « °
zI - M1 [ gvdo

FErsatz = qu

Abbildung 4.22: Innere Krafte und Momente an einem kleinen Balkenabschnitt der Lange dx

Um den oben beobachteten Zusammenhang zu beweisémnlas Kraftegleichgewicht in z-Richtung
und das Momentengleichgewicht mit dem Bezugspurdelsidet.
ZFZ:O: _Q+FErsatz+Q+dQ:qu+dQ:o => %:_q

X

dx dx dM
ZM‘S =0: -M _dXQ+7FErsatz+M +dM :_dXQ"'?CIdX'FdM =0 = E:Q
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Fur das Aufstellen der Schaubilder der innerentéréhd Momente kbnnen am ebenen, geraden Bal-
ken folgende Regeln angewendet werden. Dabei weitkeKrafte und Momente, die keine inneren
sind, alsiuRere Kréafte und Momentebezeichnet.

 an der x-Position einer auf3eren positiven Kraftiwdie innere Kraft um den Betrag der &u
Reren sprungartig reduziert (Sprungstelle nachnjinte

» an der x-Position einer &uReren negativen Krafll wie innere Kraft um den Betrag der au
Beren sprungartig erhdht (Sprungstelle nach oben).

* gleiches gilt auch fir die Momente.

» zwischen den Sprungstellen verlauft die Normalkisaiih den hier vorgestellten Beispielen|
und Aufgaben konstant.

 der Verlauf der Querkraft Q und des BiegemomenistMwischen den Sprungstellen durch
Ableitungsregeln definiert.

dQ dm
—=- und ——=
dx a dx Q
+ die Ableitungsregeln kdnnen durch Integralgleicremgrsetzt werden.
Q= —qux+cl und M =_[de+c2

« die Integrationskonstanten end ¢ missen aus den Randbedingungen an den Sprungstelle
ermittelt werden.

- Innere Krafte und Momente an ebenen, zusammengdgeen Bauteilen:

Betrachtet man ebene Bauteile, die aus geraderBallsammengesetzt sind, muss das Bauteil vor
der Bestimmung der inneren Krafte und Momente wideispiel in Abbildung 4.23 in ebene gerade
Balken zerlegt werden. Dabei sind feste Verbindarager Gelenke zu zerschneiden und durch
Schnittkrafte und -momente zu ersetzen. Diesesirzl bestimmen, dass jedes Teilbauteil bzw. jeder
Balken fiir sich im Gleichgewicht ist.

3F

>
y
A L{Ir B
T A
ANNNN
\ ~ H—I
2L L

Abbildung 4.23: Aufgabenstellung zur Bestimmung der inneren Krafte und Momente bei einem zusammenge-
setzten Bauteil

Zuerst mussen am Gesamtbauteil die Lagerkrafte BF, Ry = F und [ = F bestimmt werden. An-
schlieBend wird das Bauteil am Punkt C in zwei def@alken zerlegt. Dazu muss wie in Abbildung
4.24, links eingezeichnet eine feste Verbindungegett werden, wofiir zwei Schnittkraftefund ky
und ein -moment Mzu bestimmen sind.
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Abbildung 4.24: Zerlegung des Bauteils aus Abbildung 4.23 in gerade Balken und innere Krafte und Momente

Fir die Bestimmung der Schnittgrof3en wird das BeBtebetrachtet, da dabei weniger Gré3en zu
berticksichtigen sind. Die Bilanzen werden bezlglieb lokalen xz-Koordinatensystems des Balkens
B1 aufgestellt.

> F,=0: ~—F,+3F=0 = F,=3F
> F,=0: -F,=0 = F, =0
Y M| =0: M -LBF=0 => M. =3LF

AnschlieRend kdnnen alle Balken unabhé&ngig vonei@abetrachtet werden. Da die x-Achse in Stab-
richtung zeigen muss, wird fir jeden Balken eireagps xz-Koordinatensystem verwendet. Es kdnnen
die gleichen Regeln wie beim geraden, ebenen Balkgawandt werden. Somit resultieren die in
Abbildung 4.24, rechts dargestellten inneren Kréfid Momente.

Zeigen die Schnittkrafte, wie am Balken BC in Albihg 4.25, an den Schnittstellen weder quer noch
parallel zum Balken, mussen sie in Komponenteregewerden, die in Balkenrichtung oder quer zum
Balken zeigen.

L

[
»
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AAXXX\N
oY)

0.8L
Io.eL
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Abbildung 4.25: Bauteil mit Schnittkréften, die in Balken- und Querrichtung zerlegt werden miissen

Dazu muss wie in Abbildung 4.26 mit Hilfe der geansehen Angaben der Winkel der den Zu-
sammenhang zwischen den Komponenten und der Gedhfloeschreibt, bestimmt werden. Mit
diesem Winkel kénnen die Kraftkomponenten in Batlariung Fsit = 0.6F und die Komponenten
Fcosx = 0.8F quer zum Balken berechnet werden. Da #&dax-Achse in Balkenrichtung und somit
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diagonal zeigt, sind die Zerlegungskrafte die Anggaréen zur Bestimmung der inneren Kréfte N
und Q.

0.8 08LF  Fsina=0.6F Nt oeF
ele OO c SOSWSNN,
! _ |
_Y—F Q4 ___08F
i v DY,
Fcosa =0.8F X
- M
Feosa =08F ¥ FoNa=06F
X
“0.8LF

Abbildung 4.26: Innere Kréafte und Momente im Balken BC der Geometrie aus Abbildung 4.25
- Innere Krafte und Momente an raumlichen Bauteilenmit Biegung um eine Achse:

Betrachtet man ein raumliches Bauteil, bei demBiagung um eine Achse auftreten soll, muss die
Betrachtung des vorigen Abschnitts (Innere Kréftd Momente an ebenen, zusammengesetzten Bau-
teilen) nur um ein Torsionsmoment,Mrelches versucht, die Stabe um ihre Stabachéel{ze) zu
verdrehen, erganzt werden. Dabei soll die folgendgitzliche Regel beachtet werden:

» zwischen den Sprungstellen verlauft das Torsionsembtik in den hier vorgestellten Bei-
spielen und Aufgaben konstant

Die Anwendung wird an der in Abbildung 4.27 dargétn Geometrie vorgestellt. Die verwendete
Lagerung A stellt eine raumliche feste Einspannieag

Abbildung 4.27: Aufgabenstellung zur Bestimmung der inneren Krafte und Momente bei einem raumlichen Bau-
teil mit Biegung um eine Achse

Am Gesamtbauteil werden die LagerkraftFF, und die Lagermomente M= 2LF und My, = LF
bestimmt. Anschlie3end wird das Bauteil am Punkt Bwei gerade Balken zerlegt. Dazu muss wie
in Abbildung 4.28, links eingezeichnet eine feserhindung getrennt werden, woflr eine Schnittkraft
Fs und ein -moment Mzu bestimmen sind. Fir die Bestimmung der Schiiign wird das Bautell

B2 betrachtet, da dabei weniger Grof3en zu beridkgen sind. Die Bilanzen werden beziglich des
lokalen Koordinatensystems des Balkens B2 bestimmit.
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F,=0: -F,+F =0 = F=F
Z z B B
Y M| =0: Mg-LF =0 =>  Mg=LF

Die weiteren Bilanzen beinhalten nur Kréafte und Mmite mit dem Betrag Null und werden nicht
aufgefuhrt.

Bl Q4
-F
NANNNNANNNNNN e
M
X
M1 2LF
-LF
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Abbildung 4.28: Zerlegung des Bauteils aus Abbildung 4.24 in gerade Balken und innere Krafte und Momente
- Innere Krafte und Momente an raumlichen Bauteilenmit Biegung um 2 Achsen:

Im Vergleich zur vorigen Betrachtung eines raungiciBalkens mit nur einer Biegung um eine Achse
missen bei der Biegung um zwei Achsen zwei Qudtkeifd zwei Biegemomente beriicksichtigt
werden. Daher wird wieder die urspriingliche Bezaicty q = ¢ ¢, Q. = Q, Q und M, = M und M,
verwendet.

Die beim ebenen Balken und am raumlichen BalkerBieigung um eine Achse angegeben Regeln
gelten weiterhin. Zusatzlich muss der Zusammenhkanschen der Streckenlastiq y-Richtung, der
Querkraft Q und dem Biegemoment Nberuicksichtigt werden:

« der Verlauf der Querkraft Qund des Biegemoments,ét zwischen den Sprungstellen
durch Ableitungsregeln definiert.

dQ, dMm
—L == und Z=-
dx % dx Q
« die Ableitungsregeln kénnen durch Integralgleicremgrsetzt werden.
Q :—qudx+03 und M, :—J'dex+c4

« die Integrationskonstanten end g missen aus den Randbedingungen an den Sprungstelle
ermittelt werden.

Dieser Zusammenhang lasst sich mit der in Abbilddu2§ dargestellten Betrachtung beweisen, Man
betrachtet analog zur Abbildung 4.22 einen kleiBatkenabschnitt der Lange dx.
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FErsatz = qde
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Abbildung 4.29: Innere Kréafte und Momente an einem kleinen Balkenabschnitt der Lange dx

Es wird das Kréaftegleichgewicht in y-Richtung urasdvomentengleichgewicht um die z-Achse mit
dem Bezugspunkt S gebildet.

dQ
> F, =0 —Q +Fa,+Q,+dQ =q,dx+dQ, =0 = =g,

dx
XM,

s =0 _Mz+dXQy_%FErsatz+Mz+sz = dey—%qydx+dMZ =0
2 2

vernachlasigbarklein

Um die Vorgehensweise zu verdeutlichen, wird in@eometrie aus Abbildung 4.27, wie in Abbil-
dung 4.30 dargestellt, eine zusatzliche Kraft Ragativer y-Richtung angebracht

Abbildung 4.30: Aufgabenstellung zur Bestimmung der inneren Krafte und Momente bei einem raumlichen Bau-
teil mit Biegung um zwei Achsen

Am Gesamtbauteil werden die Lagerkraff E Fa, = F, und die Lagermomente M= 2LF, My, = LF
und My, = LF bestimmt. Anschlie3end wird das Bauteil wiegi® Punkt B in zwei gerade Balken
zerlegt. Fur die Bestimmung der SchnittgroRen dad Bauteil B2 betrachtet. Die Bilanzen werden
bezlglich des lokalen Koordinatensystems des BalB2nbestimmt.

D> F,=0: -Fg,+F=0 = F,=F
Y M| =0: Mg -LF=0 => Mg, =LF
D> F,=0: Fy-F=0 =>  F, =F

2M,

=0: Mg, ~-LF=0 => Mg, =LF

Bz
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Die weiteren Bilanzen beinhalten nur Krafte und Marte mit dem Betrag Null und werden nicht
aufgefuhrt. In Abbildung 4.31 sind die resultierendnneren Kréafte und Momente dargestellt.

Bl Q,4 My
B -F
ANANNNNNNNNAN et >
Q4 Mt LE -2LF
x| X
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_ _ -LF
m ANANNNANNNNNNV
B2 Q,4 E My
X LE X
Qy“ E Mz
X LF X

Abbildung 4.31: Zerlegung des Bauteils aus Abbildung 4.28 in gerade Balken und innere Krafte und Momente
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Aufgaben zu Kapitel 4.5

Aufgabe 4.5.1

Es gilt a/b = 2. Die Schaubilder der Querkraft died Biegemoments sind zu bestimmen
(L6sung: Mnax= 67GL).

ANN NN
‘ 6L 2L 3L 2L 3L 2L 2L
Aufgabe 4.5.2
Das Modell stellt einen vereinfachten Aufzug daie Gewichtskraft des waagrechten, grauen Auf-
zugsboden betragt 8G, welche als konstante Striaskeru betrachten ist. Der Mann besitzt die mitti-

ge Gewichtskraft 4G, an seinen FluRen werden nluraehnte Krafte Ubertragen. Der Verlauf der
Querkraft und des Biegemoments im Aufzugbodenniztigeben (Losung: Mx = 12.5LG).

&R

z |
Al' 5L .|<Z>IT|\A‘

Aufgabe 4.5.3

Die inneren Krafte und Momente in den Balken AB eleenen Geometrien sind gesucht
(LOsung: Mnaxe1= 3LF, Mpaxg2= 10LF).
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Aufgabe 4.5.4

Die inneren Krafte und Momente im unteren waagesciBalken der Lange 3L sind gesucht
(L6sung: Mnax= -5LF)

Aufgabe 4.5.5

Die Hebebiihne wird durch das Fahrzeuggewicht 5Fdunch die Gewichtskraft 4F des waagrechten
Balkens der Lange 5L, welche als Streckenlast riidBsichtigen ist, belastet. Zu bestimmen sind die
inneren Krafte und Momente im unteren, waagrecBtken der Lange 5L (Losung: M= 17.6LF).

/1L

o-0

\

Aufgabe 4.5.6

Der graue Rahmen eines Computerbildschirmes stdtsucht werden. Der Rahmen hat eine zu ver-

nachlassigende Gewichtskraft. Der Bildschirm hat@ewichtskraft G, die am Aufhangungspunkt des
Bildschirmes wirksam ist. Gesucht sind die Verladids inneren Biegemoments in den beiden waag-

rechten Balken B1 und B2 (LOsung:Mgi1= -3LG, Mnaxs2= 3LG ).




Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 53

Aufgabe 4.5.7

Die vier Fasser des Bierwagens haben jeweils dvechéskraft 80G und den Radius L/2. Alle ande-
ren Gewichtskrafte sind zu vernachlassigen. Zwisaen Fassern kdnnen nur Krafte Ubertragen wer-
den, die senkrecht auf den Fassern stehen. Wieigird8s maximale Biegemoment im waagrechten
grauen Balken der Lange 3.2L (L6sung: Mmax = -512.G)

Cd

D ——
0.8L | 1.6L 0.8L

Aufgabe 4.5.8

Die Manner sitzen auf einem Balken der Lange 6L felt mit den drei senkrechten Balken der L&n-
ge 2L verbunden ist. Die acht auf dem Balken sdeenMianner haben jeweils die Gewichtskréfte
75G, die als konstante Streckenlast Uber der gesaBalkenlange zu betrachten sind ¢taa8/4). Die
Querkraft und das Biegemoment im Balken der Langestgesucht (Losung: My = 12LG).
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Aufgabe 4.5.9

12m 12m 12m
= =) <—>|<—>|<—>|

- % ® < % &

Beim dargestellten Airbus A380 hat jeder FligelMsse 90t (90 Tonnen) und die Turbinen jeweils
10t. Der Rest hat eine Gesamtmasse von 176tgmfibér Auftriebskraft, die nur an den Flugeln
wirksam ist, ist das Flugzeug im senkrechten Ggme¥icht (Erdbeschleunigung g = 10m/s?). Die

Gewichtskraft der Fligel und die Auftriebskraftdials konstante Streckenlast zu betrachten. Der
Verlauf des Biegemoments im rechten Fliigel ist ges(Losung: M(x = 24m) = 2160kNm).

Aufgabe 4.5.10

Das innere Biegemoment auf Hohe der unteren Rollgrauen Balken ist gesucht. Das Schild hat die
einzige zu beachtende Gewichtskraft 2142G (L6sMigere rote= -72576LG).

36L

84L

=

| «——> |«
35| [ooL 40l  20L

v 2

Aufgabe 4.5.11

Der Mann trainiert an der dargestellten KraftmasehDie Durchmesser der beiden reibungsfreien Rolleer
welche ein Seil lauft, sind zu vernachlassigen.ddir Winkel gilt taa = 0.75. Die inneren Krafte und Momente
im waagrechten Balken sind zu bestimmen (Losung;,|M 5.76LG).

7L

3L
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Aufgabe 4.5.12

Die Hand des Mannes ubertragt nur senkrechte K\afedchen Verlauf haben die inneren Krafte und
Momente im diagonalen Balken AB (Lsungyf£= 0.5657LG, Max= 2.4LG)?

Aufgabe 4.5.13

Wie grof3 sind maximale Querkraft und das maximag&moment im grauen Balken
(Losung: |Mhad = 27LG)?

5/3L

5/12L

L B}

11/121L 1

Aufgabe 4.5.14

Die inneren Krafte und Momente im grauen Balkeil gn bestimmen (Losung: M= 755.04Nm).

0.48m ! 0.48m! 0.48m
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Aufgabe 4.5.15

Die inneren Krafte und Momente in den Balken ABisgesucht (Losung: [Mx g1 = 4LF,
MmaX’Bzz 3LF).

Aufgabe 4.5.16

Die inneren Krafte und Momente in der weil3en Wsilal gesucht (cos= 3/4)
(LOsung: |Mnay = 4LG, M max= 18LG).

Aufgabe 4.5.17

Der Laufradkran ist im Gleichgewicht. Die Lange desifrades in x-Richtung ist zu vernachlassigen.
Der Eimer mit der Gewichtskraft 6G h&ngt am Seur Benkrechte Kréfte sind zu beriicksichtigen. Zu
bestimmen sind die inneren Krafte und Momente imVidelle (L6sung: |Mad = 4LG).
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Aufgabe 4.5.18

Die inneren Krafte und Momente in den Balken ABdsgesucht (Losung: [Maxsl = 2LF,
MymaxyBZ: gLF).

Aufgabe 4.5.19

Das Bauteil ist im Gleichgewicht. Es seitian 0.75. Die inneren Krafte und Momente in der weeil3
Welle sind zu berechnen (L6sungydyk = 3LF, M;max= 4LF)

Aufgabe 4.5.20

Die Lager A und B der Vorderachse eines Tretaubom&n nur Krafte in y- und z-Richtung aufneh-
men. Die Rader haben die Radien L. Wie groR3 siadmngtieren Krafte und Momente im Teilbalken der
Lange L, auf welchen die Kraft 24F wirkt (Losungy.k = 6LF, M;max= 13LF)?

L/2
L2 /2

—
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5. Reibung

Ein Bauteil mit der Gewichtskraft G liegt wie in Bildung 5.1 dargestellt auf einer rauhen Unterlage.
Der Begriff ,rau” deutet vorhandene Reibung ane#igtiv spricht man von einer glatten Unterlage.

y 16 222222
X
M
/7777 N 7777 rauhe Unterlage
FR
FN

Abbildung 5.1: Kréafte an einem Bauteil auf rauher, reibungsbehafteter Unterlage

Zieht man seitlich mit einer wachsenden Kraft Fbkbt das Bauteil so lange in Ruhe, bis die Kraft
F einen Grenzwertgrerreicht. Solange das Bauteil in Ruhe ist, museneler senkrechtévormal-
kraft Fy eine waagrechte Krafizfvirksam sein, diélaftreibungskraft bezeichnet wird und die das
Bauteil im Kraftegleichgewicht hélt. Ebenso ist Moment M wirksam. Dieses muss jedoch bei der
Untersuchung der Reibung nicht betrachtet werdes. i@deutet, dass flirH, ein waagrechtes und
ein senkrechtes Kréftegleichgewicht aufgestelltdearkann.

> F,=0: -F+F=0 => F,=F
> F =0 -G+F =0 => F,=G

Fur F = i erreicht die Reibkraft FHhren Maximalwert k. Die Coulombsche Reibunggeht davon
aus, dass dimaximale Haftreibungskraft Fgro proportional zur Normalkraft\Hst, die immer senk-
recht zur Unterlage zeigt.

Fro = HoFy

Die Proportionalitatskonstante wird &sftreibungskoeffizient po bezeichnet. Dieser hangt von der
Rauheit der sich beriihrenden Flachen ab. Wird f; bdginnt sich das Bauteil zu bewegen. Es wirkt
dann keine Haftreibungskraft sondern nur noch Eilegtreibungskraft E, die die Bewegung behin-
dern aber nicht verhindern kann. Diese Kraft istn@oulomb auch proportional zur Normalkraft. Die
Proportionalitdtskonstante wird als Gleitreibungskiaient g bezeichnet.

Fe = UFy
Haftreibungskoeffizient Gleitreibungskoeffizient g
Materialpaarung trocken geschmiert trocken geschmiert
Stahl auf Stahl 0.15-0.3 0.1 0.1 0.01-0.07
Gummi auf Asphalt 0.8 0.2 0.5 0.1

Abbildung 5.2: Haftreibungs- und Gleitreibungskoeffizienten (Richtwerte)
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Im Folgenden wird nur die Haftreibungskraft bettathBesteht keine Verwechslungsgefahr, wird
statt g nur Fz und statiy nurp verwendet.

FRzﬂFN

Der Haftreibungskoeffizient kann gemafd Abbildung 5.3 an einer schiefen Ebesgrbmt werden.
Anfanglich ist das Bauteil mit der Gewichtskrafir® Gleichgewicht. VergréRert man den Neigungs-
winkel a, erreicht man einen Grenzwinkaj, bei welchem das Bauteil noch in Ruhe bleibt.jBdem
groBeren Winkett wirde das Bauteil die Schrage hinabrutschen. Bagé&ns dieses Grenzwinkels
entspricht dem Haftreibungskoeffizigmt

Abbildung 5.3: Bauteil auf schiefer Ebene zur Bestimmung von

> F,=0: Fy-Gsing,=0
> F,=0: F,-Gcosa,=0
Haftreibung: Fy = 1, = Gsina, = uGcosa, = M =tana,

Eine Anwendung der Coulombschen Reibung ist diesagnteSeil- oder Riemenreibung Verlauft
wie in Abbildung 5.4, links dargestellt ein Seildileine Rolle, auf welche auch ein Moment M ein-
wirkt, so kann man feststellen, dass die beideffit&ifa und k nicht identisch sind, da durch das
Moment die freie Drehbarkeit der Rolle beeintragthist. Der Winkelr beschreibt den Bereich, in
welchem das Seil auf der Rolle aufliegt. Laut Diifan sei F, > F,. Bei einem gegebenen 5t die
maximale Kraft Egesucht, ohne dass das Seil tiber die Rolle ,rutscht

(F+dF)cos(d ¢/2) F-cos(d ¢/2)
F+dF4/ T PF

—> dFp
(F+dP)sin(d ¢/2) / F-sin(d §/2)
dF,,

F, d¢

Abbildung 5.4: Geometrie zur Bestimmung der Seilreibungsgleichung



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 60

Schneidet man einen kleinen Ausschnitt des Sedlsseh Lange durch den Winkel definiert ist,

frei, so mussen die in Abbildung 5.4, rechts daeikksn Schnittkrafte angebracht werden. An der
rechten Schnittflache wirkt von dem entfernten 8&ilnoch unbekannte Kraft F. Ebenso wirkt an der
linken Schnittflache die Kraft F+dF. Die Wirkungrdantfernten Rolle wird durch die Normalkraft

dRy und die Haftreibungskraft glbeschrieben.

ZFX =0: -(F +dF)co{d—2¢J+Fco{%J+dFR :—cho{%}dFR

=-dF +dF, =0 =>  dR,=dF
>F,=0: -(F +dF)sin[%J— F sin(%j+dFN =-2F sin(%j+dFsin(%j+dFN
2 2 2 2
= —2F%+dFd—2¢+dFN =-Fdg¢+dF, =0 => dF, = Fd¢
i dF
Haftreibung: dF; = tdF, => dF = uFdg => F = 1dg

Die resultierende Gleichung der Haftreibung wirdnvBunkt A ¢ = 0, F = k), wo das Seil auf die
Rolle trifft, bis zum Punkt Bd{ = a, F = k), an dem das Seil die Rolle verlasst, integriert.
F2
dr
F

51

= ]Z,Ud¢ => [In F]Ef = [,LI¢]g => InF,-InF, = In% = ua
0

1

Exponiert man beide Seiten der Gleichung WiRff =pa, so erhéalt man die gesuchte Seilreibungs-
gleichung.

ex{ln%} = explua) > F_ge bzw. |F, = e

—2
1 R
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Aufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 5.1

Zwischen den Rollen und den Balken bzw. dem Bodekt wer Haftreibungskoeffizient = 1.
Wie grof3 muss G in Abhangigkeit von F mindestenséipdt werden, damit das Bauteil in Ruhe bleibt
(Losung: G = F/8)?

G
~ X
: |
F | ‘:‘{
{3 0]
A NN\
L " L |I C
Aufgabe 5.2

Zwischen Walze und Boden bzw. grauem Hebel isHadireibungskoeffizient wirksam. Wie grof
mussp mindestens sein, damit das Bauteil im statiscHerctewicht bleibt (Losungi = 0.5)?

77748

Aufgabe 5.3

Es sei tana = 0.75, das Kettenrad hat den RadiustAR,/R, = 4. Zwischen Strasse und Rad wirkt der
Haftreibungskoeffizientt = 1. Wie groR3 darf e maximal werden, damit das Bauteil im Gleichge-
wicht bleibt? Wie groR3 sind dann die inneren Krafitel Moment in der Schwinge

(Losung: N = 0.8F)?
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Aufgabe 5.4

Die Lager A und B kdnnen nur Kréfte in y- und z4Rieng aufnehmen. Zwischen den Riemen und
den R&dern wirkt der Haftreibungskoeffizignt In4ft Im letzten Drittel der Welle wird ein Torsi-
onsmoment = 3LF Ubertragen. Gesucht sind die inneren Kndfig Momente in der Welle
(Losung: [Mmad = 20LF, Mimax= 10LF).

Aufgabe 5.5

Die Lager A und B kénnen nur Krafte in y- und z4Rieng aufnehmen. Zwischen Kette und Rolle
wirkt der Haftreibungskoeffizient = In9/(2r). Wie grol3 muss G mindestens sein, dass das Bawtei
Gleichgewicht sein kann (Losung: G = 3F)?

Aufgabe 5.6

Beim dargestellten Momentbegrenzer mit ##400LF haben die Rader die Radien L oder L/2.-Zwi
schen den Radern wirkt der Haftreibungskoeffizignt 1. FUr die Riemenreibung ist der Koeffizient
Ms = 0.6253 zu verwenden (tarr 7/24). Das Bauteil soll im Gleichgewicht bleib&die gro3 muss G
mindestens sein? Wie grol3 ist danp(Mbsung: G = 100F, M= 200LF)?
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6. Spannungen und Dehnungen

Als Spannungen werden Kréfte bezeichnet, die aufFtichen bezogen sind, an denen sie wirksam
sind. Sie haben die Einheit [N/mm?]. Jedes Matdvaleine charakteristische Spannung, bis zu wel-
cher es einer Belastung standhalten kann bzw.cbs vérsagt. Dehnungen beschreiben das Verhaltnis
einer bei einer Belastung auftretenden Verformungimer urspringlichen, unbelasteten Lange. Somit
besitzt die Dehnung keine Dimension [mm/mm]. Eintéalgesetz beschreibt den Zusammenhang
zwischen den Spannungen und Dehnungen und beiitjedes Material einen charakteristischen
Verlauf.

6.1 Spannungen

Stellvertretend fur alle Bauteile soll ein kreisdes Rohr mit dem Aul3enradiug thd dem Innenra-
dius R betrachtet werden. Die beiden Radien kdnnen auathdlen mittleren Radius,ind der
Wandstarke s beschrieben werden. Man setzt vodass,die Wandstarke s viel kleiner als der mittle-
re Radius R ist und bezeichnet dadurch den Querschnitt degeBgalsdiinnwandig. Das Rohr
unterliegt einer beliebigen Belastung, welche ibikdung 6.1 nicht eingezeichnet ist.

Rm:Ra—;R und s=R, -R mit s<<R,

Die in Abbildung 6.1 gestrichelt dargestellte Linite den Abstand Rvom Koordinatenursprung
beschreibt, wird alProfilmittellinie bezeichnet. u bezeichnet die Koordiante in Umfdoliing.

dA, = sdu

Abbildung 6.1: Diinnwandiges Rohr mit freigeschnittenem positiven Schnittufer zur Betrachtung der Spannungen

Das Rohr aus Abbildung 6.1, links wird senkrechtxzéchse geschnitten. Am linken Teil des Rohres
entsteht, wie in Abbildung 6.1, Mitte dargestedify positives Schnittufer, welches in kleine Téufl
chen dA = sdu zerlegt werden kann. Der Einfluss des emtarrechten Teils innerhalb einer Teilfla-
che dA auf den linken Teil wird durch die kleine Schnittk dFs beschrieben. Aufgrund der Dinn-
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wandigkeit kann angenommen werden, dass die rad@gponente dieser Kraft vernachlassigbar
klein ist. Daher wird die Kraft dfnur in die Komponenten dfin x-Richtung und dg; in u-Richtung
zerlegt. Es entsteht ein ebener Kraftezustandrixa&bene. Die beiden Kréafte werden durch den
Inhalt der Flache dfgeteilt.

dF,, . L OF,
dA, dA,

g =

Die resultierenden Gro3enundt werden Spannungen genannt. Wie in Abbildung @dhts darge-
stellt wirkt o senkrecht auf der Flache gdnd wird aldNormalspannungbezeichnetr steht tangen-
tial zur Flache dAund wird alsSchubspannungbezeichnet. Die in der xu-Ebene liegenden Span-
nungen kennzeichnen einen ebenen Spannungszustand.

Die Spannungen in allen Teilflachen gidlissen so gewahlt sein, dass das Bauteil im @ewicht

ist. Bildet man aus den Spannungen Teilkrafte,imdean die Spannungen mit der Flache dhltip-
liziert, kann man die resultierenden Krafte undilisrenden Momente bezliglich der drei Koordina-
tenachsen bilden. Diese resultierenden Werte misgsdehe Werte annehmen, dass das Bauteil im
Gleichgewicht ist. Sie erflillen somit die gleicr®edingungen wie die inneren Kréfte und Momente
und sind daher mit diesen identisch. Da die Telf&n dA unendlich klein sind und ihre Anzahl un-
endlich grof3, haben die einzelnen Summen unendldd Terme, wodurch sie durch Integrale Uber
der Querschnittsflache A dargestellt werden.

N = [odA, Q =[r,dA Q, = [7,dA,

M, = [R,dA, M, = [zodA, M, =~[yodA,

Die Schubspannungean undt, sind die Komponenten der Schubspanmuirgy und z-Richtung. Das
negative Vorzeichen bei Mnuss eingefuihrt werden, damit die Vorzeichenregalden Schnittufern
erfullt werden.

Im weiteren Verlauf soll diese Vorgehensweise aliebige Querschnitte Gbertragen werden, deren
Teilflachen mit dA bezeichnet werden. Der ebenen8pagszustand wird weiterhin vorausgesetzt.

N = [cdA Q =[r,dA Q, = [r,dA
A A A
M, = [rdA M, = [ zodA M, =~ yodA
A A A
Die Schubspannungsteht tangential zur Profilmittellinie. Der Radig®eschreibt gemafd Abbildung

6.2 den wirksamen Hebelarm der KredtA. Bei einem diinnwandigen Kreisprofil ist er ideah zum
Radius r = R, nicht aber im Allgemeinen.
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Abbildung 6.2: Definition des Hebelarms von tdA an einem beliebigen Querschnitt.

Far weitere Untersuchungen der Spannungen wirdi@emsbereits betrachteten Rohr, wie in Abbil-
dung 6.3 dargestellt, ein kleines Rechteck mitkrtenlange dx in x-Richtung und du in Umfangs-
richtung u herausgeschnitten.

Abbildung 6.3: Dinnwandiges Rohr mit freigeschnittenem kleinen Rechteck zur Betrachtung der Spannungen

An den vier Schnittflachen werden jeweils die kégirwirksamen Krafte dbis dR eingezeichnet.

Die beiden Schnittflachen 1 und 2 sind positiverdtiifer. Daher zeigen die Schnittkrafte;dd

dF, in die positiven Koordinatenrichtungen. Entsprexhsind die Flachen 3 und 4 negative Schnitt-
ufer, weshalb die Krafte diind di in die negativen Koordinatenrichtungen zeigen. Dimnwan-

digkeit hat wieder zur Folge, dass die radialen gonenten der Krafte gegentiber den anderen beiden
Komponenten vernachlassigbar klein sind.

&Fs

A

~
R

Abbildung 6.4: Freigeschnittenes in die Ebene projiziertes Rechteck mit Schnittkréften

Somit kann das zu betrachtende Rechteck wie inléiig 6.4, links in die xu-Ebene projiziert wer-
den. Es entsteht ein ebener Kraftezustand. Dasutstdrich, dass die daraus aufbauenden Betrach-
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tungen auf jeden ebenen Spannungszustand UbertsigbaDie Krafte werden in ihre Komponenten
in X- und u-Richtung zerlegt. Die Kraftkomponenteerden durch die Schnittflachen gA sdx und
dA, = sdu, an denen sie angreifen, geteilt.

dF, dF,
O3 = —d:u und M= g ;ix
dF dF
0.24 - 2,4x und T24 - 2,4u
T dA T dA

Die dabei resultierenden Spannungen stehen setkrecter Flache oder tangential. Die senkrecht
stehenden werden @®rmalspannungenc und die tangentialen aBchubspannungert bezeich-
net.

o,+do,

x | dX_ Iy t+dT

X X
" o, T, +HdT, ! T+dt
o,tdo, o,tdo,

Abbildung 6.5: Freigeschnittenes in die Ebene projiziertes Rechteck mit Normal- ¢ und Schubspannungen t

Die Spannungen an den negativen Schnittufern wewderin Abbildung 6.5 dargestellt, umbenannt.
g,=0, und T,=T,

0, =0,

u

und I,=T

X

Entlang der kleinen Kantenlangen dx und du des fRekk kénnen sich die Spannungen nicht stark
andern. Daher kénnen die Spannungen an den pos8islenittufern durch die Spannungen an den
negativen plus kleine Veranderungen beschriebedemer

o,=0,+do, und r,=r1,+dr,

o, =0, +do, und r,=1,+dr,

Bildet man das Momentengleichgewicht um die untechte Ecke P (vgl. Abbildung 6.5, Mitte) des
Rechtecks, so kann marr 1, = T, setzen.

> M| =0: 0’xsdud—2u—(aX +dax)sdud—;—ausdxd—zx+ (o, +dau)sdxd—2X

+1,sdxdu-7,sdudx=0

Die Terme mito, undo, eliminieren sich gegenseitig. Die verbleibendemmidspannungsterme sind
eine GrofRenordnung Kkleiner als die Schubspannungste

I
'\'

- daxsdu% + dausdxd—zx + 1,sdxdu- r,sdudx= r,sdxdu- 7r,sdudx=0 => T=r1
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Es resultiert wie in Abbildung 6.5, rechts eingeheiet, die Ubliche Darstellung der Spannungen an
einem ebenen kleinen Rechteck. Diese Spannungswegend auch leicht modifiziert die folgenden
beiden Bedingungen gelten auch bei variabler Warkists (vgl. Anhang B8).

Bildet man die Kraftegleichgewichte in x- und u-Rigng erhalt man zwei weitere Bedingungen, die
die Spannungen erfiillen missen.

> F,=0: -ogsdu+(o, +do,)sdu-rsdx+ (7 + dr)sdx=0 => ddaxx = —%
> F,=0: —g,sdx+ (o, +do, )sdx-rsdu+ (r +dr)sdu=0 => ddauu = —%

Die beim betrachteten Rechteck auftretende Norraalapngo, entspricht der Normalspannuag
wenn man das Rohr senkrecht zur x-Achse schné&ieheiden Schubspannungestimmen ebenso
Uberein. Die beim Rechteck auftretende Normalspagay muss, wenn man nur einen Querschnitt
senkrecht zur x-Achse betrachten méchte, vernasigléar klein sein.

6.2 Dehnungen

Infolge der Spannungen die an einem Rechteck augldeildungen 6.3 bis 6.5 wirksam sind, kann
man beobachten, dass das Rechteck sich, wie iridhiolgy 6.6 dargestellt, zu einem Parallelogramm
verformt. Das bedeutet, die Positionen der PuniBEB werden zu den Lagen A'B’C’D’ verschoben.
Dabei andern sich die beiden Kantenlangen undrmderiingliche rechte Winkel geht verloren.

l_’x C
u

Abbildung 6.6: Infolge der Spannungen verformtes Rechteck

Die Dehnungets, undg, geben an, um welchen Faktor sich die beiden Kasitamd du in x- und u-
Richtung verlangern. Wird vorausgesetzt, dass drggenanderungen,dind dj, klein gegentiber den
Ausgangslangen dx und du sind, kénnen die Dehnumifeausreichender Genauigkeit als Quotient
der Verlangerung und der Ausgangslangen definierten.

dl dl
£, =—* und &, =—
dx du

Die Winkelverzerrung gibt an, wie stark sich der urspriingliche rechiek# 172 des Rechtecks
verformt. Kann man voraussetzen, dass die Dehaung vernachlassigen ist, kann n&rs €
schreiben. Die Dehnung in der dritten Raumrichtishgicht gleich null, wird aber vernachlassigt.
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6.3 Materialgesetz / Hookesches Gesetz

Wie am Anfang von Kapitel 6.1 werden haufig Bawdietrachtet, bei denen die Normalspannmng

zu vernachlassigen und die Dehnapgicht von Interesse ist. Somit mussen nur diedyetspannun-
geno = o, undt und die Dehnungen= g, undy betrachtet werden. Sind die Spannungen unterhalb
eines Grenzwertes, so besteht ein linearer Zusahmamgrzwischen den Spannungen und Dehnungen.
Dieser wird als daBlookesches Gesetzezeichnet.

o=E¢ und =Gy

Die beiden Proportionalitatsfaktoren E und G sinatdfialparameter und werdBtastizitdtsmodul
bzw. E-Modul undSchubmodulgenannt. Sie haben die Einheit einer SpannungiiNm

Das Hookesche Gesetz ist bis zur sogenannten Fdiefig (Streckgrenze) gultig. Oberhalb dieser
besteht ein nichtlinearer Zusammenhang zwischenrpag und Dehnung. Mit dem in Abbildung 6.7
dargestellten Spannungs-, Dehnungsdiagramm l&$sti®ser Zusammenhang gut beschreiben. Der
Gliltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes ist@ercBereich, in welchem sich das Material elas-
tisch verhalt. Das bedeutet, nach Ricknahme dexsBelg geht das Bauteil in seine urspriingliche
Form zuriick. Waren Spannungen wirksam, die obeideit-lieRgrenze liegen, bleibt auch nach Ent-
fernung der Bauteilbelastung eine bleibende pletstis/erformung vorhanden.

A

o1 Maximalspannung
oungrels. Briichgrenze
Hookeschen  —H- Fliel3grenze
Gesetzes ]l SteigungE,G
elastisches i >
Materialverhalten ) I &Y
- plastisches
Materialverhalten

Abbildung 6.7: Spannungs-, Dehnungsdiagramm

Beim Aufzeichnen des Diagramms fillunde wird eine Zugprobe vermessen, bei der die Querdeh-
nunge, und die Dehnung in der dritten Raumrichtung vehntiasigt wird. Somit wird die Spannung
immer mit dem Ausgangsquerschnitt der Zugproberedt Dadurch kann die Bruchspannung, bei
welcher die Zugprobe bricht bzw. das zu betractdevidterial vollstandig versagt, kleiner wie die
Maximalspannung sein. Der Zugversuch ergibt hékdige eindeutige FlieRgrenze. Ersatzweise wird
die Grenze bei einer Dehnuag 0.2% angenommen.
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E-Modul G-Modul FlieRgrenze Bruchgrenze
Stahl 210000N/mm?2 80000N/mm2 | 120-300N/mm?2 | 300-1800N/mm?
Aluminium 70000N/mm? 25000N/mm2 | 50-250N/mm? | 150-500N/mm?

Abbildung 6.8: E-Modul, Schubmodul, FlieBgrenze und Bruchspannung (Richtwerte)

Das Hookesche Gesetz kann unter der Voraussetdasgin allen Raumrichtungen die gleichen Ma-
terialeigenschaften vorhanden sind (isotropes Nédjeauf einen allgemeinen ebenen Spannungszu-
stand erweitert werden.

£, =2 (0,-v0)) =20, -v) y=

r
‘ G
Der Parameter ist wie E und G ein Materialkoeffizient. Er wirtb&@uerkontraktionszahl bezeich-
net Wird ein Stab in einer Raumrichtung auseinandergen, wird die Querschnittsflache einge-
schnurt. Die Querkontraktionszahl beschreibt dah&tnis dieser Langenanderungen quer zum Stab
und in Stabrichtung. Sie kann Werte zwischeg vl< 0.5 annehmen. Fir Stahl und Aluminium kann
man naherungsweise 0.3 verwenden. Die Parame@uBdv sind nicht voneinander unabhangig.

E

2(1+ v)

6.4 Mohrscher Spannungskreis

Belastet man das Rohr aus Abbildung 6.1 lediglidheinem Torsionsmoment und markiert wie in
Abbildung 6.9, links zwei Rechtecke, so kann maoblaehten, dass diese sich unterschiedlich ver-
formen. Beim ursprunglich zur x-Achse parallelerciiReck bleiben die Kantenlangen unveréndert,
der rechte Winkel geht verloren. Das bedeutet,i@seth Rechteck kénnen nur Schubspannungen
wirksam sein. Das um 45° gedrehte Rechteck begidles rechten Winkel. Allerdings andern sich die
Kantenlangen. Daher wirken an diesem Rechteck oambllspannungen. Die Spannungen werden
immer an den unverformten Rechtecken eingezeichnet.

Abbildung 6.9: Spannungsverteilung und Verformungen an freigeschnittenen Rechtecken

Da bei jeder Position des Rechtecks das Torsiongmbidentisch ist und das Materialverhalten un-
abhangig von der Orientierung des Rechtecks sessnmnedeutet dies, dass beide Spannungszustande
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gleichwertig sein missen. Der eine kann mit Hiks d1ohrschen Spannungskreis aus dem anderen
ermittelt werden. Die Herleitung dieses Zusammeghbavird im Anhang A2 vorgestellt.

Ausgehend wird das in Abbildung 6.10, links dargktst Rechteck, dessen Kanten parallel zur x- und
u-Achse sind, betrachtet. Die am Rechteck wirksaBmannungen,, o, undt seien bekannt. Ge-
sucht sind dann die Spannunggnao, undt,,, die am Rechteck wirksam sind, wenn dieses um den
Winkel a gedreht wird. Im Vergleich zu Abbildung 6.3, reckbnnen die mita, und d, und d
gekennzeichneten kleinen Spannungsanderungen urgftavon, ob sie gleich null sind, unbertck-
sichtigt bleiben, da sie bei der Herleitung des Mohen Spannungskreis vernachlassigt werden kon-
nen.

Abbildung 6.10: Spannungsverteilung am Ausgangsrechteck und am um a-gedrehten Rechteck

Zur Bestimmung voi,, 0, undt,s zeichnet man den in Abbildung 6.11 dargestellt@hfdchen
Spannungskreis. Sein Mittelpunkt hat in dgrt,-Ebene den Mittelpunkt ¢ + 0,)/2, 0) und den
Radius Wurzel(@, - 0,)2/4 +12). Dieser Spannungszustand ist im xu-Koordinatetesy ¢ = 0) durch
den Punkt P gekennzeichnet, der die Koordinaten o, undt, =t annimmt. Mdchte man die Span-
nungeno, undt,, im um den Winkett gedrehten Rechteck bestimmen, muss der Punkt\foimn-
schen Spannungskreis um den Wirkeelgedreht werden. Man erhalt den Punkt P’, fir debside
Koordinateno, = 0, undt,y = T4 gilt. Zur Bestimmung der noch unbekannten Norneaispingo,
dreht man den Punkt P’ um 180° und erhalt den PRthkDieser hat die Koordinate, = 0.

A Oy~ 0y

Ty

Abbildung 6.11: Mohrscher Spannungskreis
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Dreht man das Rechteck um den Winkebdera, erhalt mart,, = 0. Das bedeutet, bei dieser Orien-
tierung des Rechtecks wirken nur NormalspannungeRechteck. Diese werden roit undo, be-
zeichnet unddauptspannungengenannt, wobei immeg, > g, gewahlt wird. Sie kdnnen auch rech-
nerisch aus den urspriinglich gegebenen Spannugenundt bestimmt werden.

2
0, = Oy ;Ju i\/(ax ;qu + 12 :%[(ax +au)4_r\/(aX -o,f +4r2}

Die dabei resultierenden Koordinatenrichtungamd¢ werden Hauptachsen genannt. Dreht man das
Rechteck nochmals um 45° besitzt man die Oriemigpdes Rechtecks, bei welcher die maximale
Schubspannungy,y auftritt.

2

2

Betrachtet man das zur x-Achse parallele Rechteskddbildung 6.9 und geht davon aus, dass das
Torsionsmoment Mam Rechteck eine Schubspannurgo, erzeugt, ergibt der Mohrsche Span-
nungskreis, dass am 45° gedrehten Rechteck dierbefduptspannungen = g, undo, = -0y Wirk-

sam sind. Greifen am Ausgangsrechteck (Abbildutg,8inks) nur Schubspannungen an, gilt fur die
Normalspannungeoy = g, = 0. Somit hat der in Abbildung 6.12, Mitte darigdise Mohrsche Span-
nungskreis den Mittelpunktd( + o,)/2, 0) = (0, 0). FUr den Radius gilt Wurzel{¢ 0,)4/4 +1?) = g,.

Der Punkt P, der den Spannungszustand am Ausgahtgtk beschreibt, hat die Spannungskoordina-
ten Oy, T) = (0,00). Man muss im Kreis den Punkt P um den Winkel -2 -245° drehen, dass der
Punkt P’ auf deo, —Achse liegt. Somit muss das Ausgangsrechtecknwibbildung 6.12, rechts
dargestellt uma, = -45° gedreht werden, dass am resultierendent&gchur die Hauptspannungen

wirksam sind.
X
|u ‘{\

) pr
T =0, T=0g

0, = -0 =

270 01 =0 / 0, =0; =0,
—

1=0, 0y =0,=-0p

Abbildung 6.12: Spannungsbetrachtung an einem diinnwandigen Rohr unter dem Einfluss eines Torsionsmo-
mentes

6.5 Festigkeitshypothesen und Vergleichsspannungen

Um die im eindimensionalen Zugversuch bestimmem@ueannungen (Flie3grenze, Maximalspan-
nung, Bruchgrenze) auf den mehrdimensionalen Spayszustand Ubertragen zu kdnnen, oder um
verschiedene Spannungszustande miteinander vérgteru konnen, werden empirische Festigkeits-
hypothesen verwendet, die aus dem mehrdimensioSglannungszustand eine eindimensionale Ver-
gleichsspannungy erzeugen. Die am haufigsten verwendete Verglgiamung ist didMises-



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 72

Vergleichsspannung die auch Spannung gemaf der Gestaltdanderungsiegedteil3t. Die Herleitung
erfolgt in Anhang A3.

o, =\/0'X2 +0’-0,0,+3r°

Kann man davon ausgehen, dagss 0 ist und setzt mamy, = g, so vereinfacht sich die Formel zur
Bestimmung der Mises-Vergleichsspannung.

o, =\ o’ +3r°

Eine weitere Festigkeitshypothese ist M@malspannungshypothese

JV =0—l :%[Jx +Ju +\/(0-x _JU)Z +4T2j|

Sie verwendet als Vergleichsspannung die erste tdpapnung. Entsprechend wertet Shub-
spannungshypotheseglie maximale Schubspannung,, aus dem Mohrschen Spannungskreis aus.

JV = ZZ-max = \/(Jx - Uu )2 + 4T2
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Aufgaben zu Kapitel 6

Aufgabe 6.1

In einem Rechteckprofil mit der Hohe H und der Watadke s wirkt der eingezeichnete Normalspan-
nungsverlauf@gHs = 10N, H = 30mm). Wie grof3 sind Normalkraft usidgemoment
(Lésung: N = 10N, M = 100Nmm)?

-0l
T q
H AN >
v \
vz 30,
Aufgabe 6.2

Der Balken der Lange 3L wird bei x = L geschnitten.positiven Schnittufer wird die Normalspan-
nung durcho(z) = -48,z/L und die Schubspannung durgl) = a(1-(2z/L)?) beschrieben. Wie grof3
ist die Kraft F und das Verhaltns,./Tmax im Schnittufer (LOSUNGT ey Tmax = 8)7?

F
Aufgabe 6.3 v

Bei der Zugprobe ist nur der Bereich mit der Lahgdastisch. Der Rest kann infolge der Materialan-
haufung als starr bezeichnet werden. Die Proberfratfsich nur in der Ebene (unveranderliche Bau-
teiltiefe) (L = 100mm, H = 10mm, s = 2mm, E = 1008G6m3). Infolge der Kraft F verlangert sich die
Probe um 1% und wird um 0.25% eingeschnirt.

O\ 4k G'\_/__>
R — i) G

Welchen Betrag hat F? Um welchen Winkel ist damklenarkierte Rechteck aus der Waagrechten
gedreht, wenn die an ihm wirkenden SchubspannudgeBetrag 30N/mm? besitzen? Wie grol3 sind
die Normalspannungen am gedrehten Rechteck undhev¥lergleichsspannung nach Mises resultiert
(Losung: F = 2000Ny = 18.4°,0 = 90N/mm?2,0, = 10N/mm?2,0y = 100N/mm?)?
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Aufgabe 6.4

Die dargestellte dinnwandige Getriebewelle wird_abor zu Prifzwecken mit den Kraften F und G
belastet. Am markierten Rechteck werden die argndén Spannungen = 12N/mm2,6, = 4N/mmz2
undt = 6N/mm? bestimmt. Die Dehnungen lautgr 20/310° unde, = -10/310°. Wie groR ist die
Querkontraktionszahl? Wie lautet die erste Hauptspannung? Um welchenk®l@ muss das Recht-
eck gedreht werden, dass an ihm die maximalen Sglanimungen wirken (Lésung= 0.2,

0; = 100N/mm2a = 26.6°)?

Aufgabe 6.5

Der ebene Spannungszustand an einem Punkt ist derclinks dargestellten Mohrschen Spannungs-
kreis gekennzeichnet. Die beiden identischen Rekatsollen an diesem Punkt markiert werden. Das
rechte ist um 45° aus der Waagrechten gedrehtg@s Querkontraktionszall = 0.5). An den Sei-

ten der beiden Rechtecke sind die wirksamen Spaemuzu vervollstdndigen. Um wie viel Grad

muss das rechte Rechteck gedreht werden, dassttagR®ler maximalen Normalspannung doppelt so
grof? wie der Betrag der Schubspannungen ist (LOSurg26.6°)?

T 20,
a, \ 9

2dL
vdL X

z

A
v

QV

Aufgabe 6.6

Mit den der Dehnmessstreifen a, b und ¢ wrden @lenDngerz, = 1210* &, = 210* unde, = -210*
gemessen. Der E-Modul betragt E = 210000N/mm?2 uam@derkontraktionszatl = 0.3. Wie grofl3
sind die Hauptspannungen und die Vegleichsspannaciy Mises (Losungy = 260.6N/mm?2)?
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7. Spannungs- und Verformungsberechnung am Balken

Die am Balken wirksamen Spannungen sollen bestiwenten. Dabei wird vorausgesetzt, dass die
Normalspannung, und die Dehnung, vernachlassigt werden kénnen. Somit karmo, unde = ¢,
verwendet werden. Das Hookesche GegetzE undt = Gy sei giltig. Die Spannungen sind so zu
bestimmen, dass sie die Gleichgewichtsbedingundétes.

N=jodA QZ:J'erA Qy=jrydA
A A A

M, = [r,dA M, = [ zodA M, =~[yodA
A A A

Rechnerisch kdnnen die Spannungen und Verformumdelge der inneren Kréafte und Momente
unabhangig voneinander betrachtet und abschlielBgerdagert werden. Dazu werden die Gré3en an
einem Zugstab, an Balken unter dem Einfluss degdBi@mente und an Torsionsstaben betrachtet.

7.1 Spannungen und Verformungen am Zugstab

Beim Zugstab in Abbildung 7.1 ist nur die Normafkmangleich null.

*A Schnitt
F ] ->
< > X - 0
$ = I
~~ T ~" N ‘-'J
L AL dx
N 4 A
F L1
—ASTIITITTTTIIINNRY , oy
" = |<£Ix = gdx

Abbildung 7.1: Spannungsbetrachtung am Zugstab

Man kann beobachten, dass der Querschnitt A gl€i@grgedehnt wird. Somit existiert Gber dem
Querschnitt eine konstante Dehnunda diese liber das Hookesche Gesetz mit der Nquanaising
o gekoppelt ist, ist die Spannung ebenfalls Gber Qemrschnitt konstant. Die Einschniirung des
Querschnittes A wird vernachlassigt.

N=£odA=a£dA=aA = a=%

Ist die Normalkraft grof3er null, wird der Stab anaedergezogen und es resultieren positive Normal-
spannungen digugspannungen(o > 0) genannt werden. Andernfalls wird der Stab zusang@en
druckt. Die resultierenden Spannungen sind klamérund werderDruckspannungen(o < 0) be-
zeichnet. Wahlt man den Koordinatenursprung imtdamittelpunkt, sind auch die weiteren Gleich-
gewichtsbedingungen erfllt.

Die Gesamtlangenanderung des Stabes setzt sicl3geiméidung 7.1, rechts aus den Langenande-
rungen d| = edx der einzelnen Abschnitte der Lange dx zusammardie Mormalspannung tber der
Stablange konstant ist, muss auch die DehnungdéreBtablange konstant sein.
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AL:dex:jedx:e‘jdx:SL => E=—
L L L

7.2 Symmetrischer Biegebalken unter dem Einfluss ees Biege-
moments (Symmetrische Biegung)

Ein symmetrischer Balken ist gemafd Abbildung 7 @udeh gekennzeichnet dass er zur xz-Ebene
symmetrisch ist. Es soll die Normalkraft gleichlrurid nur das Biegemoment M = Mngleich null
sein. Betrachtet man einen zur x-Achse senkredtexrschnitt mit den Punkten O, M und U, so wird
vorausgesetzt, dass deren Absenkung w in z-Richtlamgisch ist.

W, =, = w, > w=w(y

Dadurch ist die Absenkung unabhé&ngig von der z-Himate und nur eine Funktion von x.

xz-Ebene
xz-Ebene
/]
/] 0 C
| Y Il T
P / = = M = = ~ Cl F n
)l 7 — - -~ = L
y / = JXVE SS|L s X
\X 5—-—— U 7.'\' " = y
T v 7~~~ 3w, YD ~</
Z ~ 1~
z A 4 / ~ \I [ ~ N
verformte D‘\ ~u
Mittelpunktslinie

Abbildung 7.2: Annahmen fir symmetrischer Balken unter dem Einfluss eines Momentes

AuRerdem wird angenommen, dass ein QuerschnitteDRracht zur x-Achse bei der Verformung
(C'D’) eben bleibt und weiterhin senkrecht zur weniten Mittelpunktslinie steht. Dies setzt voraus,
dass die Verformung infolge der Querkraft vernassigt wird (vgl. Kapitel 7.7).

Betrachtet man gemaf Abbildung 7.3 einen kleindkeBabschnitt der Lange dx, wird dieser an der
Oberseite verlangert und an der Unterseite verkiudtHohe der Mittelpunktslinie behdlt er seine
Lange.

/
/
/
Xy
N
—
o
<
’l‘fl
OI
1
o
<V

S

Abbildung 7.3: Langenanderung eines kleinen Balkenabschnitts mit der Lange dx
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Da der Querschnitt eben bleibt, kann die Langendmgded](z) durch eine lineare Funktion mit der
Konstanten abeschrieben werden.

dl,(z) = az

Die Verlangerung entspricht einer positiven Langeletiung, die Verkirzung einer negativen. Fur die
lokale Dehnung(z) folgt mit der Konstanten.& a/dx ebenso eine lineare Funktion.

Die Dehnung ist wiederum uber das Hookesche Gesetrer Spannung(z) verknipft, die somit
auch durch eine lineare Funktion zu beschreibenlistdie Konstantezdeinhaltet.

o(z)=Es(z)=Eaz= az

Das bedeutet, die Bestimmung des Spannungsverlaadasziert sich auf die Berechnung der Kon-
stanten a Der Spannungsansatz muss die Gleichgewichtshaugen fir N und M = Merflllen.

0=N = [odA= [a,zdA=a,[ 2dA= as,
A A A

Die Konstante gist ungleich null. Die Normalkraft N kann nur gihinull sein, wenn das statische
Moment § gleich null ist. In Kapitel 3 wurde dargestellgss$ das statische Moment genau dann
gleich null ist, wenn der Koordinatenursprung (@)am Flachenmittelpunkt liegt. Das bedeutet auch,
dass im Flachenmittelpunkt die Normalspannafm= 0) = 0 ist. Daher wird beim hier betrachteten
Balken die xy-Ebene alseutrale Faserbezeichnet. Setzt man den Spannungsansatz inelehGe-
wichtsbedingung fir M = Mein, kann die Konstantg a M/l, ermittelt werden. Dabei wirg Wie in
Kapitel 3Flachentragheitsmomentbzw. Flachentragheitsmoment um die y-Achse bereich

M :J'zadA:J'z%sz: agj' ZdA=a,l,
A A A

Setzt man,lals bekannt voraus, erhalt man die gesuchte Spgsfunktiono(z).

M
o(2)= agz:IMz o(2)=1"7
y y

Die Gleichgewichtsbedingung fir Mrgibt, wie verlangt, null. Bei symmetrischen Baikist dies
immer der Fall. Allgemein gilt die Spannungsfunktidir alle Belastungsfalle, bei denen die Gleich-
gewichtsbedingung fur Whull ergibt. In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass B&ehentragheitsmoment
eines Rechtecks mit der Breite B und der HOohe ktlglg = BH3/12 betragt. Betrachtet man einen
beliebigen Querschnitt A, der in n Rechteckenit der Breite Bund der Hohe Hzerlegt werden
kann, so muss fir jedes Rechteck das Flachenttagienent ) bestimmt werden. Die Summe aller
Teilflachentragheitsmomente ergibt das Gesamtflatchgheitsmoment, des Querschnittes A. Bei
der Bestimmung der Teilflachentragheitsmomeptaiiss deSteinersche Anteilz2A; bertcksichtigt
werden, wobei;adie z-Koordinate des Flachenmittelpunktes derfléeihe A = BH; ist.

n n H<3
=2, :Z%J’ZZA
i=1 i=1
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Gemal Abbildung 7.4 betrachtet man fir die Hentgjtdes Steinerschen Anteils die Teilflachamit
der Breite Bund er Hohe HAuf Hohe des Flachenmittelpunktesvird der Koordinatenursprung des
Behelfskoordinatensysteni gewahlt.

e B, >
v Si !
H =
? |z;|
;
z
[ |
Z"

Abbildung 7.4: GroéfRRen zur Bestimmung des Flachentragheitsmomentes am Teilrechteck A;

= [2dA= [(z + 2} dA= [(Z) +277 + ZdA= [(7) dA+2z7 [ 7dA+ 7’ [dA
A A A A A A

_BH’ 2n _ BH’ 2
=1L +S +zA=—""T+0+z
1o TTEAES ZA
Das statische Moment Sbezlglich des z’-Koordinatensystems ist gleich, mlal das statische Mo-
ment gleich null ist, wenn der Koordinatenursprimg=lachenmittelpunkt liegt.

Betrachtet man das T-Profil in Abbildung 7.5, linke ist zu Beginn die Lage des Gesamtmittelpunk-
tes nicht bekannt. Zur dessen Bestimmung wird ddseBskoordinatensystem z’ eingefihrt.
exaktes Flachentragheitsmoment

dinnwandiges Flachen tragheitsmoment

| L L| |l L [
| S V2 | 5, o
I 4'7 + ‘ =T 1 A A,
4 I l|21| Zs . || vzl v’
: . N Zl
y “22 z, y 122 2!
S v v S,
2 L
L z' o 4
—> [+ >\
v A

Abbildung 7.5: Exakte und diinnwandige Berechnung des Flachentragheitsmomentes

In diesem Koordinatensystem hat der Flachenmittddpder Teilflache Adie z';- Koordinate s/2 und
die Teilflache A die z’,-Koordinate s+L/2. Daraus wird die Lage des Gesamtflaichenmittelpunktes
bestimmt.
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S L
—Ls+|s+— |Ls
,_ 13 2 ( 2) 3 .1
= 7 = =—s+—L
% A;Z,A 2Ls 4 4

Somit kann die Lage der Flachenmittelpunkte deddieiTeilflachen Abeziglich des yz-
Koordinatensystems angegeben werden.

gy :§_(§S+1Lj=_|_+s
I N R 4

o L 3 .1 \_L+s
et (o)

4 4 4

Damit sind alle Grofl3en zur Bestimmung des Flachgh&itsmoments bekannt.

2 2 3 3 2 3 2
|y22|yi= ﬂ+Z2A :L_S+(—£j Ls+i+(L+Sj LS:EBS"'ELZSZ"'ELSS
i1 o 12 12 4 12 4 24 4 24

Setzt man voraus, dass s << L gilt, so kbnnenweite und dritte Term vernachlassigt werden und

far das Flachentragheitsmoment folgtI5/24L3s. Diese Bedingung wird wiederum als Diandig-

keit bezeichnet. Setzt man diese von Beginn anugpi@nn man wie in Abbildung 7.5, rechts die
gestrichelte Profilmittellinie bemaRen und diesae&Vandstarke s zuweisen. Die Uberdeckungen der
Teilflachen kdnnen vernachlassigt werden. Weiteibagn die Terme, die s in h6herer Potenz beinhal-
ten, bei der Berechnung unberiicksichtigt. Fur dieeBhnung der Lage des Gesamtflachenmittelpunk-
tes wird das Behelfskoordinatensystem z’ so gewédhats der Ursprung auf Hohe der waagrechten
Profilmittellinie liegt. Die zi- Koordinate nimmt den Wert null, die;Z&Koordinate den wert L/2 an.

Dies ergibt ein z'= L/4.

12 OlLs+—Ls 1
= /A = ==L
% A;zA 2Ls 4

! ! I— It y L
2=2-2%=- und %=24-%=-

4

4
2 2 3 3 2 3 2
_ _~BH’, . _Ls ( Lj sk (Lj 55 .1 5 5,
l,=>1,= ~+Z A=—+ ——| Lst—+|—| Ls=—LUs+—Ls=—1L7s
y=20=2 2 A 4 12 \a 24" 12 24

In Kapitel 3 wurde das Flachentragheitsmoment e¥fuiikreises zu | = W4R* bestimmt. Betrachtet
man ein Hohlprofil (Abbildung 7.6, Mitte) mit demuenradius Rund dem Innenradius;,Rst das
Flachentragheitsmoment die Differenz beider Krdistedas Hohlprofil dinnwandig (Abbildung 7.6,
rechts) kann R= R+s/2 und R= R-s/2 verwendet und das Flachentragheitsmoment alexhmitt-
leren Radius Rund die Wandstérke s angeben werden, wobei atled alie s in hoherer Potenz
beinhalten, vernachlassigt werden.



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 80

< A

zZVv ZV VA 4

Abbildung 7.6: Kreisrunde Profile zur Berechnung des Flachentragheitsmomentes Iy

Bei den bisherigen Spannungsbetrachtungen wurdgidtuss der Querkraft vernachlassigt. Nahe-

rungsweise kann die Schubspannungfolge der Querkraft Q = (Jiber dem Querschnitt als konstant
vorausgesetzt und dadurch abgeschatzt werden. Bek@ft Q muss gleich null sein.

Q:.[TdA: T.[dAz A => Z’:%
A A

Der Vergleich der beiden Balken der Abbildung %igzden Einfluss des Flachentragheitsmoments.
Fir das linke I-Profil erhalt man eine Querschfiidthe A = 288mm?2 und ein Flachentragheitsmo-
ment |, = 37616mm. Die entsprechenden Werte fiir das rechte Rechiefilkdauten A; = 300mm?

und Lg = 22500mm?2.

100
10 1500N

100

A

z
Abbildung 7.7: Geometrie zweier Balken mit |- und Rechteckprofil zur Berechnung der maximalen Spannungen

Der Querkraft- und der Biegemomentenverlauf sinabinéngig vom Querschnitt und somit fur beide
Balken identisch. In der linken Balkenhalfte ist@50N, in der rechten Q = -750N. Dies ergibt ein

Biegemoment, welches an den Enden gleich nullndtio der Balkenmitte bei x = 100 das Maximum
Mmax = 75000Nmm erreicht. Sind die maximalen Spannumgeninteresse, missen die Normalspan-
nungeno in der Balkenmitte betrachtet werden. Fir beid&k&aerhalt man eine Spannungsfunktion.

o (Z) - Mmax 7= 75OOCNmmZ - N 7
| l, 37616nnf mn?
UR(Z) - |V||max - 75000NmMm _ 3§ N

Z= —FZ
. 22500nnf mn?
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Setzt man bei beiden die Balken die z-Koordinatd igerkante (z = 15mm) ein, so erhalt man die
maximalen Zugspannungeizy, Undog zug

N N
T\70 =0, (z = 15mm) =2 po—" 15mm= 30mn2
_ _ _~.5 N _ N
JRZug - UR(Z - 15mm) =33 IT3 15mm= 50mrr2

Entsprechend erhalt man an der Oberkante (z = -)5fi@mmaximalen Druckspannungeéb. und

o-R,Druck-
N N
UI ,Druck = JI (Z = _15rnm) =2 ”3 (—15mn'1) = —30mn’2
v = 9u(2= -15mm) = 33 (-15mn) = 50
R,Druck R . mrr3 rrg

Wie die Querkraft sind auch die Schubspannurigendtk in der linken Balkenhélfte positiv und in
der rechten negativ.
_Q _ =£750N _ . N _ Q _ 750N _ 195 N

f7A T 28amnt mn? R A T300mn? CCmnt

In Abbildung 7.8 sind die resultierenden Normalspargsverlaufe in der Balkenmitte und die Verlau-
fe der Querkraft in der rechten Balkenhélfte fliideeBalken angegeben.

[-30N/mm?| [-50N/mm?|
Af o'l(z) O'R(Z) *
é — / ¥ T = 2.5N/mm2
. ‘%—-
zV 30N/mm? A4 50N/mm?

Abbildung 7.8: Spannungsverlaufe an den Balken aus Abbildung 7.7

Betrachtet man die beiden maximalen Vergleichsspagen nach Mises, zeigt sich, dass die Schub-
spannungen vernachlassigt werden kénnen.

N >
und O,n =.|0O
mnz V,R RZug

N

2

Oy, =402, +317 =303
mr

1,Zug

+3r2 = 500

Neben den Spannungen ist auch wie in Abbildungl&rg§estellt, die Absenkung w(x) des Balkens in
z-Richtung von Interesse. Die Funktion w(x) wird Blegelinie bezeichnet.
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y 1)

/ I— & / (@)
. f 17 |- Z‘
l; ‘-w(x){;-/:c:::; x L
z ;—-——___~~ 0

7 "~

o> * Tangente an w(x)

Abbildung 7.9: Geometrie zur Herleitung der Biegelinie w(x)

Es wird vorausgesetzt, dass die Steigung der Bregel’(x) klein ist. Der Querschnitt CD steht nach
der Verformung (C'D’) weiterhin senkrecht auf deitfdipunktslinie bzw. auf der Biegelinie w(x) und
schlief3t somit mit der Tangente an w(x) einen ethinkel ein. Dadurch ist die Steigung der Tan-
gente w’'(x) identisch mit dem Winkel, der die Neigung des Querschnitts CD im verfornztestand
beschreibt. Der Winkej ist im Dreieck enthalten, welches auch die Langdeéung l(z) und die
negative z-Koordinate als Katheten beinhaltet. idigative z-Koordinate muss verwendet werden, da
bei der dargestellten Geometrie ein negativer \Wierz eine positive LAngenénderung ergibt. Da
w'(x) klein ist, gilt dies auch flé.

L2) = tang = p = wiy) > 1=

Mit der Bestimmungsgleichung fur die Normalspanremgy(z) und dem Hookeschen Gesetz kann die

Funktion w(x) bzw. deren zweite Ableitung w”(x) dem Biegemoment M in Relation gebracht

werden.

aw(x)
dx

a(z):IMz:Eg(z):Ed'x(Z):Eiu (=9

y dx dx * dx' M(X» = k2

= ~Eaw' (%))

Aufgelost nach w”(x) erhalt man die gesuchte Diffietialgleichung fur die Biegelinie.

M
El,

=> V\/'(X) =-

Unter Berilicksichtigung der jeweiligen Randbedingmgrgibt zweimaliges Integrieren die gesuchte
Biegelinie w(x). Das Produkt EWird alsBiegesteifigkeitbezeichnet.

Betrachtet man den Balken mit Rechteckprofil aubilloing 7.7 muss fir die Integration der Mo-
mentenverlauf durch eine Funktion dargestellt werda der Verlauf in der Mitte einen Knick hat,
muss das Integrationsgebiet in zwei Hélften zenegyden. Da die Absenkung w(X) symmetrisch ist,
muss nur die Biegelinie k) der linken Halfte berechnet werden.
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Mg(x) = 150000Nmm-750N -x
M, (X) = 750Nx

-~
-—
e -

Abbildung 7.10: Funktionsverlauf des Biegemoments und verformter Rechteckbalken

M M, (x) 1

W (x)=———=- = ——— 750N [X
El,, Elx El,

W (x)=- 1 37N +¢
El,x

WL(x):—EI1 125N K + g X+,

yR

Fir die Bestimmung der beiden Integrationskonstekiéanen die Randbedingungenp(x= 0) = 0
und w (X = 100) = 0 verwendet werden.

1

125N [0° +¢, [D+c, =

N
I
o

w, (x=0)=0: 0=—E

yR

1 1

w, (x=100) = 0: 0=- 3750000Nmn?

375N ffloomm)f+¢,  => ¢ = =

yR yR

Mit der resultierenden Funktion der Biegelinieg(x) kann die maximale Durchbiegung.yin der
Balkenmitte bestimmt werden. Fir den Elastizitdduhales Balkens wird E = 200000N/mm?2 ver-
wendet.

1

w, (x) = W(S?SOOO(Nmn?x—lZSN 5¢)=83007x-2710°

3
X
2

1
mrr

w,.. = w, (x=100= 8310*100mm- 27 10°—— (100mm)® = 1—18 mm

2
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Aufgaben zu Kapitel 7.1 und 7.2

Aufgabe 7.2.1

In der Presse wirken nur Kréfte in senkrechter ®ieh. Der Querschnitt des Rahmens besteht aus
einem quadratischen Profil mit der auReren Kanbtgddd = 50mm und der Wandstarke s = 2mm.
Wie grof3 sind die Betrdge der maximalen Normalspagean infolge Normalkraft und Biegemoment
im senkrechten Balken der Lange 6L (L = 100mm,Z568N). (Loésungsoy = 1.95N/mmz2,

O = 16.92N/mmg2)?

3

A‘

&

AN\ NN

[

Aufgabe 7.2.2

Die Gondel eines Schleppliftes ist oben gelenkigggrt. In der Gondel sitzen ein identisches Zwil-
lingspaar und ein Madchen mit der Gewichtskraft R@. Gewichtskraft der Gondel ist zu vernach-

lassigen.
.
8L 2L 2L ‘
A B
R |
et
] L
_’|| / Y 'L___T_:<§ I
=0 2T [0 Zv

a.) Wie grol3 muss die Gewichtskraft der Zwillingedibhangigkeit von G sein, damit das Bauteil im
Gleichgewicht ist?
b.) Der waagrechte Balken AB hat den rechts daetisst Querschnitt. Gesucht sind die maximalen

Zug- und Druckspannungen in diesem Balken? Welam@ximalen Betrag nimmt die Schubspannung
an (Losungo; = 14G/(Ls),0p = -28G/(Ls),1q = 7/6G/(Ls))?
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Aufgabe 7.2.3

Ein Eisenbahnwagen ist mit zwei Kisten, die einetligen Schwerpunkt besitzen, beladen. Die Ein-
flusse der Kisten auf den Rahmen des Wagens sitth Konstante Streckenlastereu berticksichti-
gen (L = 500mm, G = 1000N).

32G |« 1500 >
— | 16G X
AL i —F | I
ﬁ__l- @ 150 y 50
VZ
(< > (¢ > < b
2L 1L 4L 2L 4L Ll 2L

a.) Wie grol3 sind die maximalen Zug- und Druckspagen infolge des Biegemoments im grauen
Rahmen (Losungsz = 99.9N/mm2gop = -29.1N/mm?2)?

b.) Wie viel Prozent andert sich die maximale Ndapannung, wenn die Kisten nicht durch die Stre-
ckenlasten, sondern durch zwei Einzelkrafte aufdHidr jeweiligen Schwerpunkte beriicksichtigt
werden (LésungAo = 6.7%)?

Aufgabe 7.2.4

Die Kabine des Gabelstaplers hat die Gewichtsk@ftdie in der Mitte der beiden Auflagepunkte
angreift. Am rechten Ende der Gabel liegt das Tpartgut mit der Gewichtskraft F. Der Rest hat
keine Gewichtskraft. Zwischen Gabel und Rahmen kanrein Moment Ubertragen werden

a.) Wie grol3 darf F maximal werden, ohne dass @éeStapler kippt (Losung: F = 2G)?

Es gelte F = G = 2000N und L = 500mm. Der grauéimige Rahmen besteht aus einem dinnwan-
digen, rechteckigen Profil mit der Hohe 2H = 100nmmal der Breite H = 50mm.

b.) Wie grof3 muss die Wandstarke s gewahlt werdimjt der Betrag der maximalen Normalspan-
nung infolge des Biegemoments nicht gré3er als @/ wird? Welchen Wert hat dann die maxima-
le Normalspannung infolge Normalkraft (Losung: 8mm, oy = 40/27N/mm?)?

c.) Um wie viel Prozent steigt die maximale Norrpalsnung infolge des Biegemomnets an, wenn die
Last um 1.5L senkrecht nach oben gehoben wird?
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Aufgabe 7.2.5

Auf jedem Balkon stehen n Personen mit der Gesamntbeskraft nF. Die Gewichtskraft der Perso-
nen ist alkonstante Streckenlastverteilt Gber den ganzen Balkon, zu berlcksigntigVeitere Ge-
wichtskrafte sind zu vernachlassigen.

Jm

L L L
le——>|—>|e—>]
a.) Wie grof3 kann n maximal werden, wenn im ob&alken die Querkraft maximal den Betrag
5000N besitzen darf (L6sung: n = 15)?

b.) Es sei n = 15 und F = 800N. Der QuerschnittBikons ist ein Rechteck mit der Hohe H und der

Tiefe 3L.Wie grof3 muss H gewéhlt werden, wenn deird&) der maximalen Normalspannung infolge
des Biegemomentes im unteren Balkon 85N/mm?2 betraghk (L6sung: H = 20mm)?

Aufgabe 7.2.6

An den Kontaktstellen (C, D und E) Rad Mensch (@&tgkraft 21F) werden nur senkrechte Kréfte
Ubertragen. Die rechte FuRkraft am Punkt H istleiull. Der Rahmen besteht aus einem diinnwan-
digen kreisrunden Profil mit dem mittleren RadiysURd der Wandstarke s (LFR2s) = IN/mm2).
Wie grof3 sind die maximalen Normalspannung im BalR& (LOsungomax= 36N/mm?2)?




Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 87

Aufgabe 7.2.7

Auf den Wolkenkratzer wirkt infolge des Windes ebereichsweise konstante Streckenlast. Die
Grundrisse der einzelnen Sektoren sind dinnwandigquadratisch und haben die Wandstarke s und
die Kantenlangen;kl, c,H und ¢H (c; < ¢, < ¢ = 1). Die Konstanten,aind g sind so zu wahlen,

dass in jedem Sektor die gleiche maximale Normalspag wirksam ist (L6sung; & 0.81,

cs = 0.40).

12q

6q

Aufgabe 7.2.8

Zwischen Roller und Fahrer kdnnen senkrechteKréfte tibertragen werden. Der graue Rahmen hat
das dargestellte diinnwandige Profil (L = 6H, H #@#42 = 13/432N/mm3).

& 2LL

< >

a.) Gesucht sind die maximalen Zug- und Druckspagen infolge Biegemoment im waagrechten
Balken der Lange 4L (Losungz = 28N/mmz2,0p = -4N/mm?2).

Zwischen Roller und Fahrer kénnen nur Krafte Glagen werden. Die Handkraft soll in Armrichtung
zeigen, bzw. sie ist um den Winleelaus der Waagrechten ausgelenktdtar0.75). Das bedeutet,
dass an der Schulter keine Momente Ubertragen werde

b.) Wie grol3 sind die maximalen Zugspannungen geafales Biegemoments und der Normalkraft im
waagrechten Balken aus a.) (Losuag= 28N/mm2,ay = 39/540N/mmg2)?
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Aufgabe 7.2.9

Ein Aufsatz zum Mahen der Stral3enrander soll untétsverden. Der graue Schnittkopf hat die Ge-
wichtskraft 520G, alle anderen Gewichtskrafte giadrernachlassigen. Der diinnwandige Querschnitt
des grauen diagonalen Balkens hat die Hohe 2HBrdide H und die Wandstarke s. Wie muss H ge-
wahlt werden, dass die maximale Normalspannundgefdes Biegemoments = 86.16N/mmz in
diesem Balken betragt? Wie grof3 ist dann am erdsprelen Querschnitt die Normalspannung infol-
ge Normalkraft (taa = 1/5, tafd = 12/5, tag = 0.75, G = 10N, L = 500mm, s = 5mm)

(Lésung: H = 100mmgy = 9.6N/mmg2)?

Aufgabe 7.2.10

Der nicht maf3stabsgetreu dargestellte Kran solrantht werden. Der schrage Balken mit der Lange
20L hat einen quadratischen, dinnwandigen Querschitider Kantenlange 3L und der Wandstéarke
s. Gesucht ist die Wandstarke s, wenn der Betraghdrimalen Normalspannung infolge des Biege-
momentsog = 21N/mm?2 betragt. Wie grol ist dann die maxiniNdemalspannung infolge Normal-
kraft (tarox = 4/3, tafd = 24/7, F/L = 60N/mm) (Losung: s = 6moy = -6.5N/mm?)?
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7.3 Torsionsstab

Bei der Torsion hat die Querschnittsform einenamglenden Einfluss. Daher betrachtet man die drei
Querschnittsformen kreisrund, diinnwandig geschioesd dinnwandig offen getrennt.

7.3.1 Torsion kreisrunder Stabe

Betrachtet wird der in Abbildung 7.11, links dargdige Stab mit kreisrundem Querschnitt. Er hat die
Lange L und den Aul3enradius R und wird durch das der Stablange konstante Torsionsmoment M
belastet. Es wird vorausgesetzt, dass der kreisrQuekrschnitt bei der Verformung erhalten bleibt.
Gesucht sind die in Umfangsrichtung zeigenden Sspafnungen und der Verdrehwinkef, um
welchen sich der Querschnitt mit dem Punkt B relatim Querschnitt mit dem Punkt A um die x-
Achse verdreht. Dazu wird am unverformten Gesaimtsita Rechteck markiert, welches die Kante
AB beinhaltet und den Abstand r vom Kreismittelpufyk= z = 0) besitzt. Markiert man das Rechteck
an der Oberflache, gilt r = R. Infolge des Torsimonsent M wird die Lage von B zu B’ verschoben.

Abbildung 7.11: Kreisrundes Rohr unter dem Einfluss eines Torsionsmomentes

Von Gesamtstab und dem markierten Rechteck wirdleiner Abschnitt mit der Laénge dx betrachtet.
Auf der Lange dx verdreht sich der Punkt C um denke&l dp. Projiziert man den Rechtecksabschnitt
in die xu- Ebene (Abbildung 7.11, rechts oben)eark man, dass der Winkekine Anderung eines
urspriinglichen rechten Winkels beschreibt und samtider in Kapitel 6.2 eingefihrten Dehnung
oder Winkelverzerrung tibereinstimmt.

Am kleinen Stababschnitt konnen zwei rechtwinklyeiecke (Abbildung 7.11, rechts unten), mit
den Winkelny und dp betrachtet werden, die jeweils als Gegenkathet&/dibindungslinie CC’ be-
sitzen, die die Lange dc hat.

dc dc

— =tany=y — =tand¢ =d¢
dx r

Mit Hilfe der beiden Beziehungen kagimn Abhéngigkeit von ¢l dargestellt werden.

d¢
:r_
4 dx

Die gesuchten Schubspannungemd der Winkelverzerrungmuissen die Gleichgewichtsbedingun-
gen und das Hookesche Gesetz erfiillen. Da der Qumetiskreisformig ist, kann, &= r gesetzt werden.
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|
\Y

Mt:Irsz:IrG;dA:IrGr%dA:G%_[rsz:G%It - WM
“\ N o dx dx -, dx dx Gl

Dabei wird berticksichtigt, dass der Kreisquerstlo@t der Verformung erhalten bleiben soll. Da-
durch wird jeder beliebige Punkt C um den gleict\éinkel dp verdreht, wodurch dieser bei der In-

tegration Uber der Querschnittsflache A konstanbias verbleibende Integral wird alsrsionsfla-
chentragheitsmoment | bezeichnet.
R2m

I =[rPdA=[ [r’rdadr = fr{Tdajdr =_Ffr3[a]§”dr
A 00 0 0

0

R

f T
:Ir3[27i|dr = 2njr3dr = 2/{—} =—R
0 4 2

0

0

zV

Abbildung 7.12: Kreisrundes Vollprofil zur Bestimmung des Torsionsflachentrdgheitsmoments

Mit dem Quotient ¢/dx kbnnen die Schubspannungen bestimmt werden.

M
T:Gy:Gr%:Grﬂ:%r => T(r)=—tr
dx Gl |

Die Tangentialen Schubspannungén sind wie in Abbildung 7.13 dargestellt im Flacimittelpunkt
gleich null und erreichen am Aul3enradius R ihr Maxin T,y

t lt t

(r)

Yy T(r:R):Tmax

ZV

Abbildung 7.13: Schubspannungen infolge Torsionsmoment am kreisrunden Vollprofil

Fur die Bestimmung der maximalen Schubspanmnygpg<ann auch dasorsionswiderstandsmo-
ment W, = /R eingefuhrt werden.
M M

= = =t R=—"1 =
7. =1(r=R) ItR R

1
R

M
=> Tax = Wt mit W =
t

M,
W,
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Der Gesamtverdrehwinkélist die Summe aller Teilverdrehwinkep dind kann durch ein Integral
Uber der Stablange L bestimmt werden.

M, M.L
Gl Gl,

t

Cfaa 98 MM
¢—_L[d¢—_[&dx—!6—|idX—G—lzl[dx-

Das Produkt Glwird alsTorsionssteifigkeit bezeichnet.

Fiir das Torsionsflachentragheitsmoment eines \&iliks gilt | = TW2R'. Betrachtet man ein Hohlpro-
fil (Abbildung 7.14, Mitte) mit dem Auf3enradius, Bnd dem Innenradius;,Rst das Torsionsflachen-
tragheitsmoment die Differenz beider Kreise. |t Hahlprofil dinnwandig (Abbildung 7.14, rechts)
kann R = Ry+s/2 und R= R;-s/2 verwendet werden und das Torsionsflachentitsghement durch
den mittleren Radius Rund die Wandstéarke s angeben werden, wobei alled,alie s in hdherer
Potenz beinhalten, vernachlassigt werden.

|t:§R“ |t:§(P;‘—R4) |, = 27R’s

< A

zZv A 4

Abbildung 7.14: Kreisrunde Profile zur Berechnung des Torsionsflachentragheitsmomentes I

Betrachtet man den in Abbildung 7.15 dargestekltreisrunden Torsionsstab, der mit dem Torsions-
moment M = 100Nm belastet wird, so erhalt man die maxinsaleubspannung,,x = 108N/mm?2 und

den Verdrehwinked = 0.067. Dies entspricht 3.8°. Das Stabmaterigithehierflir den Schubmodul
G = 80000N/mm?,

Abbildung 7.15: Kreisrunder Hohlstab zur Bestimmung der Torsionsspannungen und des Verdrehwinkels

M, _ M, M, ___1o000jNmm oo oo N

TIWR T e g) 2 (aom maf
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ML_ ML 10000NMM500mm

N

I _ = 0067
t GE (R: _ R4) SOOOOWE ((1Omm)4 - (8mm)4)

¢

7.3.2 Torsion dunnwandiger geschlossener Stabe

Der in Abbildung 7.16, links dargestellte dinnwaedgeschlossene Torsionsstab (geschlossene Pro-
filmittellinie) mit der Lange L und der variablenaidstarke s unter dem Einfluss des konstanten Tor-
sionsmomentes Moll untersucht werden. Wird der Stab geschnittemden an den Schnittflachen

die Schubspannungersichtbar. Diese haben den wirksamen Hebelarm r

Abbildung 7.16: Diinnwandiger geschlossener Stab unter dem Einfluss eines Torsionsmoments

Zu ihrer Bestimmung wird angenommen, dass die Sgarinungen tangential zur Profilmittellinie
zeigen und Uber der Wandstarke konstant sind. Dex€ghnitte kdnnen sich in x-Richtung frei ver-
wolben. Dies bedeutet, dass in x-Richtung keinemddspannungen wirksam sind. Werden sie aber in
die yz-Ebene projiziert, bleiben die Querschnitteaéien.

Unter Berucksichtigung dieser Annahmen konnen Forigwgl. Anhang A4) zur Bestimmung der
Schubspannungenund des Verdrehwinkelis angegeben werden.

Mt
2As

Fir die Bestimmung der lokalen Schubspannunmiss die lokale Wandstarke s verwendet werden.
An stellt den Inhalt der von der Profilmittelliniengeschlossenen Flache dar.

s = 7]
1 _v
< Ly Am 5 du
Jd € *
PR T L,

v

Abbildung 7.17: Definition der Flache A, und Langen zur Bestimmung des Quotienten du/s

Am Ort der minimalen Wandstarkg;serhélt man die maximale Schubspannung

L max M, = % => Tmax = & mit W, =2A s,
2ASnin - W W
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Fur das Torsionsflachentragheitsmomentuss ein Ringintegral ausgewertet werden. Diesited,
dass einmal entlang der Profilmittellinie integrieird, wobei Startpunkt und Endpunkt identisch
sind.

¢:

M, L
Gl,

AA,
du

S

I, =

Ist die Wandstéarke tber der ganzen Lange der Rmtillinie konstant (vgl. Abbildung 7.18), kann
die Bestimmung des Torsionsflachentragheitsmomenetréinfacht werden. Yist die Lange der Pro-
filmittellinie bzw. der Umfang von A

B s = 4hs
du 1 du U m
e - du m
S S§

T = 15N/mm?2

Abbildung 7.18: Diinnwandiger geschlossener Torsionsstab mit konstanter Wandstarke

An dem in Abbildung 7.18 dargestellten diunnwandigeschlossenen Torsionsstab wirkt die Schub-
spannung = Tmax = 15N/mm?. Bei einem Schubmodul von G = 80000N/mestltiert ein Verdreh-
winkel ¢ = 0.009375. Dies entspricht 0.54°.

—— M _ M _ M _ 96000NmMm _15 N
"W, 2As 2BHs Z40mm(40mm(2mm) " mn?
ML_ ML _ ML 9600(NmMM100amm _
ML _ - - = 0009375
P76, T gaks ¢ ABHIS  gooo N Al{4ommaomm)(zmm
u, (2B+2H) mnt  (240mm)+ A40mm))

7.3.3 Torsion dunnwandiger offener Stabe

Die Querschnitte dinnwandiger offener Stabe (Rmnitfiellinie nicht geschlossen) kénnen aus n Rech-
tecken mit konstanter Wandstarkeisd der Lange Un Profilmittellinienerrichtung zusammengesetzt
werden. Die einzelnen Rechtecke kann man als indergeschachtelte dinnwandige geschlossene
Profile beschreiben. Basierend auf diesen Annahkiianen die im Folgenden vorgestellten Berech-
nungsformeln (vgl. Anhang A5) hergeleitet werden.die auf den Formeln fir diinnwandige ge-
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schlossene Profile aufbauen, missen die AnnahmeKapitel 7.3.2 Gbernommen werden. Stellver-
tretenden wird das in Abbildung 7.19 dargestelkBrdfil mit der Lange L unter dem Einfluss des
konstanten Torsionsmomentes bétrachtet.

Abbildung 7.19: Diinnwandiger offener Stab unter dem Einfluss eines Torsionsmomentes

Die Berechnungsformel fur die maximale Schubspagmpg und den Verdrehwinkei sind iden-
tisch wie beim geschlossenen Profil.

7 =—t ¢= MtL
max t Gl,

Beim Torsionsflachentragheitsmomeniihd dem Torsionswiderstandsmomentuierscheiden sich
beide Profile.

13 I
I =—E U, W =—!
t 3i=ls i t Snax

Auf der Profilmittellinie ist die Schubspannungiglenull. Nach aul3en nimmt sie linear zu und wirkt
auf beiden Seiten der Profilmittellinie gegenlaufigp Rechteck mit der maximalen Wandstarkg s
nimmt sie den maximalen Weri,., an.

Der in Abbildung 7.20 dargestellte dinnwandige rdfd@ orsionsstab unterscheidet sich vom Stab aus
Abbildung 7.18 dadurch, dass er an einer Seitdlpbrar x-Achse aufgeschnitten ist. Die Hohe des
Schlitzes sei ndherungsweise gleich null.

T = 450N/mm?2

max

max

Abbildung 7.20: Diinnwandiger offener Torsionsstab
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Die maximale Schubspannung betragk = 450N/mm?. Der Schubmodul sei G = 80000N/mm?2. Es
resultiert ein Verdrehwinke = 2.8125. Dies entspricht 161.14°.

. =%=%= M, _ M, _ 9600(NmMm — 450 N
"W, L 13[2B+2H)S  (2B+2H)S®  (ZA40mm)+ A40mm))(2mm)? mnt
S S 3 3
4= ML _ M, L _ 96000NMM1000mm _ 28125
Gl, G(ZB+2H)S3 80000 (240mm) + A40mm))(2mm)®
3 mmn? 3

7.4 Spannungsiberlagerung bei Zug-, Biege- und Tamsstab
bzw. Balken

Haufig treten in einem Bauteil gleichzeitig Nornmganungen infolge der Normalkraft und infolge
des Biegemoments; auf. Sie werden unabhangig voneinander berechmkalbischlielend Uberla-
gert. Gleiches gilt fur die Schubspannungen inf@gerkraftto und der Schubspannung infolge des
Torsionsmomentes.. Meistens Uberwiegen die Spannunggmundtr. Daher kbnnen die beiden an-
deren oft vernachlassigt werden. Im Folgendentgdthmer unberiicksichtigt bleiben. Diese Uberla-
gerung wird alsSuperpositionierung bezeichnet. Sie ist bei linearer Rechnung immaglitid. Dies

ist bei den in diesem Manuscript gewahlten Annahewwohl bei der Spannungs- als auch bei der
Verformungsberechnung immer erfallt.

Fir das in Abbildung 7.21 dargestellte Bauteil sili@lmaximalen Zug- und Druckspannungen, die
maximalen Schubspannung und die maximale Verglspdrung nach Mises gesucht. Das Bauteil
hat einen dinnwandigen quadratischen Querschsitjelte F/(Ls) = LN/mmz2.

1
< ; | |1L/4
| :

Abbildung 7.21: Bauteil zur Betrachtung der Uberlagerung von Spannungen infolge Normalkraft, Biegemoment
und Torsionsmoment

In Abbildung 7.22 sind die resultierenden Lagerd @thnittgroRen dargestellt. Ebenso die resultie-
renden inneren Krafte und Momente in den beidelb@ien des Bauteils. Die resultierende Quer-

schnittsflache betragt A = Ls, das Flachentraghiteent | = L3s/96 und das Torsionswiderstands-
moment W= L2s/8.
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Abbildung 7.22: Lager-, SchnittgréR3en und innere Krafte und Momente im Bauteil aus Abbildung 7.21

Die maximalen Normalspannungen infolge des Biegeamistreten am Ort des maximalen Biege-
moments auf. Dies ist in der Mitte von Balken BHam Anfang von B2.

M -3LF F
08(2)2—2233—22 -288—z

I, ’s/96 s
Infolge der negativen Konstanten der Spannungsiumkind an der Querschnittsoberseite (z = -L/8)
die maximalen Zugspannungep; und an der Querschnittsunterseite (z = L/8) digimalen Druck-

spannungeop ; infolge des Biegemoments.

L F L F N
O,,=0, 2=——|=-288—| —— |=36—=36——
B2 B( 8] Lzs( 8} Ls mnt
L F L F N
O,pn =0, 2=— |=-288——=-36—=-36——
B B( 8] I’s 8 Ls mnt

In der zweiten Halfte von B1 wirkt eine Normalkrditaraus resultiert in diesem Bereich eine Nor-

malspannungy.
N _-8F F N
NT AT =8 —=-8 2
A Ls Ls mu

Fir die maximale Druckspannuog,,. werden die beiden negativen Druckspannurggnund oy

addiert.
F F F N
Opek = O0gp T0y =—36——-8—=-44—=-44
Druck — 7BD N Ls Ls Ls mi

2

Bei der Bestimmung der maximalen Zugspannong darf nichtog ; undoy addiert werden. Es muss
bertcksichtigt werden, dass es Bereiche gibt, ledglven nur die Zugspannuog ; wirksam ist, die
allein den grofR3ten positiven Wert ergibt.

F N

JZug = JB,Z = 36E = 36W
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In Abbildung 7.23 ist der Normalspannungslauf kuwe (7.23, links) und kurz nach der Balkenmitte
(7.23, Mitte) von Balken B1 skizziert.

36N/mm? 24N/mm?
1-—> . 1--» Z [-24N/mm2|
X / : g
z [-36N/mm2| i Z7¥  |-44N/mm?| i
X=L X=L

Abbildung 7.23: Normalspannungsverlauf kurz vor und nach der Balkenmitte in B1 des Bauteils aus Abbildung
7.21, Schubspannungsverlauf infolge Torsionsmoments in B1

Nur im Balken B1 ist ein Torsionsmoment vorhandea.das Torsionsmoment ber der gesamten
Balkenlange konstant ist und ebenso die Wandstérkélt man im gesamten Balken, wie in Abbil-
dung 7.23, rechts dargestellt, eine konstante Sgannung+ infolge des Torsionsmoments.

-3LF F N
t — -9 =

Fiur die maximale Vergleichsspannumgnach Mises verwendet man die Normalspannung mit de
maximalen Betra@p,x Und die Schubspannumng

FY FY _F N
o, =No?+3r? =02, +3r% = (—44—] +3(—24—j =/3664= 605—
o= VO +315 \/ Ls Ls) Ls mnt
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Aufgaben zu Kapitel 7.3 und 7.4

Aufgabe 7.4.1

Die graue Arbeitsplattform hat die Breite B = 50htiudie Hohe H (tam = 1.6, G =1000N, L = 25H).
Wie grof3 ist H, wenn die maximale Normalspannangl15.2N/mmz2 betragt (Loésung: H = 20mm)?

:
3

yI/74

yIr)74

Aufgabe 7.4.2

An der Kreissage Ubt das Sageblatt nur eine wahtgréraft auf das Holzbrett aus. Das Blatt wird
Uber eine Kette von einem Elektromotor angetriebéin.das Freischneiden kann die Wirkung des
Motors so berucksichtigt werden, dass das oberarddifest am Rahmen angebunden ist. Der Rah-
men hat ein dinnwandiges rechteckiges Profil miBaeite H, der HOhe 3H und der Wandstarke s.
(H = L/4, F/(Hs) = 10N/mm?) Gesucht sind die maxi@maZug- und Druckspannungen im Balken AB.
Kurv vor und kurz nach dem Anbindungspunkt des ldytikzylinders ist der Verlauf der Normal-
spannungen lUber dem Querschnitt zu skizzieser ON/mmz2,0p = -25N/mmg2).
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Aufgabe 7.4.3

Bei der Betrachtung einer Hebebiihne ist nur dieiG#skraft 16G des Korbes zu berlcksichtigen
(G/Lz2 = INmm?). Der waagrechte Teleskoparm bestabtden dargestellten quadratischen Profilen.
Der Diagonalbalken hat ein dinnwandiges U-Profile \gfol3 sind die maximalen Normalspannungen
im waagrechten Teleskoparm (Losumg, = 110.8N/mm32)? Wie ist H gewéahlt, wenn im Diagenal
balken die maximale Normalspannung 76.16N/mm?2 beftésung: H = 5L)7?

5L
50L <—>| | | 3L
le . 25L >
& g L/2 [y e
16G —>| |« L/2 —
< 5L - 3L
y y v
- Zv
Zvy
HET 1ES
L | i
1 [ Hl[H
y =y
Zv

Aufgabe 7.4.4

Die dargestellte Zitronenpresse ist zu untersucherschen Stempel und Zitrone kénnen nur senk-
rechteKrafte Ubertragen werden. Der graue Rahmen besteht meis eilinnwandigen, quadratischen
Profil mit der Kantenlange H und der Wandstarkes(= 4/3, L = 1.5H, F/(Hs) = 8N/mmg2).

| 5L
|

Ll
>|
|
2
Stempel

Zitrone

- 777

a.) Gesucht sind die Zug- und Druckspannungen auegr Rahmen. In der Mitte der Balken ist der
Normalspannungsverlauf zu zeichnen. (Lésumgs 33N/mmz2,0p = -29N/mmg2).

b.) Wie grol3 muss die Zugsteifigkeit EA in Abhargig von F des waagrechten Zugstabes sein,
wenn er sich um 1% verlangert (L6sung: EA = 300F)?
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Aufgabe 7.4.5

Auf einem Segment eines Transportsystems liegt ginsportgut mit der Gewichtskraft 12G. In
waagrechter Richtung wirkt eine Widerstandskraft 86. Das Gesamtbauteil ist im Gleichgewicht.
Die Hohe des Transportgutes ist zu vernachlassigienbeiden Langen a und b haben das Verhaltnis
b/a = 3. Alle Rollen sind gleich grof3. Der graudRan besteht aus einem rechteckigen, dinnwandi-
gen Hohlprofil mit der Breite H = 42mm, der Hohe @Rd einer Wandstérke s = 2mm (G = 84N,

L = 80mm). Die maximalen Zug- und Druckspannungemiaagrechten Balken des grauen Rahmens
sind zu bestimmen (L6ésungz = 7N/mm?,0p = -10N/mm?). Am Ort der maximalen Normalspannung
im waagrechten Balken des grauen Rahmens ist dem8pgsverlauf zu zeichnen.

12G ‘
—>
6G al b

Aufgabe 7.4.6

Der graue L-formige Hebel mit dem dargestelltenrmiemdigen Querschnitt hat die Gewichtskraft F,
die als Streckenlast zu bertcksichtigen ist. Anligiden Kontaktflachen (Rad/Rad und Rad/Hebel)
ist der Haftreibungskoeffiziemt = 2/3 wirksam. (G/(Ls) = 9N/mm?). Das Bauteiliist Gleichge-

wicht. Gesucht sind im waagrechten Balken die mailem Zug- und Druckspannungen. Am Ort der
maximalen Normalspannungen ist der Verlauf Giber @emrschnitt zu zeichnen

(Losung:oz = 84N/mm?2,0p = -141N/mm?).

12L

4L

\<lk

H A

1

1

(¥
~ A
di L

1

' v
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-
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Aufgabe 7.4.7

Das Bauteil besteht entweder aus einem dinnwandigeisrunden Profil mit dem Radius,Rder
einem dinnwandigen quadratischen Profil mit dert&alinge H. Die Wandstarke betragt jeweils s.
Welches Verhaltnis RH muss im Balken DB gewahlt werden, damit bei bei¥arianten die glei-
chen maximalen Vergleichsspannunggmach Mises wirksam sind? Nur die Momente sindezu b
ricksichtigen (Losung: RH = 0.606).

Aufgabe 7.4.8

Das Bauteil mit dem dinnwandigen offenen Profizisuntersuchen. Nur die Momente sind zu be-
ricksichtigen. Es ist zu zeigen, dass im BalkendZDmaximale Vergleichsspannuag nach Mises
ungefahr 3/2Vurzel(3)N/mm? betragt (LF/(Hs?) = 1IN/mm2).

Aufgabe 7.4.9

Der Balken AD besteht aus einem rechteckigen, danavgen Profil mit der HOhe cH der Breite H
und der Wandstarke s. Der Parameter c ist so zlewatass die maximale Normalspannung infolge
des Biegemoments identisch mit der maximalen Sgamaing infolge des Torsionsmoments ist
(Lésung: ¢ =9).
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Aufgabe 7.4.10

Mit den eingezeichneten MomentenMeierund Myoor = L0ONM und den Lagerkraften ist das Bauteil
im Gleichgewicht. Eine Kettenkraft ist gleich nudie Lager A und B erzeugen nur Kréfte in y- und z-
Richtung. Nur die Momente sind zu bericksichtigeie. linke Welle ist dinnwandig mit dem Radius
Rm=10mm und der Wandstarke s = 2mm. Zu bestimmatidsnaximale Vergleichsspannuag

nach Mises in der linken Welle {R 100mm, R=L = 200mm) (L6sungoy = 159.2N/mm3).

M

Propeller

Aufgabe 7.4.11

Um die Schraube zu 6ffnen, benétigt man an ihipesitives Moment LF in x-Richtung. Der Schrau-
bendreher hat ein kreisrundes Vollprofil mit dendira R. Es wirken nur senkrechte Kréfte, nur die
Momente sind zu bertcksichtigen (LF/R3 = 20N/mm?).

a.) An der Schraube ist kein weiteres Moment winks@&/elche maximale Vergleichsspannung
resultiert im Balken CD (Losung@y, = 22.1N/mm?).

Die Hand E lasst den Schraubendreher los. Nahemgigss gilt am Punkt A fir das Sechseck
W, = 2l/(Rcos30°). Fur ein n-Eck gilt allgemein gemal Slkizze fiir das Sechseck:

| (n):iaﬁﬂsina
796 (1-cosa)’

b.) Welche Vergleichsspannuog erhalt man dann am Punkt A beim Offnen der Scleau®egen
welchen Wert strebt(n) fiir groBes n (Losungy, = 55.4N/mm?, J(n—x) = W4RY?

-
A

< A
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Aufgabe 7.4.12

Die kreisrunde Vollwelle des Handruhrgerats istsohien den Punkten A und D zu untersuchen. Sie
ist an den Lagern B und C, die sich im nicht zuch&nden, gestrichelten Griff befinden, drehbar
gelagert. Infolge des Teigwiderstands wirkt am Rihkas Moment M. (L = 50mm, F = 10N,
G = 25000N/mm?). Welchen Radius R muss die VollevBIA besitzen, damit die maximale Ver-
gleichsspannungy nach Mises 20N/mm?2 betragt? Um wie viel Grad wehmtisich die Welle zwi-
schen den Punkten A und D um die eigene Stabadhged®ie Momente sind zu berlcksichtigen
(Lésung: R = 4.4mmp =0.78°)
F
A
L ~ N v

I
X
II(
~. z
o

AT
y

e

L1
1

>

Q

2L

7
(=

Teig

/

Aufgabe 7.4.13

Der symmetrische Stabilisator besteht aus 7 Segmetdr Lange L. Auf ihn wirken von auf3en nur
Kréafte. Beide Federkrafte seien ndherungsweisdigtdm Der Abschnitt AB mit der L&nge 3L ist
dunnwandig und kreisformig. Welchen Wert hat Renn LF/fisoy) = 11.4708mm? gilt®y, ist die
maximale Vergleichsspannung im Balken AB (Losung=5mm).
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7.5 Verschiebungsberechnung mit der Energiemethode

Ist an einem Bauteil nur die Verschiebung eineskisnin einer Richtung gesucht, so ist die Ver-
schiebungsberechnung mit der Energiemethode sefgrge. Z.B kann an dem in Abbildung 7.24
dargestellten Bauteil, welches dem aus Abbildu@d @ntspricht, die senkrechte Verschiebungm
Kraftangriffspunkt C bestimmt werden.

Abbildung 7.24: Geometrie aus Abbildung 7.21 zur Bestimmung der Absenkung uc mit Hilfe der Energiemethode

Das Bauteil sei durch die Normalkraft N, die QuafkQ = Q, das Biegemoment M = Mind das
Torsionsmoment lvbelastet. Gesucht ist die Verschiebung u eineseBpunktes in einer Richtung
infolge der Bauteilbelastung. Dann gliedert sioh Ahwendung der Energiemethode in drei Schritte,
die im Folgenden (Herleitung im Anhang A6) vorgésteerden:

* Bestimmung der inneren Krafte und Momente (N, QM),infolge der gegebenen Bau-
teilbelastung.

» Alle gegebenen Bauteilbelastungen werden entfEsitesultiert ein gelagertes, unbelaste-
tes Bauteil. Am Punkt der gesuchten Verschiebuwirdi eine Kraft ,eins" (Einheitskraft)
in Richtung der gesuchten Verschiebung angebrBeaiinneren Krafte und Momente
(Ng, Qe, Mg, M) infolge dieser Einheitskraft werden bestimmit.

» Die Teilverschiebungeninfolge der Normalkraft, glinfolge der Querkraft, giinfolge
des Biegemoments und infolge des Torsionsmoments werden unabhangiglemtfol-
genden Formeln bestimmt:

MM
uN=J.—dNNE X u =.[—dQQE X uB=J'—dMN|E X uT=_[—dt Edx
) EA © JGA \ El, ) Gl,

Die Intervallslange c ist die Summe der LangenTagibalken des Bauteils. Die Gesamt-
verschiebung u ist die Summe dieser Teilverscinigen.

U=uU, +Ug+Ug +Ur

Haufig sind die Verschiebungeq und w, viel kleiner als die Verschiebungep wnd y. Daher wird
im Folgenden gimmer vernachlassigt ung, muss nur unberticksichtigt werden, wenn es explizit
eingefordert wird. Das Produkt EA wird &sgsteifigkeit bezeichnet. Die inneren Kréfte und Mo-
mente N, Qg, Mg, M sind keine physikalischen Krafte und Momente, sond/erhaltnisse zweier
Krafte bzw. eines Moments und einer Kraft. Dahad it und Q dimensionslos bzw. sie haben die



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 105

Einheit [N/N]. Mz und Me haben beide die Einheit [Nmm/N = mm)]. Sind an eirgauteil keine Ver-
schiebungen, sondern eine Verdrehung gesucht, emesigrechend mit einem Einheitsmoment gear-
beitet werden. Fur das Ldsen der Integrale koniemalen Abbildungen 7.25 und 7.26 aufgefuhrten
Integrationstafeln verwendet werden. In diesen emmur die Biege- und Torsionsmomente aufge-
fuhrt, die Vorgehensweise lasst sich aber auch Hbramd Querkraft Gbertragen.

Allgemeine Anmerkungen zur Anwendung der Integratiostafeln:
*  Wenn M bzw. M= M;j ist, folgt Mz bzw. Mg = M,. Aber es ist auch zuldssig, dass M bzw.
M; = M, und Mt bzw. Mg = M, ist. Z.B. ist Dreieck mit Viereck identisch zu Yeéek mit
Dreieck. Daher ist nur das erstgenannte aufgefihrt.
» Die Integralwerte sind symmetrisch. Das bedeutetSdhaubilder konnen an einer senkrech-
ten Achse bei c/2 gespiegelt werden.
» Die Funktionswerte a, aa, b, bh und b kdnnen positiv und negativ sein

Dreieck mit Mli :]a
C X

A D
1.) Rechteck M, N abc
k\\\\\\ > JMledXZT
C X ¢
2.) Dreieck, gleiche M, b _abc
Seite TA@» leMZdX_T
C X ¢
3.) Dreieck, M, .0 _abc
Gegenseite M J‘MlMZdX_?
c X ¢
4.) Trapez M, b, J'M M. dx = acb, +2b,)
) 1'% 2 6
b, C_X

5.) Trapez, Sonderfall M, b _abc

von4),b,=-b,b,=b IS;;,A@_. [ MM ax===
-b cC X ¢

1772 6

Cc C ¢

7.) Dach, Sonderfall M, b _abc

von 6.), ¢, = c/2 T&» IMlMZdX_ 4

C Cc

1C X

Anmerkung zu 4.) Dreieck mit Trapez:
» Das Trapez hat dort den Funktionswertwo das Dreieck den Funktionswert a besitzt.
Anmerkung zu 6.) Dreieck mit Dach:
* Die Lange ¢ beschreibt den Abstand zwischen den x-Positiomeilenen das Dreieck den
Wert a und das Dach den Wert b besitzt

Abbildung 7.25: Integrationstafeln Teil 1 zur Berechnung der Integrale bei Anwendung der Energiemethode
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Rechteck mit M, ]

8.) Rechteck M, 4 b ]
NN, | [mmocane
C X €
9.) Trapez MZI b, jM y dxzm
b ) 172 2
! C_X
10.) Dach M, b JM . dx:a_bC
) 172 2
c X
Trapez mit M, a,
‘ X
[ MM, dx
11.) Trapez M, b, b, _C(al(2b1+b2)+a2(bl+2b2))
6

12.) Trapez, Sonderfall M, b _ bc(a2 _ 31)
von1l),b,=-b,b,=b L;,Aﬂ_, IMledX—T
_b c X c

Anmerkung zu 11.) Trapez mit Trapez:
» Das zweite Trapez hat den Funktionswerat der x-Position, wo das erste Trapez den Funk-
tionswert a besitzt.
» Alle anderen Formeln sind Vereinfachungen diesemib

Dach mit M, a
‘1 X
13.) Dach, beide M,T D _abc
Dachspitzen haben die m IMlMZdX_?
X [

gleiche x-Position ¢ C1 c

Abbildung 7.26: Integrationstafeln Teil 2 zur Berechnung der Integrale bei Anwendung der Energiemethode

Betrachtet man die Aufgabenstellung aus Abbildu2g Tuss am Punkt C eine Kraft ,eins" in posi-
tive z-Richtung am Bauteil angebracht werden. Dieere Kréfte und Momente kdnnen der Abbildung
7.22 entnommen werden, die infolge der Einheitslsial in Abbildung 7.27 aufgezeichnet. Zusatz-
lich zur Spannungsberechnung wird das Torsionséiégithgheitsmoment#+ L3s/64 bendtigt. Weiter
sei F/(Es) = 0.1mm und G = E/2. Da die Verlangerdeg Seils mit berlcksichtigt werden soll, gilt fir
seine Zugsteifigkeit E4y; = ELs/10.
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B1
NE1 8/3 , .
MW
—@@—; Seil N 4 10F
" .
‘IW“; Ne 4 10/3 ’
wt L .
-L X

NN
B2 QEA E MEI
X L X

Abbildung 7.27: Innere Krafte und Momente infolge Einheitskraft am Bauteil aus Abbildung 7.18

Fur die Absenkungguimiissen die Biegemomente im Balken B1 und B2 ausgetwerden. Das
Integral des Balkens B1 kann mit dem Integratidetgimtrag 13 bestimmt werden. Bei Balken B2
kann der Eintrag 2 verwendet werden.

! :JMMEdX: 1 ((—BLF)(—L)ZL+(—3LF)(—L)Lj:3FL3:3 FC _ggF — 588mm
=B, E 3 3 El, gLs Es
96

Nur das Torsionsmoment im Balken B1 tragt zur Akseg y bei. Das resultierende Integral wird
mit dem Eintrag 8 der Integrationstafeln bestimmt.

F®__ FL® F
u, = j ‘de } (( 3LF)(-L)2L)= 6E =63 = 768 = 768mm

2 64

Der Balken B1 wird in der zweiten Halfte verki2ie Absenkung yg; infolge der Normalkraft kann
Uber den Eintrag 8 der Integrationstafeln berectvaeetien.

b= [ 2 (o 2) ) SIEL AL AT _ i
’ EA EA 3 '3 EA 3 ELs 3 Es

Das Seil wird durch die Seilkraft, die einer pagti Normalkraft entspricht, verlangert. Durch diese
Verlangerung senkt sich der der Punkt C ab. DieseAkung N sei kann wiederum mit dem Eintrag 8
bestimmt werden. Dabei wird auch die Seillangg £ 5/4L bendtigt.

b= g L {(aor 0] 51| 120 FL MBEL 10T _ gy
c ASeiI ASeiI 3N4 3 Epse” 3 3 Es
10

Die Gesamtabsenkung ist die Summe der Teilverschiebungen.

Us =Ug +Up +Uy g T Uy Sei,:288£+768£+%£ @£—1494£ =1494mm
' ‘ Es Es 3 Es 3 Es Es
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Im vorausgegangen Beispiel kann man erkennen diesxchaubilder fir N Qg, Mg und Mg nicht
unabhangig von den Schaubildern N, Q, M unai¥d. Die erstgenannten erhalt man, indem man
jeden Funktionswert der zweiten durch den Faktote8E Allgemein gilt:

Wird ein Bauteil nur durch eine KraftBelastet und sucht man die Verschiebuxndes Kraftan-
griffspunktes in Richtung der Kraft, so erhalt nthe Schaubilder fir N Qgz, Mg und Mg aus den

Schaubildern fur N, Q, M und Mndem dort alle Funktionswerte durch den Betrag & geteilt
werden.
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Aufgaben zu Kapitel 7.5

Aufgabe 7.5.1

Die waagrechte und senkrechte Verschiebung desakgiffspunktes infolge der Biegemomente und
der Verlangerung des Seiles, welches die Langen8Ldie Zugsteifigkeit EA = 62F besitzt, ist ge-
sucht. Die Balken haben die Biegesteifigkeit £1891/18FL? (Lésung: u = L/31, v = 92L/1891).

Aufgabe 7.5.2

Die senkrechte Absenkung des Kraftangriffspunigesu bestimmen. Nur die Momente sind zu be-
ricksichtigen. Die Biegesteifigkeit betragt, EI46FL?, die Torsionssteifigkeit Gt 36/23El,
(Lésung: u = L/2)

y
z

Aufgabe 7.5.3

Bei einer Kraft F = 3000N biegt sich der Balken det Lange 2L in der Mitte um u = 25mm durch
und das Material versagt an der Unterseite. Heelsannt, dass das Versagen bei einer Normalspan-
NnuNg VONOmax = 180N/mm? auftritt. (L = 250mm, E = 10000N/mm%<eaicht sind das Flachentrag-
heitsmoment,Jund der Abstand H des Flachenmittelpunktes vorOderkante (Losung: H = 15mm).

1F

KT e
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Aufgabe 7.5.4

An der grauen Halterung zur Warenprasentation hiéimgeei Schachteln, die beide einen mittigen
Schwerpunkt und die Gewichtskréafte 2G und G besitBée Schachteln haben an zwei Punkten Kon-
takt zur Halterung, wobei nur oben senkrechte I€rafiertragen werden. An der Oberseite der Halte-
rung ist eine symmetrische Lampe mit der Gewiclati$ks befestigt. Weitere Gewichtskrafte sind
nicht zu bertcksichtigen. Die Halterung besitzt dargestellten dinnwandigen Querschnitt. Wie weit
senkt sich der Anbindungspunkt der Lampe an di¢graig infolge des Biegemoments ab (G = 50N,
E = 81120N/mmz, L/H = 13, s = 5mm) (L6snung: u m2Q)?

PEECEN
<>
A
4L

2G H
<P | e m—
2L —f<
— |Pe= ! EIH
—T I 1(; DA I ik H
ZL‘

2L

:.l_<_’

ay

Aufgabe 7.5.5

Ein vereinfachtes Da Vinci Katapult mit einem Gezxsd) welches die Gewichtskraft G besitzt, wird
betrachtet. Am senkrechten grauen Balken gjilEE 720G. Beim Spannen verschiebt sich seine
obere Spitze um 2L nach rechts. Das Zahnrad, dieeddemel und der Katapultarm sind fest mitein-
ander verbunden und sind wie die restlichen Baiéndlich steif Zwischen dem Zahnrad und
dem senkrechten Bremsbalken wirkt der HaftreibuogBlkzientp = 0.2. Welche Kraft F ist notwen-
dig, um das Geschoss auszuldsendcod40/11) (Losung: F = 2.5G)?
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7.5.1 Superpositionierung bei der Verschiebungsbecbnung

Wird ein Bauteil, wie in Abbildung 7.28, links dastellt, mit zwei oder mehr Kraften belastet urd is
die Verschiebung gesucht, so ist es sinnvoll, disagntbelastung in einzelne Lastfélle zu zerlegen,

diese unabhangig zu berechnen und abschlieRertghbnisse zu Uberlagern. Dies nennt man wie-
der Superpositionierung.

L
X X M
7 v N
1F F -LF X
5 — vy . -3LF
7] == X
T
z SN0 Ug
\\\\\
\\\$
NN
~7

Abbildung 7.28: Verschiebungsberechnung an einem Bauteil mit 2 Kraften

Berticksichtigt man beide Krafte F, resultiert deAbbildung 7.285 rechts oben dargestellte Momen-
tenverlauf. Fur die Bestimmung vop muss am rechten Ende des Balkens eine senkreicihteits-

kraft angebracht werden. Es ergibt sich der Momesmdauf M: aus Abbildung 7.28, rechts unten.

Mit der Biegesteifigkeit Elkann die gesuchte Verschiebungmit den Eintragen 11 und 2 aus den
Tabellen aus Abbildung 7.25 und 7.26 bestimmt werde

_1 (L(—3LF(2(—2L)+(—L))—LF(—2L+2(—L)))+—LF(—L)L):FL3(1_9 }j:ZF_LS
°El, 6 3 El, 2 El,

6 3

Zur Anwendung der Superpositionierung wird die Bareing in 2 Lastféalle zerlegt. Im ersten Last-
fall, welche in Abbildung 7.29 dargestellt ist, idtidie linke Kraft F, die zur Absenkung,uihrt.

>
>
<

AN
i
'F
Iy
I

Abbildung 7.29: Verschiebungsberechnung des Lastfalles 1

uBl

_1 (+ —LFL(-L+2(- 2|_))j _5FL
El, 6 6 El,

Dazu wird der Eintrag 4 aus der Tabelle aus Abloigdd.25 ausgewertet. Im zweiten Lastfall aus Ab-
bildung 7.30 wirkt die rechte Kraft F und es reisuttdie Verschiebunggy
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L L M
'd Y Y
= X
/ 4 -2LF
| A=———1 .
'/ —_— — o~ = XV
z1 5 o \\\\\ ~

Abbildung 7.30: Verschiebungsberechnung des Lastfalles 2

y = 1 —2LF(-2L)2L _8FL’
” El, 3 3El,

Angewendet wird der Eintrag 2 aus der Tabelle abfsildung 7.25. Die Gesamtverschiebupgst
der Summe der beiden Teilverschiebunggruad ..
_5FL + 8 FL® _(5+16j FL® _7FC

Ug =Ug tUg, =— — =—
% % 6El, 3El, 6 JEI, 2EI,

7.5.2 Energiemethode zur Untersuchung statisch tGbleestimmter
Bauteile

Im ersten Schritt soll die Energiemethode zur Besting der Lagerkréfte und —momente eines sta-
tisch Uberbestimmt gelagerten Bauteil verwendetlererDazu kann die Geometrie aus Abbildung
7.31 betrachtet werden. Die Biegesteifigkeit &di gegeben. Das Produkt GA sei unendlich, wodurch
der Einfluss der Querkraft zu vernachlassigt ise. Cagerkrafte |, und s und das Lagermoment M
kodnnen nicht aus den Gleichgewichtsbedingungennestwerden. Die Kraftebilanz in x-Richtung
ergibt kR = 0, fiir die anderen drei GroRen sind die beidgbleibenden Gleichgewichtsbedingungen
nicht ausreichend.

1F

F
B My
Al —%fm #
v A v J Fa, =
L

L
Abbildung 7.31: Statisch Uberbestimmt gelagertes Bauteil
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Die senkrechte Verschiebung des Punktes B infolge des Biegemoments wird indhigiigkeit von F
und ks bestimmt. Da infolge des Lagers bekannt ist, désse Verschiebung gleich null sein muss,
kann die fehlende Gleichung erzeugt werden. Dazd i neben F als bekannt vorausgesetzt. Die
Lagerkraft s, und das LagermomentMverden in Abhangigkeit von F ungd Bestimmt und die
Schaubilder, wie in Abbildung 7.32 dargestellt,&jelnet.

> F,=0: -F,+F-F;=0 => F,=F-F
>M|_=0: M,-LF+2LF,=0 =>  M,=LF-2LF, =0
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My = LF-2LFg 1F Y X

| X M LFg
z F, = F-FB E

Az B

CLF+2LF

Abbildung 7.32: Lagergrof3en und innere Krafte und Momente des Bauteils aus Abbildung 7.31

AnschlieRend wird die senkrechte Verschiebuniimfolge der Krafte F undgbestimmt. Dazu wer-
den die beiden Kréfte F ung Fom Bauteil entfernt und am Punkt B eine senke€&hnheitskraft
angebracht. Es resultieren die Lagerkraft+1, das Lagermoment M= 2L und die in Abbildung
7.33 dargestellten inneren Krafte und Momente geédtinheitskraft.

Q1 1

M, = 2L S INNNNNNNNNY NNNNRNNNNN Y

X

-2L

Abbildung 7.33: LagergroRen und innere Krafte und Momente infolge der Einheitskraft am Bauteils aus Abbil-
dung 7.31

Zur Bestimmung des Integrals in der ersten Balkiitehéd@ird der Tabelleneintrag 11 der Integrations-
tafeln aus Abbildung 7.25 und 7.26 verwendet. kéizdieite Balkenhalfte verwendet man Eintrag 2.
Die resultierende Verschiebung muss infolge de®tsaB gleich null sein.

L= L (L((—LF +2LFB)(2(—2L)—L)+LFB(—2L—2L))+LFB(—L)LJ
® El, 6 3
3 _ 3 _ _ 3
- L (5F 14Fs_ij= 8 (5F 14F, 2FBJ= L (5F-16F,)=0
El, 6 3) El 6 6EI,

Da der Vorfaktor ungleich null ist, muss der Klanmmesdruck 5F-165= 0 sein. Dies ergibt die ge-
suchte Lagerkraft &= 5/16F. Die weiteren zu bestimmenden Gré3en akefi Lager A ergeben sich
ZU Fz = 11/16F und M = 3/8LF.

Die Berechnung kann vereinfacht werden, wenn wighhildung 7.34 dargestellt, zwei Lastfalle
eingefuhrt werden. Im ersten Lastfall wird die \@igbung y; des Punktes B infolge der gegebenen
Kraft F bestimmt. Der zweite Lastfall ermittelt dierschiebung g infolge der gesuchten Lagerkraft
Fs.
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Lastfall 1: M
F
A X
> 5 -LF
Y, Me
z
X
-2L
M 2LF,
Lastfall 2:
A X
7
X 7 Mg LFg
z
Fg .
-2L

Abbildung 7.34: Zerlegung der Lagerkraftberechnung aus Abbildung 7.31 in 2 Lastfélle
y o= (- LFL((2(=2L)-L))) _5FL
"OEl 6 6 El,

y = 1 [ZLFB(—ZL)Zsz_gFBL?’=_1_6FBL3
2 El, 3 3El, 6 El

Die Gesamtverschiebung,udie auf Grund des Lagers bei B gleich null seusspist wieder die

Summe der beiden Teilverschiebunggnund ..

_ _5FC 16FL° _ L°

Ug = Ug +Ugy, = — A -
6El, 6 ElI, 6El

(5F -16F,)=0

y

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Lagergrofaissh Uberbestimmt gelagerter Bauteile kann
auf allgemeine statisch unbestimmte Bauteile Uidgetn werden. Dazu betrachtet man z.B. die ent-
sprechende Geometrie aus Abbildung 7.35, links.eQtem diagonalen Zugstab wére das Bauteil sta-
tisch bestimmt. Mit ihm reichen die Gleichgewiclgdimgungen nicht aus, um die Schittkrafte und -
momente zu bestimmen. Die Biegesteifigkeijtd&li gegeben, die Zugsteifigkeit EA und das Produkt
GA seien unendlich, wodurch Normalkraft und Queitikkainen Einfluss haben.
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Abbildung 7.35: Statisch Uberbestimmte Geometrie
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Man ersetzt die feste Verbindung am Punkt B duneb Elihrung, die waagrechte Krafte und ein
Moment ubertragen kann. Da eigentlich die festéoWelung auch senkrechte Krafte tbertragen kann,
wird dies durch die 2 senkrechten Kraftelderiicksichtigt, die jeweils an einem Balken wirkssind.

Es resultiert ein statisch bestimmtes Bauteil, nescdurch die Kraft F und die beiden noch unbekann-
ten Krafte kg belastet ist. Die Gesamtbelastung kann in zweliféldes zerlegt werden, die unabhéngig
betrachtet werden kdnnen. Im ersten Lastfall, kel dur die Kraft F wirksam ist, resultieren die in
Abbildung 7.36 dargestellten Biegemomente.

] 7> |1F—€> o 1_fb—>p |1
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Abbildung 7.36: Lastfall 1 der Geometrie aus Abbildung 7.35

Im 2. Lastfall sind nur die beiden Kraftg wirksam. Es ergeben sich die in Abbildung 7.3%dar
stellten Biegemomente.
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Abbildung 7.37: Lastfall 2 der Geometrie aus Abbildung 7.35

Die senkrechte Verschiebungyules Punktes B am Balken B2 in negativer y-Richtwind bestimmt.
Sie setzt sich aus der Verschiebugg,infolge des ersten ungap infolge des 2. Lastfalls zusam-

men. AnschlieRend wird die Verschiebung des Punktes B am Balken B3 in positiver y-Richtung
berechnet. Analog ist sie eine Summe der Verschigduys ; und w3, infolge der beiden Lastfélle.
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Mit der Einheitskraft am Balken B2 folgen die inlfildung 7.38 gezeigten Biegemomente.

- - B3
[ —y; | — |
V/ 1| B2 -l—»
1 X
X z
4 . |
zZ
X
M, = 2L |
zZ
12 ‘T‘ L +E)
Fo=1l” ! 1y BL  ro=1]” “M=aL
M4 MET MET
B1 —Wx B2 | ! —> B3 | ' —
2L

Abbildung 7.38: Biegemomente infolge der Einheitskraft am Punkt B am Balken B2

_ 3
1 (ZLF( 2L)2L+0+0j:_ﬂi
YEl, 6 3El,
1
Ugp, =——(0+0+0)=0
2 El,

1 4 1 4
=> Ug, =Ugpy tUgps = F(_E FL® +oj = E(—g FL3J
y y

Mit der Einheitskraft am Balken B3 folgen die inBildung 7.39 gezeigten Biegemomente.
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Abbildung 7.39: Biegemomente infolge der Einheitskraft am Punkt B am Balken B2
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y =l o+—LFB(—L)L+—LFB(—L)L _2F°
= 3 3 3 El,
1(5_:.2_ 4
=> Ugg =Uggy tUgs, =——| —FL +—F;L
B3 B31 B32 Ely (2 3 B j

Da am Punkt B eigentlich eine feste Verbindung gaden ist, miissen beide Verschiebungen be-
tragsmalig identisch sein. Da sie entgegengegentiert sind, muss ihre Summe gleich null sein.
Daraus resultiert die notwendige Gleichung zur iBestng von k.

3
0= Ug, tUg; :i[_ﬂ |:|_3j+i[g = +E FBLSJ :i(z = +E FBLSJ == L(ZF +g FBJ

El, L 3 El, 3 El,l6 3 El,l6 3
=> :ZF+EFB => FB:—ZF
6 3 4

Der Wert fuir lg kann in die Schaubilder von 7.37 des 2. Lasthiligesetzt werden. Die Summe der
Schaubilder fuir beide Lastfalle ergibt den in Adbihg 7.40 dargestellten tatsachlichen Verlauf des
Biegemoments.

2LF
M M1 0.75LF M 0.75LF
B1 B2 —W B3
X X X
-2LF LF

Abbildung 7.40: Biegemomente im Bauteil von Abbildung 7.35, links

Analog kdnnen alle anderen Schnittgrof3en auchrbegtiverden.

Infolge der Linearitat der Aufgabe missen die Vieietzungen gb und w3 nicht einzeln bestimmt
werden. Die notwendigen, in Abbildung 7.41 darg#éste Schaubilder infolge der Einheitskraft erhalt
man auch, wenn man die Schaubilder aus Abbildusig durch den BetragsReilt.

M T M M T
B1 i — B2 B3 } }
| x x === x
-L -L

Abbildung 7.41: Biegemomente infolge der Einheitskrafte zur Bestimmung von Fg

v

y =t [o+—LL(—2L+2(—L))+—L(—LF)LJZZFL3
B2 El, 6 2 6 El,
1 -L(-LFy)L  -L(-LF )Lj 2 Fy®
= 0 B B —<'s
s Ely( * 3 * 3 3 El,

3 3 3
=> O:UBZ, +U_, :Z FL +E Fel = 1 (ZFL3+Z FBsz:L(ZF +g FBJ
6E|y 3 E|y E|y 6 3 Ely 6 3



Vorlesungsvorlage Technische Mechanik 118

Aufgaben zu Kapitel 7.5.2

Aufgabe 7.5.2.1

An einem Balken der Lange 2L sind zwei reibungsfiRolle angebracht. Uber die beiden Rollen lauft
ein Seil, an welchem das Gewicht G gehalten wird.die Belastung des Balkens zu reduzieren, wird
der Balken in der Mitte von einer Kette gehalteir. #ie Berechnung sind nur das Biegemoment im
Balken und die Normalkraft in der Kette, die dieg&teifigkeit EA = 125/2I,/L2 besitzt, zu berlck-
sichtigen. Dabei ist EFE 25GL2 die Biegesteifigkeit des Balkens. Wie lssgnkt sich das rechte Ende
des Balkens ab (L6sung: u = L/10)?

Aufgabe 7.5.2.2

Die Zugsteifigkeiten des Bauteils seien unendliaifig Ebenso die Biegesteifigkeit in der weil3en
Treppe. Die Biegesteifigkeit des grauen rahmen&keWie grol3 ist die Normalkraft im senkrechten
Balken des grauen Rahmens (Lésung: N = -3.168F¥?gil3 ist der prozentuale Fehler, wenn man
bei der linken Verbindung Rahmen/Treppe statt desten Verbindung ein ,2-wertiges” Gelenk
verwendet (LOsung: 13.6%)?

Anmerkung: Bei der Berechnung der inneren Kréafteé Momente kénnen die Rader auch Krafte, die
senkrecht nach unten zeigen, erzeugen!
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